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 משפטי ערך ממוצע מסדר גבוה

 
 :ניזכר בכמה משפטים מהסמסטר הקודם

 
)תהי : משפט פרמה )f x פונקציה המוגדרת בקטע ( ),a b וגזירה בנקודה פנימית 

0
x . אם( )f x מקבלת 

 בנקודה
0

x את ערכה הגדול ביותר או את ערכה הקטן ביותר אזי ( )0
' 0f x =. 

 
)תהי : משפט רול )f x פונקציה המוגדרת בקטע [ ],a bומקיימת את התנאים הבאים : 

1. ( )f xרציפה ב -[ ],a b 

2. ( )f xגזירה ב -( ),a b 

3. ( ) ( )f a f b= 

aאזי קיימת נקודה  c b< )- כך ש> )' 0f c =. 

 
)תהי : 'משפט הערך הממוצע של לגרנז )f x פונקציה רציפה בקטע [ ],a bוגזירה ב -( ),a b . אזי קיימת

aנקודה  c b< - כך ש>
( ) ( ) ( )'

f b f a
f c

b a

−
=

−
. 

 
)יהיו : קושימשפט הערך הממוצע של  ) ( ),f x g x שתי פונקציות רציפות בקטע [ ],a b וגזירות בקטע 

( ),a b , ובנוסף לכך( )' 0g x a לכל ≠ x b< aאזי קיימת נקודה . > c b< - כך ש>

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

'

f b f a f c

g b g a g c

−
=

−
. 

 
)תהי : דרבו של בינייםמשפט הערך ה )f xפונקציה גזירה ב -[ ],a b . אזי עבור כל ערךβ שנמצא בין 

( )'f a+ו -( )'f b− קיימת נקודה 
0

a x b≤ )- כך ש≥ )0
'f x β=. 

 
 .אן חזרה על השבוע האחרון של הסמסטר הקודםעד כ

 

f,יהיו : )L'Hôpital(כלל לופיטל : משפט g גזירות בקטע ( ),a b
-נניח ש. 1

( )
( )
'

lim
'x a

f x
l

g x+→
' וכן = 0g ≠ 

)-ב ),a b .ים אחד מהתנאים הבאיםאזי אם מתקי: 

1. ( ) ( )lim 0 lim
x a x a

f x g x
+ +→ →

= = 

2. ( )lim
x a

g x
+→

= ∞ 

אז 
( )
( )

( )
( )
'

lim lim
'x a x a

f x f x
l

g x g x+ +→ →
= =. 

∞−l נטען שמספיק להראות שאם :הוכחה ≤ < l אז לכל ∞ q< קיים 
1

a c b< - כך ש>
( )
( )

f x
q

g x
 לכל >

1
a x c< ∞−l ואם > < ≤ p אז לכל ∞ l< קיים 

2
a c b< - כך ש>

( )
( )

f x
p

g x
 לכל >

2
a x c< <. 

 : אפשרויות3יש ? מדוע זה מספיק

                                                 
aכלומר . קטע כאן הוא במובן הרחב 1 b−∞ ≤ < ≤ ∞. 



- l∈0 יהי . סופי� ε< . ויהיוl p l q lε ε− = < < = } יהי .+ }1 2
min ,a c c= . אזי לכלa x c< < 

מתקיים 
( )
( )

f x
l l

g x
ε ε− < < כלומר . +

( )
( )

lim
x a

f x
l

g x+→
=. 

- l = - כך שc קיים �∋qאזי בהינתן . ∞−
( )
( )

f x
q

g x
a לכל > x c< כלומר . >

( )
( )

lim
x a

f x

g x+→
= −∞. 

- l = - כך שc קיים �∋pאזי בהינתן . ∞
( )
( )

f x
p

g x
a לכל > x c< כלומר . >

( )
( )

lim
x a

f x

g x+→
= ∞. 

-ברור ששני המקרים סימטריים אז נוכיח רק עבור המקרה ש. לכן נותר לנו להוכיח את האמור לעיל
l−∞ ≤ < ∞. 
sgn-נטען ש, ראשית 'gלפי משפט דרבו הנגזרת הייתה מתאפסת בנקודה כלשהי וזה , אחרת.  קבוע

'-כ ש"נניח בה, לכן. בניגוד להנחה 0g <. 

sgnנטען שניתן להניח כי , שנית gקבוע ב -( ),a b . הנחנו כי' 0g  יורדת ולכן מתאפסת לכל gכלומר , >

0כ כי "נניח בה.  שומרת סימןg ואז bנקטין את , במידת הצורך, לכן. היותר פעם אחת g<. 

lבהינתן  q< נבחר l r q< -נתון ש. >
( )
( )
'

lim
'x a

f x
l

g x+→
aלכן קיים . = c b< - כך ש>

( )
( )
'

'

f x
r

g x
 לכל >

a x c< aלכל . > s t c b< < ≤ a לפי משפט קושי קיים > s u t c<< < < - כך ש≥
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

'

f t f s f u

g t g s g u

−
=

−
 .

לכן 
( ) ( )
( ) ( )

f t f s
r

g t g s

−
<

−
*. 

)-נתון ש. a- לs ונשאיף את tאז נקבע את ) 1(אם מתקיים תנאי  ) ( )lim 0 lim
x a x a

f x g x
+ +→ →

=  ולכן לפי =

ולות אריתמטיקה של גב
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

lim
s a

f t f s f t
r q

g t g s g t+→

−
= ≤ <

−
aאבל .  t c<  .אז קיבלנו את מה שצריך. >

'נזכור שנחנו כי ) 2(אם מתקיים תנאי  0g 0- ו> g< . לכן( )lim
x a

g x
+→

= lבהינתן . ∞ q< יהי l r q< < .

aאזי כמו קודם קיים  c b< - כך ש>
( )
( )
'

'

f x
r

g x
a לכל > x c<  g-מאחר ש(*). -נתבונן ב, כמו קודם. >

יורדת וחיובית מתקיים 
( ) ( )

( )
( )
( )

0 1 1
g s g t g t

g s g s

−
< = −  :בביטוי זה ונקבל(*) ל לכפול את לכן נוכ. >

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

1

f t f s g s g t g s g t
r

g t g s g s g s

f s f t g t
r

g s g s

f s f t g t f t
r r

g s g s g s g s

− − −
⋅ < ⋅

−

 −
< ⋅ −  

 

 
< + ⋅ − < +  

 

 

 נקבל a- לs ונשאיף את tכעת אם נקבע את 
( )
( )

lim
s a

f s
r q

g s+→
≤ < .☺ 

 
 :דוגמאות
כעת בעזרת כלל לופיטל ניתן .  יותר מסובכותבסמסטר הקודם פתרנו את הבעיה הזאת בשיטות .1

: לטפל בה בקלות רבה
'

0 0

sin cos
lim lim 1

1

L Hopistal continuity

x x

x x

x→ →
= = 

2. 
20 0 0

cos 1 sin cos 1
lim lim lim

2 2 2x x x

x x x

xx→ → →

− − −
= = = − 



3. 
0 0 0

2
lim lim lim 2

1 cos sin cos

x x x x x x

x x x

e e e e e e

x x x

− −

→ → →

+ − − +
= = =

−
 

קל לחשב באופן ישיר כי . זאת היא דווקא אנטי דוגמה .4

2

0

1
sin

lim 0
sinx

x
x

x→
אבל אם היינו מנסים . =

: טל היינו נתקלים בבעיהלהתשמה בכלל לופי

2
2

0 0

11 2 sinsin

lim lim
sinx x

x xx xx

x→ →

+

=
2

1 1
cos

x x
⋅ −

cos x

 
  
  .

 ...למונה בביטוי הזה אין גבול
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 :הסבר להוכחה מהשיעור הקודם ותיקון

 -אנחנו רוצים להגיד משהו על גבול של מנה של פונקציות 
( )
( )

lim
x a

f x

g x+→
 כאשר יודעים את 

( )
( )
'

lim
'x a

f x

g x+→
 .

ם כלל לופיטל אומר שא. היינו רוצים לומר שהם שווים אבלזה לא מתקיים תמיד
( )
( )
'

lim
'x a

f x
l

g x+→
=) l כאן 

): ומתקיים אחד מהבאים) במובן הרחב ) ( )lim 0 lim
x a x a

f x g x
+ +→ →

= ) או = )lim
x a

g x
+→

=  אזי ∞

( )
( )

( )
( )

'
lim lim

'x a x a

f x f x
l

g x g x+ +→ →
= =. 

)מה זה אומר  )lim
x a

h x l
+→

lאם ? = ∈ℝ סופי ההגדרה היא ( )0  0  a x a h x lε δ δ ε∃ > ∃ > < < + ⇒ − < .

aניתן לסמן , הראשון. בהגדרה הזאת אפשר לעשות שני שינויים cδ+ ), והשני. = )h x l ε−  פירושו >

( )l h x lε ε− < < p, ואלה הם l אבל ניתן לדון בקטע לא סימטרי סביב + qמההוכחה . 

l-במקרה ש, למשל, ככה = ):  מתקבל הניסוח הבא∞− )    q c a a x c h x q∀ ∈ ∃ > < < ⇒ <ℝ. 

)בהוכחה שלנו  ) ( )
( )

f x
h x

g x
=. 

)כעת נוסיף תיקון קל להוכחה של המקרה השני שבו  )lim
x a

g x
+→

= 'הנחנו . ∞ 0g 0- ו> g< . יהי

l r q< -בגלל ש. >
( )
( )
'

lim
'x a

f x
l

g x+→
) a אז קיימת סביבה ימנית של = ),a c שבה 

( )
( )
'

'

f x
r

g x
נבחר . >

a s t c< < )לפי משפט קושי קיים . > ),u s t∈כך ש -
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
'

'

f t f s f u
r

g t g s g u

−
= <

−
כעת נפכיל את שני . 

-האגפים ב
( ) ( )

( )
0 1

g s g t

g s

−
<   ונקבל>

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )
( )

( )
( )

f t f s g s g t g s g t
r

g t g s g s g s

f s f t
r

g s

f s f t
r

g s g s

− − −
⋅ < ⋅

−

−
<

⇒ < +

 

-בשיעור הקודם כתבנו שמכאן נובע ש
( )
( )

lim
s a

f s
r

g s+→
 הנימוק הנכון הוא .אבל זה נכון רק אם הגבול קיים ≥

-מאחר ש: זה
( )
( )

lim 0
s a

f t

g s+→
a ניתן לבחור = c< אשר מבטיח 

( )
( )

0
2

f t q r

g s

−
< a לכל > s c< לכן . >

יתקיים 
( )
( ) 2

f s q r
r q

g s

−
< +  .עכשיו ההוכחה בסדר. >

 
 :דוגמאות

)יהיו  .1 ) ( ) [ ],p x q x x∈ℝאז בעזרת כלל לופיטל אפשר לחשב את .  פונקתיות פולינומיאליות

( )
( )

lim
x

p x

q x→∞
. 



2. 
2

1

0
lim

x

x

e

x

−

→
"זה מקרה שקוראים לו . 

0

0
אפשר לעשות פה לופיטל אבל אז נקבל שצריך לחשב ". 

את 
( )

2

1

20 2

2
lim x

x

x
e

x

−

→

 − −
 
 

אבל נשים לב שמתקיים .  שזה אפילו יותר מסובך מהבעיה המקורית

2

2

1

1

1
x

x

e x

x
e

−

" ועכשיו אנחנו במקרה =
∞
∞

אז . וגם כאן נתו להשתמש בלופיטל" 

( )

( )

( )2 2 2 2

2
2

2

1 1 2 1 10 0 0 0

2
2

11

1 1
lim lim lim lim 0

22
2

x x x x

x x x x

x xx x

xx
e e e x e

x

→ → → →

−
= = − ⋅ = ⋅ =

−
⋅ ⋅ −

. 

-די ברור באופן אינטואיבטיבי ש .3
2

lim 1
1x

x

x→∞
=

+
אבל היינו מנסים להשתמש בכלל לופיטל כדי . 

-להוכיח את זה היינו קבלים ש
2

2

1
lim lim

1x x

x x

x x→∞ →∞

+
=

+
 שזה נכון אבל זה לא נותן לנו 

 ...כלום

4. 
0

lim ln
x

x x
→

0"כאן יש מקרה .  ניתן לרשום ". ∞⋅
ln

ln
1

x
x x

x

 ועכשיו אפשר להשתמש בכלל =

)אז נקבל . לופיטל )
0 0 0 0

2

1

ln
lim ln lim lim lim 0

1 1x x x x

x xx x x

x x

→ → → →
= = = − =

−
. 

5. ( )
1

sin

0
lim 1 x

x
x

→
)-באופן אינטואיטיבי היינו מצפים ש. + )

1

sin

0
lim 1 x

x
x e

→
+ 0x שהרי עבור = ≈ 

sinמתקיים  x x≈וידוע ש -( )
1

0
lim 1 x

x
x e

→
+ =. 

אז במקום לחשב את . lnהטריק הוא לא להסתכל על הביטוי אלא להוציא " ∞1"במקרה 

( )
1

sin

0
lim 1 x

x
x

→
) נחשב את + ) ( )1

sin

0 0

ln 1
lim ln 1 lim

sin
x

x x

x
x

x→ →

+ + =  
כעת נוכל להשתמש בכלל לפויטל . 

ונקבל 
( )

0 0

1
ln 1 1lim lim 1

sin cosx x

x x

x x→ →

+ += ) lnכעת בגלל רציפות הפונקציה . = )
1

sin

0
lim 1 x

x
x e

→
+ =. 

 
 
 
 

 קירובים פולינומיאליים
 

)נניח שיש לנו פונקציה . ראשית קצת אינטואיציה )f xשאנחנו יודעים את ערכה ב -aים  ואנחנו רוצ

x רציפה אז אם f אם .a-לחשב את הערך שלה בנקודה שקרובה ל a≈ אז ( ) ( )f x f a≈ .למשל ,

1.1 1≈. 
 נוכל aנוכל להעביר משיק לפונקציה בנקודה אז אם . פונקציות לינאריות הן פונקציות שקל לעבוד איתן

) אם :aלומר שערכי הפונקציה קרובים לערכי המשיק בקרבת  )f x גזירה 

) אז a-ב ) ( ) ( ) ( )( )'f x l x f a f a x a≈ = + ? שראבל למה להסתפק בי. −

 ...או פולינום מהמעלה השלישית, אולי  נוכל למצוא פרבולה



)מה מייחד את המשיק מכל הישרים שעוברים דרך הנקודה . נחזור רגע למקרה הלינארי )( ),a f a ?

)משוואת ישר שעובר דרך הנקודה הזו היא , באופן כללי ) ( )y f a n x a= + − 

 מן הסתם מתקיים nלכל שיפוע .  הוא השיפועnכאשר 

( ) ( ) ( )( )( )lim 0
x a

f x f a n x a
→

− + −  :אבל רק עבור המשיק מתקיים. =

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )
'

lim lim ' 0
x a x a

f x f a f a x a f x f a
f a

x a x a→ →

− + − − 
= − = 

− − 
 .

השאיפה היא כל כך חזקה שאפילו אם מחלקים את הביטוי בביטוי אחר אשר שואף לאפס עדיין הגבול 
היינו יכולים להגדיר את , בלשון זו.  קרוב לפונקציה מכל הישרים האחריםהכי אז המשיק .הוא אפס

הנגזרת כשיפוע של הישר שמקיים 
( ) ( ) ( )( )( )

lim 0
x a

f x f a n x a

x a→

− + −
=

−
. 

 
) בשביל למצוא את הפרבולה ?למה לנו להסתפק בישר, כאמור )2

p xהכי קרובה ל -( )f x נחפש את 

הפרבולה שמקיימת 
( ) ( )
( )

2

2
lim 0
x a

f x p x

x a→

−
=

−
) ובאופן כללי נחפש פולינום  )n

p x ממעלה n הכי קרוב 

 זהו הפולינום שמקיים –לפונקציה 
( ) ( )
( )

lim 0
n

nx a

f x p x

x a→

−
=

−
. 

 
)יהי  ) 0 1

...
n

n
p x a a x a x= + + ם לב שאם אנחנו יודעים את הערכים של הפולינום ונגזרותיו נשי.  פולינום+

0x-ב  . אפשר לשחזר את הפולינום במלואו=

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

0 1 2 2

2

1 2 2

0 ' 2 3 ...

' 0 '' 2 2 3 ... 1

0 !

n

n

n

n

k

k

p a p x a a x a x na x

p a p x a a x n na x

p k a

−

−

= = + + + +

= = + ⋅ + + −

=

⋮ ⋮
 

0אז לכל  k n≤ ) מתקיים ≥ ) ( )0 !
k

k
p k a=ולכן את הפולינום אפשר להציג באופן הבא : 

( )
( ) ( )

0 0

0

!

kn n
k k

k

k k

p
p x a x x

k= =

= =∑ ∑ 

 

)אם , באופן דומה ) ( ) ( ) ( )2

0 1 2
...

n

n
p x b b x a b x a b x a= + − + − + + ) נקבל − ) ( ) !

k

k
p a k b=. 

 

). a פעמים בנקודה n גזירה fתהי  : הגדרה )
( ) ( ) ( )

0 !

kn
k

n

k

f a
T x x a

k=

=  ינום של טיילורהפול נקרא ∑−

x בחזקות של f של nמסדר  a−. 
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} עד סדר a- מוגדרת וגזירה בfתהי : משפט }0n∈ ∪ℕ . יהי
n

T הפולינום טיילור שלה f מסדר nב -

a . אזי
( ) ( )
( )

lim 0
n

nx a

f x T x

x a→

−
−

−
. 

 :הערותתזכורות ו

)פולינום טיילור הוא  .1 ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )' ...

!

n

n

n

f a
T x f a f a x a x a

n
= + − + + − 

 -נובע ש .2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' '

n

n

n n

n

T a f a

T a f a

T a f a

=

=

=

⋮
 

), למעשה )n
T x הוא הפולינום היחיד מסדר n  . שמקיים תכונה זו≤

0 עבור .3 j n≤ ≤ ( ) ( )j

n
T x הוא הפולינום של טיילור מסדר n j− שך ( ) ( )j

f xב -a. 

)-בהנחה ש .4 )f x גזירה n 1 פעמים מסתתרת ההנחה שהפונקציה מוגדרת ובעלת וגזירהn − 

]פעמים באיזשהו קטע  ],b c המכיל את a . כל קיימות ומוגדרות בכלומר[ ],b c כל  

( ) ( ) ( ) ( )1
' , '' ,...,

n
f x f x f x

) aית בנקודה עצמה -n-מזה קיימת הנגזרת החוץ . − ) ( )n
f a , מה

 .aית קיימת בסביבה של -n-שלא בהכרח אומר שהנגזרת ה
 :הוכחה

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )
1

0 !

!

Q x

kn
k

n

n k

n n

g x

f
f x x a

f x T x f ak

nx a x a

−

=

− −
−

= −
− −

∑
�������

����	

 

צריך להראות שמתקיים 
( ) ( )

( )

( ) ( )
lim

!

n

x a

f x Q x f a

g x n→

−
=. 

 - נובע שfמהרציפות של 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

lim 0

lim ' ' ' ' 0

lim 0

x a

x a

n n n n

x a

f x Q x f a Q a

f x Q x f a Q a

f x Q x f a Q a

→

→

− − − −

→

− = − =

− = − =

− = − =

⋮
 

)כמו כן  ) ( )
( )

( )!

!

n kk n
g x x a

n k

−
= −

−
0אז לכל .  k n≤ ) מתקיים > ) ( )lim 0

k

x a
g x

→
=. 

 :כעת נשתמש בכלל לופיטל

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

1 1 1 1

' '
lim lim ... lim

'

1 1 1
lim lim

! ! !

n n

nx a x a x a

n n n n

n

x a x a

f x Q x f x Q x f x Q x

g x g x g x

f x Q x f x f a
f a

n x a n x a n

− −

−→ → →

− − − −

→ →

− − −
= = = =

− −
= ⋅ = ⋅ = ⋅

− −

 

 ☺. וזה בדיוק מה שרצינו
 



)יהיו : משפט ) ( ),P x Q xשני פולינומים ממעלה קטנה או שווה ל -nכך ש -

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

lim 0 lim
n nx a x a

f x P x f x Q x

x a x a→ →

− −
= =

− −
)אזי *.  ) ( )P x Q x=. 

)יהי : הוכחה ) ( ) ( )R x Q x P x= -נובע ש* -מ, תלפי אריתמטיקה של גבולו. −
( )

( )
0 lim

nx a

R x

x a→
=

−
. 

)-נניח ש ) ( ) ( )0 1
...

n

n
R x b b x a b x a= + − + + 0נשים לב שלכל . − i n≤  מתקיים ≥

( )
( )

lim
ix a

R x

x a→ −
לכן . 

)בפרט  )lim 0
x a

R x
→

)לכן מרציפות . = )R x נקבל 
0

0b לכן . =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1 1
... ...

n n

n n
R x b x a b x a x a b b x a

− = − + + − = − + + −  .אבל כאמור ,
( )

( )
lim 0
x a

R x

x a→
=

−
לכן . 

1
0b ) פעמים ונקבל nנמשיך . = ) 0R x )כלומר . = ) ( )P x Q x= .☺ 

 ! רק אחדיש) כמו אמא(טיילור : מסקנה
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 :הסבר להוכחה של משפט טיילור
1nמדוע בהוכחה השתמשנו בכלל לופיטל רק   ...a פעמים בנקודה nהרי הפונקציה גזירה ?  פעמים−

 פעמים זה אומר שהיא גזירה בסביבה של a n-זה שהפונקציה גזירה ב: מה שקורה זה הדבר הבא, ובכן
a 1n אבל ידוע שהיא כן גזירה . ית כבר לא בטוח שהפונקציה גזירה בסביבה-n-בגזירה ה.  פעמים−

)אז בהוכחה היה לנו בגבול .  עצמהaבנקודה  )f x 1 ושהתמשהו בכלל לופיטלn  פעמים עד שהיה לנו −

)בגבול  ) ( )1n
f x

x-אנחנו לא יכולים להמשיך לגזור משום ש, כעת. − a≠ ,נרצה לגזור בעצם אנחנו אם 

 ... וזה לא בטוח אפשריaנגזיר בסביבה של 
 

] פעמים בקטע n גזירה ברציפות fתהי ): טיילור (משפט ],a x 1 ונניח שקיימת הנגזרת מסדרn + 

)בקטע  ),a x . אם( ) ( ) ( )n n
f x T x R x=  : אזי+

aקיים  .1 c x< )- כך ש> )
( ) ( ) ( ) ( )

1

!

n

n

n

f c
R x x c x a

n

+

= −  )שארית בנוסח קושי (−

aקיים  .2 c x< )- כך ש> )
( ) ( )
( )

( )
1

1

1 !

n

n

n

f c
R x x a

n

+
+

= −
+

 )'שארית בנוסח לגרנז (

כ בקטע פתוח זה לא ממש אמור להפתיע אותנו כי כל " זה שדורשים גזירות בקטע סגור ואח:ערהה
 ...המשפטים בעניין הערך הממוצע מדברים על רציפות בקטע סגור וגזירות בקטע פתוח

) בקטע t כקבוע ועל הביטוי הבא כפונקציה של xנתבונן על : הוכחה ),a x: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )' ...

!

n

nf t
f x f t f t x t x t S t

n
= + − + + − + 

)-נשים לב ש ) ( )n
S a R x= . אם נציבa נקבל ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )' ...
!

n

n

n

f a
f a f a x a x a T x

n
+ − + + − כמו . =

), כן ) 0S x =. 

 : ונקבלtכעת נגזור את שני האגפים לפי 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1

1 1

'''
0 ' 1 ' '' 1 '' ...

2!

1 ... 1 '
1 ! ! 1 ! !

k k n n

k k n n

f t
f t f t f t x t x t f t x t

x t x t x t x t
f t f t f t f t S t

k k n n

− −

+ +

= + − + − + − − + − + +

− − − −
+ − + + + − + +

− −

 

)כל המחוברים שבהתחלה מצטמצמים וניוותר עם השוויון  ) ( ) ( ) ( )1
'

!

n

n x t
S t f t

n

+ −
= −. 

] פונקציה מוגדרת ורציפה בקטע gתהי  ],a x ,גזירה ב-( ),a x ש כך-( )' 0g t a לכל ≠ t x< נשים לב . >

]- אמנם רציפה בS:  עומדות בתנאי משפט הערך הממוצע בנוסח קושיg- וS-ש ],a xוגזירה ב -( ),a x ,

לכן נוכל להפעיל את משפט הערך הממוצע .  לפולינוםf היא הפרש בין S- מקיימת זאת וfשהרי 

aולקבל שקיימת  c x< - כך ש>
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

'

'

S x S a S c

g x g a g c

−
=

−
)-נזכור ש.  ) 0S x )- בcנציב , = )'S tונקבל : 

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

1

! '

nn

n

f c x c
R x g x g a

n g c

+ −
= − 

 . שונות ונקבל את השאריות בנוסחים השוניםgכעת נבחר 

)נבחר  .1 )g t t= ונקבל ( )' 1g t ) אז .= )
( ) ( )( ) ( )

1

!

nn

n

f c x c
R x x a

n

+ −
= −. 

)נבחר  .2 ) ( ) 1n
g t x t

+
= )אז . − ) ( ) ( ) ( )' 1 1

n
g t n x t= + −  נציב ונקבל. −



( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )

( ) ( )( )
( )

11 11

1 !! 1 1

n nn nn

n n

f c x c x a f c x a
R x

nn n x c

++ ++− − − −
= =

+− + −
 

 ☺. קיבלנו את שתי השאריות
 

)אם נבחר .  קיצוניות למדיgנשים לב שאת המשפט קיבלנו מבחירת פונקציות  ) ( ) p
g t x t=  עבור −

1 p≤נקבל גרסה נוספת של השארית  .( ) ( ) ( )1
' 1

p
g t p x t

−
= −   ואז−

( )
( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) 11 1

1
!! 1

n p n pn n
p

n p

f c x c f c x a x c
R x x a

n pn x c p

− ++ +

−

− − −
= − − =

− −
 

aאם . בספרות מציגים את השאריות בצורה קצת שונה: הערה נוספת x c<  באופן c ניתן להציג את >

( )c a x aθ= + 0 כאשר − 1θ<  -אז נקבל ש. >

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1x c x a x a x a x a x aθ θ θ− = − + − = − − − = − − 

 :כעת נציב את זה בנוסחה של השארית ונקבל

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )

1
1

1 11

!

1

!

n
n pp

n

n n pn

f a x a
R x x a x a a

pn

f a x a x a

pn

θ
θ

θ θ

+
− +

+ − ++

+ −
= − − − =  

+ − − −
=

 

)אם  . ינטגרלים גם נבין יותר את מה שכתוב פהכאשר נלמד א. נעיר משהו לגבי המשך החומר )1n
f

+ 

]אינטגרבילית בקטע  ],a x אז ( ) ( ) ( )'

x

a

S x S a S t dt− = ) ואז ∫ )
( ) ( )( )1

!

nnx

n

a

f t x t
R x dt

n

+ −
= ∫. 

 
 :הדוגמ

) לפונקציה לצורך כל נחשב פיתוח טיילור. 1.1-נמצע קירוב ל )f x x= 1 סביב הנקודהa ברור . =

1.1-ש לפי .  אבל האמירה הזו חסרת משמעות אם אנחנו לא אומרים מה סדר הגודל של השגיאה≈1
)- כך שcמשפט הערך הממוצע קיימת נקודה  ) ( ) ( )( )'f x f a f c x a− =  לכן −

( ) ( ) ( )( )'f x f a f c x a= + m'י " עf'כעת אם נוכל לחסום את . − f M≤ ≤ 

)-ב ),a x אז ( )'m f c M≤ :  וזה מאפשר לנו לתת הערכה לשגיאה≥

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a m x a f x f a M x a+ − ≤ ≤ + −. 

)-לכן במקרה שלנו משום ש ) 1
'

2
x

x
) נקבל = )1

1.1 1 1.1 1
2 c

− = − 

1כאשר  1.1c< אבל לצורך כך . אז עקרונית נוכל להציב בנוסחה את הגבולות ולהעריך את השגיאה. >

1.1c וכאשר cיש לחשב את  1-נשים לב ש.  אנחנו לא יודעים את התוצאה= 1.1 1.21c< <  ואת זה >

1אז . אנחנו דווקא יכולים לחשב 1.21 1.1c< < לכן . =
1 1 1

2.2 22 c
<  :  ומכאן נקבל הערכה>

1 1 1 1
1 1 0.1 1.1 1 0.1 1

22 2.2 2 20
+ = + ⋅ < < + ⋅ = + 

 ...אבל לפחות הערכנו את השגיאה. ו רוציםזה כבר תלוי במה שאנחנ? האם זו הערכה טובה
 

 :דוגמה
sin-נמצא קירוב ל . אבל אנחנו יודעים לעבוד רק אם רדיאנים, הפונקציה רשומה במעלות, ראשית. 36°

: אז נבצע את ההמרה
30

36 30 6 30
5 6 30

π π°
° = ° + ° = ° + = -אז בעצם אנחנו מחפשים קירוב ל. +

sin
6 30

π π + 
 

)באופן טבעי נחפש פולינום טיילור של הפונקציה .  ) sinf x x= בנקודה 
6

a
π

=. 

)נזכור שמתקיים  ) ( ) ( )' cos , '' sin , ''' cosf x x f x x f x x= = − =   ואז−



( ) ( )
( )

21
2

sin
1 3 6

...
2 2 6 2! 6 ! 6

n
n

n
T x x x x

n

π
π π π−

 
       = + − + − + + −     

     
 

)השארית היא . 'נשתמש בשארית בנוסח לגרנז )
( ) ( )
( )

1 1
sin

1 ! 6

n n

n

c
R x x

n

π+ +
 = − +  

)ובן כמ.  ) ( )1
sin 1

n
c

+ ≤ 

)ולכן  )
( )

1

6

1 !

n

n

x

R x
n

π +

−
≤

+
 ואז 

( ) ( )

1 1
4

30 30

6 30 1 ! 1 !

n n

n
R

n n

π
π π

+ +
   
        + ≤ <  + + 

. 

2nאז מספיק לבחור . −310נניח שאנחנו רוצים שהשגיאה לא תעלה על   כי אז =

3
4

130

3! 1000

 
 
  אז . >

 : ונקבל2לינום טיילור מדרגה נחשב לפי פו
2

1 3 1
sin 36

2 2 30 4 30

π π ° ≈ + ⋅ − ⋅ 
 

 

 .−310והשגיאה אינה עולה על 
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