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)הוכח שהקבוצה  .1 ) { }2 : 2 : ,a b a b= + ∈� עם אותן פעולות כמו בממשיים , �

 .מהווה שדה, �
 

 . איברים4בנה שדה עם  .2

 
)האם הקבוצה  .3 ){ }2

: , : ,a b a b= ∈�  רכיב -עם פעולות החיבור והכפל רכיב, �

)כלומר ( )( ) ( ), , : ,a b c d ac bd= ,מהווה שדה , )ל גם עבור החיבור"וכנ? 

 
: מואבר-הוכח את נוסחת דה .4

, , (cos sin ) cos sin
n

n N i n i nα α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +�. 

 
2) א:  את הקבוצות הבאות�-תאר גאומטרית  ב .5 1z − ≤                                                        .                              

1)                                                           ב 1z z+ = −. 

 
4)א: פתור את המשוואות הבאות מעל המרוכבים. 6     

1 0z − =. 
2) ב                                                          

1 0z z+ + =. 
 
 
 



 )1( אלגברה ליניארית – 1פתרון תרגיל 
 

 

 ,   אקסיומות כמו קומוטטיביות. בדיקת רב אקסיומות השדה היא כמעט מיידית .1

)-נובעות מכך ש     ואסוציטיביות )2 ⊂�   ובתוך הממשיים אנו יודעים �

 .ת אלה מתקיימות     שתכונו
 :התכונות שעלינו לבדוק אם כן הן

 .איבר ניטרלי ונגדי, סגירות: עבור החיבור
 .איבר ניטרלי והופכי, סגירות: עבור הכפל

 .חוק הפילוג שוב נובע מהיות הממשיים שדה

)-סגירות לחיבור נובעת מכך ש ) ( ) ( ) ( )2 2 2a b c d a c b d+ + + = + + +. 

 .ושהרציונלים סגורים לחיבור

)-פל נובעת מכך שסגירות לכ )( ) ( ) ( )2 2 2 2a b c d ac bd ad bc+ + = + + +. 

 .ושהרציונלים סגורים לחיבור וכפל

0האיבר הניטרלי לחיבור הוא  0 0 2=  ניטרלי לחיבור רק צריך לכתוב 0-ברור ש. (+
 ).אותו כך שיהיה ברור שהוא שייך לקבוצה

1האיבר הניטרלי לכפל הוא  1 0 2= +. 

2aעבור איבר  b+ הנגדי לו יהיה ( ) ( ) 2a b− + קל לראות מהגדרת החיבור . −

 .למעלה שזה באמת הנגדי

2אם : נותר לנו אם כן לבדוק את קיום ההופכי 0a b+ ≠ ⇐ 0a 0b או ≠  ואז, ≠

2 2 2 2

1 1 2
2

2 22 2 2

a b a b

a b a ba b a b a b

−
= = −

− −+ + −
 

 .מכאן קל לראות שההופכי שייך לקבוצה שלנו

2נותר רק להסביר למה לא יתכן  2
2 0a b−  הוא 2-אחרת היינו מקבלים ש. =

 .רציונלי
 
} לכן נבחר קבוצה ,0,1כל שדה חייב להכיל לפחות שני אברים  .2 }0,1, ,a b בת 

י בניית לוחות כפל "את זה נעשה ע. ארבעה איברים וננסה להפוך אותה לשדה
 .וחיבור מתאימות

xנשים לב שבשדה לא יתכן  y x z+ = y עבור + z≠ בגלל יחידות הפתרון למשוואה 

ל "כנ. חיבור בכל שורה יכול להופיע כל איבר לכל היותר פעם אחתלכן בלוח ה. בשדה
 .גם בכפל

 :נתחיל מבניית לוח הכפל
. ידוע מתכונות השדה שאפס כפול כל דבר זה אפס ובנוסף שאחד הוא הניטרלי לכפל

,נותר לנו אם כן לחשב  ,aa ab bb. 

1ab-האפשרות היחידה  ל ab  כי אם = a= 1 אזיb ובאותו אופן ( וזאת סתירה =
 ).אפשר לסתור את כל האפשרויות האחרות

1abאם  aa, אזי קל לראות שבהכרח = b bb a=  . וגמרנו אם טבלת הכפל=



0 1

0 0 0 0 0

1 0 1

0 1

0 1

a b

a b

a a b

b b a

•

  

 
 .כעת נותר  לנו רק לחשב את החיבור

1aמכיוון שלא יתכן  a+ 1 או = 1a + אם .  יש רק שתי אפשרויות להגדרת חיבור זה=
1 0a + 1b אז בהכרח  = a+ 1כי למשל אם  (= 0b + bנקבל  = a=מיחידות הנגדי ל -

1אבל אז נקבל כי .). וכן הלאה אפשר גם לסתור את האפשרויות האחרות, 1 1 b+ = 
, ואז) כי בשורת החיבור של אחד כבר יש את כל שאר האיברים(

( ) ( )0 1 1 1 1 1 2a b b b b b= + = + + = + + = + 0b- ומכיוון ש=  0=2 אז בהכרח ≠

⇐( )1 1 0+  .וזאת סתירה. =

1aלכן בהכרח  b+  נקבל b- וa ובאותו אופן בגלל סימטריה בתפקידים של =
1b a+ = ⇐ 1 1 0+  . ומכאן כבר נקבעת לנו הטבלה=

0 1

0 0 1

1 1 0

0 1

1 0

a b

a b

b a

a a b

b b a

+

 

 
בשביל להוכיח שהמבנה שנתנו הוא שדה עלינו עוד להראות תכונות שאינן ברורות 

 )?האם זה הכל(כמו למשל אסוציטיביות וחוק הפילוג . מהטבלאות
 
) כי מהגדרת החיבור ברור .3 אבל אז ניקח שני .  אמור להיות הניטרלי לחיבור0,0(

)אברים שונים ממנו  ) ( )1,0 ,  וכאשר נכפול אותם לפי הגדרת הכפל נקבל את 0,1

 .בסתירה לכך שלא יתכן שני איברים שונים באפס בשדה שיתנו אפס. איבר האפס
 

 .nבאינדוקציה על  .4
 

1nעבור   .בשני אגפי השיויון כתוב אותו הדבר: =
1n ונוכיח עבור nנניח עבור  +: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

cos sin cos sin cos sin cos sin cos sin
n n

i i i n i n iα α α α α α α α α α
+

+ = + + = + +

 כעת נפתח סוגרים ונקבל. מהנחת האינדוקציה

( ) ( )cos cos sin sin cos sin sin cosn n i n nα α α α α α α α− +  ומזהויות +

):טריגונומטריות נקבל ) ( ) ( ) ( )cos sin cos 1 sin 1n i n n i nα α α α α α+ + + = + + + 

 .וזה מה שרצינו
 



zנסמן ) א .5 x iy= +, ( )2 2z x iy− = − + ⇐ ( )
2 2 2

2 2z x y− = −  ואז מנוסחת +

) שמרכזו 1 המעגל נקבל שהצורה הגאומטרית הזאת היא מעגל ברדיוס )2,0 

zנסמן )ב x iy= ) ואז + ) ( )
2 2 2 22 2

1 1 1 1 4 0z z x y x y x+ = − ⇔ + + = − + ⇔ = 

0xכלומר השיוויון נכון רק כאשר  גאומטרית זהו בדיוק הציר האנכי במערכת . =
 .הצירים

 

)) א .6 )( ) ( ) ( )( )4 2 2 2
1 1 1 1 1 1z z z z z z− = − + = + − ופלים מכפלה של שלושה כ. +

 :כלומר הפתרונות של המשוואה הם. ם אחד מהם הוא אפס"נותנת אפס אם
2

1, 1, 1z z z= = − = 2נותר אם כן לחשב את הפתרונות של המשוואה . −
1z = − 

 .±iוהפתרונות למשוואה הזאת הם 
 משוואה ריבועית נקבל שהפתרונות י שימוש בנוסחא הידועה לפתרונות של"ע)ב

 .למשוואה הם

 
1,2

1 1 4 1 3

2 2

i
z

− ± − − ±
= :   כלומר נקבל שהפתרונות הם=

1 2

1 3 1 3
,

2 2 2 2
z i z i= + = −. 
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  1 -אלגברה ליניארית  
 3תרגיל 

 
מצאו את קבוצת הפתרונות , ) בנפרד(לכל אחת מהן .  לפניכם שתי מערכות של משוואות .1

  .Z3השדה   וכן את קבוצת הפתרונות מעל , Qמעל השדה  
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2. F  שדה סופי ובו  n שונים(  איברים.( 

  .p≤nוכן שמתקיים  ,   ראשוניp  מציין סופי  F -של, הוכחו .א
 x1 , x2 , x3 , … , xn:   י"נסמן את איברי השדה ע .ב

 X:=  x1 + x2 + x3 + … + xn  :   ונגדיר

Y:= (x1+1)+(x2+1)+(x3+1)+…+(xn+1)  

 .F הוא איבר היחידה בשדה  1 -כאשר  ה
 ).n=0בכתיבה אחרת  או   (n*1 = 0והסיקו  ש   ,  X=Y : הוכחו כי

  .n  מחלק את גודל השדה  pהשתמשו בחלוקה עם שארית בכדי להוכיח שהמציין   .ג

 
 

 .  שדותF,Gיהיו  .3

:העתקה  F Gϕ  : תקרא הומומורפיזם אם היא מקיימת→
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
a b a b

ab a b

ϕ + = ϕ +ϕ

ϕ = ϕ +ϕ
   

,a b F∀ ∈ 

0ϕ     הוכחו שאם  aכלומר יש  , ≠ F∈כך ש  :( ) 0aϕ  :אז מתקיים , ≠

).      א )0 0F G
ϕ = 

).      ב )1 1F G
ϕ = 

).      ג ) 0 0G F
a aϕ = ⇔ = 

-נסמן ב.      ד
F

pת המציין של   אFוב   -
G

p את המציין של G. 

:          הוכחו
F G

p p=)  0הפרדו למקרים
F

p = ,0
F

p ≠( 

:האם קיים הומומורפיזם .      ה
p qZ Zϕ → ,0ϕ p,כאשר . ≠ qראשוניים  ו - p q≠? 

 
 
 .הוכיחו כי היחידות של איבר האפס בשדה נובעת משאר תכונות השדה .4

 

 .הוכיחו כי היחידות של איבר היחידה בשדה נובעת משאר תכונות השדה .5

 
  ראשוניpיהי :   שאלת בונוס .6

)חשבו   .א )1 !p -   ב−
pZ. 

הוכיחו  .ב
p

a a=  לכל   
p

a Z∈.  



  1 -אלגברה ליניארית  
 3  תרגיל -  פתרון

 
      :     רגיל לפי חוקי פתרון משוואות , Qפתרון מעל השדה   .1
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 Q -את הפתרון ב" להתאים"אפשר , ניתן לפתור בדרכים רבות , Z3השדה   פתרון מעל
  .Z3לפתרון בשדה 
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  :Qפתרון מעל השדה  
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 : Z3השדה   פתרון מעל

solutionNoxx
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 n*1 , … ,1*3 ,1*2 ,1*1  : נתבונן באיברים בשדה.  א .2

אזי או שאחד האיברים הללו הוא , ז"  איברים שונים זמnכיוון שיש בשדה רק  
ן האיברים הללו או שיש לפחות שניים מבי .  nואז המציין סופי וקטן שווה  , האפס

וגם במקרה זה   , 1=0*(i-j)   אז  i>j  , i*1 =j*1נניח  .  ששוים כאיברים בשדה
  .n  - קטנים מj וגם iכי גם   (n -נקבל מציין סופי שקטן מ

 

 kכאשר  , p=k*t:    אינו ראשוני אזי ניתן לכתוב אותו כךpנניח בשלילה שהמציין  
 ,t , שלמים קטנים ממש מ-  p . 0 :נקבלואז=P*1=(k*t)*1=(k*1)(t*1) ומכך   

  .pוזו סתירה למינימליות של המציין   , l*1=0  או  k*1=0נובע  
  
  .Y:= (x1+1)+(x2+1)+(x3+1)+…+(xn+1).  ב 

  .(xj+1)  - שונה מ (xi+1)ולכן גם   , xj -שונה מ j,   xi  שונה מ iנתון שלכל       
,                                                                                                                                                                                                                        נמצאים כל איברי השדהY  -ולכן ב, ז "ם זמ מחוברים שוני Y , n  -     לכן ב
  .Y=Xכלומר 

 :     עתה נכתוב את השיוויון הבא
X=Y=(x1+1)+(x2+1)+…+(xn+1)=x1+x2+x3+…+xn+1+1+1+…+1=X+n*1 

  .n*1=0ולכן נובע  
  .p - קטן ממש מrכאשר  ,  n=p*q+r:   בצורה הבאה nנכתוב את  .  ג

0=n*1=(p*q+r)*1=(p*1)(q*1)+r*1=0(q*1)+r*1=r*1 

 או   n=p*qואז נקבל  .  r=0  נובע  p  -  קטן מr  -ומכך ש, מליות המציין    ממיני
 .n  מחלק את גודל השדה p,  במילים אחרות



 

aנבחר . א.  3 F∈ ונחשב ( ) ( ) ( ) ( )0 0
F F

a a aϕ ϕ ϕ ϕ+ = +   ולכ� א�     =

)�        נחבר לשני האגפי� את הנגדי ל )aϕב � G נקבל ( )0 0
F G

ϕ =. 

aנבחר .     ב F∈כ� ש � ( ) 0aϕ  כעת נחשב . יש כזה מהנתו�. ≠

        ( ) ( ) ( ) ( )1 1
F F

a a aϕ ϕ ϕ ϕ=   ולכ� א� נכפול את שני האגפי�    =

)        בהפכי של  )aϕ) ב) �0יש כזה כי הוא שונה מ�G נקבל ( ) ( )1 1
F G

ϕ =. 

0aא� .     ג )אנו מקבלי� '  אז מסעי� א= ) 0aϕ =. 

)נתו� .         עלינו א� כ� להוכיח את הכיוו� השני ) 0aϕ 0a ונניח בשלילה =   אז ≠

  ואז נקבל�F   יש הופכי בa �       ל

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 0 0

G F G G
aa a a aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −= = = = = 

1      וזאת סתירה כי בשדה  0aולכ� בהכרח . ≠0 =. 

0נניח תחילה .     ד
F

p 1 מהגדרת מציי� נקבל  אזי= 1 0

n

F F F
+ ≠

�����

   לכל�

       n N∈  .  מחישוב נקבל לכלn:  

   ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0

nn n

G G F F F F
ϕ ϕ ϕ

 
 + + = + + = + ≠
 
 

�������������� �����

� �    כאשר זה   �

0ולכ� נקבל . '   שונה מאפס בגלל ג
G

p = . 

0   נניח כעת 
F

p הגדרת מציי� נקבל  מ≠
:1 1 0

:1 1 0

p

F F

l

F F

p

l p

∃ + + =

∀ < + + ≠

�����

�

�����

�

   

 .�G   עלינו להוכיח שאותו דבר מתקיי� ג� ב

   ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0

pp p

G G F F F F
ϕ ϕ ϕ

 
 + + = + = + + =
 
 

������������ �����

� �    כי �

   1 1 0

p

F F
+ + =

�����

�. 

   ( ) ( ):1 1 1 1 1 1 0

ll l

G G F F F F
l p ϕ ϕ ϕ

 
 ∀ < + = + + = + + ≠
 
 

�������������� �����

� �     כי �

   1 1 0

l

F F
+ + ≠

�����

 .'  ואנחנו משתמשי� בג�

נו    אזי הוכח
G F

p p p= =. 

 ,    שאינו הומומורפיז� האפסZq  �  לZp  �לא קיי� הומומורפיז� מ. ה

p  ולפי הנתו� pzq=q  ואילו  pzp=p �     מכיוו�  ש q≠ד � .זה לא יתכ�'   לכ� מסעי

 



 .ולכן הם אותו איבר', 0 = 0+ ' 0 = 0ונקבל  .  '0, 0:  נניח שקיימים שני איבר אפס .4

 

 .ולכן הם אותו איבר', 1 = 1* ' 1 = 1ונקבל  .  '1, 1: נניח שקיימים שני איבר יחידה .5

 
)את   .  א .6 )1 !p -   ב−

pZ ומצאנו שהוא שווה ל, 2 חישבנו בתרגיל מספר- (p-1)*1. 

 .נה מאפסחשוב לנו שהוא שו',     ולסעיף ב

0aא� . ב   אזי מתקיי�  =
p

a a=. 
0a        נניח כעת   . a*1,a*2,a*3,… , a*(p-1):   באיברי� נביט . Zp  �שיי� ל , ≠

ה� שוני�    וכ� שכל שניי� מ,   מתכונות השדה ידוע שכל אחד מהאיברי� הללו שונה מאפס

  ). i-j=0  וזה יגרור a*(i-j)=0  יגרור a*i=a*jאחרת נניח  (

ולכ� הקבוצה  , Zp  �  איברי� שוני� ושוני� מאפס בp-1ל יש  "   לכ� בקבוצת האיברי� הנ

 .   השוני� מאפסZp איברי   מכילה את כל
 :ל"   נכפול את אברי הקבוצה הנ

   ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 1 !a a a p p− =  .ה שטענו קוד� זה ממ�−

)   מצד שני  )( ) ( )( ) ( )1
1 2 1 1 !

p
a a a p a p

−− = −�. 

)   לכ� נקבל  ) ( )1
1 ! 1 !

p
a p p

− − =   והוכחנו בסעי� קוד� −

  ( )1 ! 0p − ונקבל .  לכ� נית� לצמצ�≠
1

1
p p

a a a
− = ⇒  . וסיימנו=
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 מ אםם " הוא תU⊆V -הוכיחו ש. Fו מעל שדה " מVיהי  .1

i. Uאינה קבוצה ריקה . 

ii.  לכלu,w ∈U ולכל a,b ∈F מתקיים au+bw∈U. 

 .Kו מעל " מFהוכיחו ש .  תת שדה⊇ F  K,  שדהF יהי  .2

 n∈N כך שלכל  F {an}n∈ N - היא סדרת איברים בFי מעל שדה 'סדרת פיבונצ .3

 י'נגדיר פעולות חיבור על סדרות פיבונצ. an+2 = an+1 + anמתקיים 

{an}n∈N + {bn}n∈N = {an+bn}n∈N 

 . t ∈F   לכל   t⋅{an}n∈N = {t⋅an}n∈N   וכפל בסקלר

i. י מעל'האם אוסף כל סדרות פיבונצ Qו מעל " הוא מQ ? מעלR? 

ii. י מעל'האם אוסף כל סדרות פיבונצ Rו מעל " הוא מQ ? מעלR? 

י " עם פעולות חיבור וכפל בסקלר הנתונות עL = {(a,b) | a,b ∈R, a = 2b}  גדירנ .4

t⋅(a,b) = (t⋅a,t⋅b) ∀t∈R ,(a,b) + (a’,b’) = (a+a’,b+b’) . 

i.  הוכיחו כיLו מעל " הוא מR. 

ii.  יהי(a,b)∈Lהוכיחו כי כל וקטור אחר .  וקטור שאינו וקטור האפס

(x,y)∈Lכלומר יש ,  הוא כפולה שלוt∈Rש  כך (x,y) = t⋅(a,b).  

 עם פעולות חיבור וכפל בסקלר הנתונות L = {(a,b) | a,b ∈R}האם אוסף הזוגות  .5

ו " הוא מt⋅(a,b) = (t⋅a,t⋅b)  ∀t∈R ,(a,b) + (a’,b’) = (a+a’+1,b+b’+1)י "ע

 ?Rמעל 
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נניח כי מתקיימים , להיפך. 2- ו1מ אזי מתקיימים תנאים " הוא תU ⊆ Vברור שאם  .1

נקבל כי . b=0 - כלשהו וaניקח , u∈Uיהי . מ" תUשני התנאים ונראה כי 

a⋅u=a⋅u+b⋅u∈U . בפרטUעבור  , כמו כן.  סגורה תחת כפל בסקלרu,w∈Uו - 

a=b=1 מתקיים u+w∈U . לכןUמשפט שנלמד בכיתה מראה כי .  סגורה לחיבורU 

 . מהווה תת מרחב

 a∈K -וu∈F  תת שדה ולכן לכל ⊇ F  Kסגירות לכפל בסקלר מתקיימת כיון ש   .2

 . שדהFשאר התכונות נובעות מכך ש . a⋅u∈Fמתקיים כי 

3. i .יהיו . נראה סגירות לחיבור{an}n∈N ו -   {bn}n∈Nי מעל 'צסדרות פיבונQ .אזי 

 an+bn=(an-1+an-2)+(bn-1+bn-2)=(an-1+bn-1)+(an-2+bn-2) .לכן 

 {an}n∈N + {bn}n∈N = {an+bn}n∈N בפרט אוסף סדרות . י'היא סדרת פיבונצ

. Q -ל סגור לכפל בסקלר מ"באופן דומה האוסף הנ.  סגור לחיבורQי מעל 'פיבונצ

הרי שלפי , רי של אוסף כל הסדרותי מוכל במרחב הוקטו'מאחר ואוסף סדרות פיבונצ

 הרי R - לעומת זאת אם נרשה סקלרים מ.ל מהווה מרחב וקטורי" האוסף הנ1שאלה 

 - וa1=a2=1 למשל עבור הסדרה המתחילה ב –שהאוסף לא יהיה סגור לכפל בסקלר 

π∈Rפעולות הכפל תיצור סדרה שאיבריה לא ב - Q .  

ii .י מעל'יבונצבאופן דומה נקבל כי אוסף כל סדרות פ Rו מעל " הוא מQ ומעל R. 

4. i . כמו קודם קל לראות כיLדי 1על פי שאלה .  היא תת קבוצה של מרחב וקטורי 

מההגדרה נקבל כי . L∋ (c,d) ,(a,b)יהיו .  סגורה לחיבור וכפל בסקלרLלהראות כי 

a=2⋅bו - c=2⋅d .  כמו כן(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) ,ו- a+c=2⋅b+2⋅d=2⋅(b+d) .

 מרחב L סגורה לכפל בסקלר ולכן Lבאופן דומה מראים כי .  סגורה לחיבורL לכן

 . וקטורי



ii . יהי(a,b)∈Lויהי ,  וקטור שאינו וקטור האפס(x,y)∈Lיהי .  וקטור כלשהוt=y/b .

 t⋅a=2⋅t⋅b=2⋅y=xמתקיים כי ).  מוגדרt - הרי ש(0,0)≠(a,b) -מאחר ו (t∈Rוודאי 

 .t⋅(a,b) = (x,y)ולכן 

 היתה מרחב וקטורי הרי Lאם . L∋(1,1)למשל נביט בוקטור .  היא לאהתשובה .5

 ומתכונות המרחב הוקטורי היינו מקבלים כי L -שמהגדרות החיבור והכפל ב

 .בסתירה, (3,3)=(1,1)+(1,1)=(1,1)⋅(1+1)=(1,1)⋅2=(2,2)

 



    ))))1111(((( אלגברה ליניארית  אלגברה ליניארית  אלגברה ליניארית  אלגברה ליניארית ––––    5555תרגיל תרגיל תרגיל תרגיל 
    
    

יהיו . F מרחב וקטורי מעל שדה Vיהי  .1
1 2
,W W תתי מרחבי� של V. 

הוכיחו כי  )א
1 2

W W∩ תת מרחב של V. 

}הוכיחו כי  )ב }1 2 1 2 1 1 2 2
: ,W W w w w W w W+ = + ∈  הוא תת מרחב של ∋

V. 

הראו כי  )ג
1 2

W W∪ אינו בהכרח תת מרחב של V. 

הוכיחו כי א�  )ד
1 2

W W∪ הוא תת מרחב אזי 
1 2

W W⊆ או 
2 1

W W⊆. 

 

תהא  .2
4
הא� נית! . 4 קבוצת המספרי� השלמי� ע� החיבור מודולו �

להגדיר את פעולות הכפל באיברי השדה 
2
# כ" ש�

4
 יהיה מרחב �

וקטורי מעל 
2
�? 

 

] נגדיר Fעבור שדה  .3 ]xF להיות קבוצת הפולינומי� במשתנה x מעל 

]כלומר . Fשדה  ] { }1

1 1 0
: ,

n n

n n i
x a x a x a x a n a

−

−= + + + + ∈ ∈� �F F. 

]הגדירו מבנה של מרחב וקטורי על  )א ]xF. 

מעלת (?  מהווה תת מרחבnהא� קבוצת כל הפולינומי� ממעלה  )ב

#0 כ" שmהפולינו� היא החזקה הגבוהה ביותר 
m

a ≠.( 

 ?הא� קבוצת כל הפולינומי� ממעלה זוגית מהווה תת מרחב )ג

? הפולינומי� המתוקני� מהווה תת מרחבהא� קבוצת כל  )ד
פולינו� מתוק! הוא פולינו� שבחזקה הגבוהה ביותר שלו (

 ).1המקד� הוא 
 

3הא� הוקטורי� הבאי� במרחב הוקטורי  .4
 תלויי� ליניארית � מעל �

 ?ל"או בת

)) א ) ( ) ( )1 2 3
1, 1,0 , 1,3, 1 , 5,3, 2α α α= − = − =. 

)) ב ) ( ) ( )1 2 3
1, 2,3 , 4, 1,0 , 0,0,3α α α= = − =. 

 

3 כ" שהוקטורי� הבאי� במרחב הוקטורי Fמצא שדה  .5
F מעל F יהיו 

 .ל"ל כ" שה� יהיו בת"ושדה כנ, תלויי� ליניארית

( ) ( )1 2
2,1,3 , 3, 4, 2α α= =. 

 
.                                                                                      �ו מעל " מVיהא . 6

}הראה שא� . א }1 2 3
, ,v v vל ב" קבוצה בת#V אז ג�  { }1 2 2 3 3 1

, ,v v v v v v+ + +                                             

 .V#ל ב"         קבוצה בת

}הראו כי .      ב } { }1 2 3 1 2 2 3 3 1
, , , ,span v v v span v v v v v v= + + +. 
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�ו אזי בשביל להוכיח ש" מVא� ) א .1
1 2

W W∩עלינו להראות ,  תת מרחב

סגירות לחיבור וסגירות לכפל , שהקבוצה לא ריקה, שלושה דברי�
 .ל"נראה את שלושת הדברי� הנ. בסקלר

: לא ריקה
1

0 W∈ל " כי תת מרחב וכנ
2

0 W∈ ⇐ 
1 2

0 W W∈ ∩. 

יהיו : סגירות לחיבור
1 2

,v w W W∈  אזי ∩
1

,v w W∈ וג� 
2

,v w W∈ .מכיוו� ש�
1

W 

תת מרחב אזי מתקיימת סגירות לחיבור 
1

v w W+ ל " וכנ∋
2

v w W+  ולכ� ∋

1 2
v w W W+ ∈ ∩. 

יהי : סגירות לכפל בסקלר
1 2

v W W∈ ∩ ,a∈F . נקבל
1

v W∈ ולכ� 
1

av W∈ כי 

ל לגבי "וכנ, תת מרחב
2

av W∈ ⇐ 
1 2

av W W∈ ∩. 

 . מרחב�הראנו א� כ� חיתו# של תתי מרחבי� הוא תת
 .עלינו להוכיח שלושה דברי�' א�כמו ב) ב

: לא ריקה
1

0 W∈ וג� 
2

0 W∈ ⇐ 
1 2

0 0 0 W W= + ∈ +. 

יהיו : סגירות לחיבור
1 2

,v w W W∈  קיימי� ⇐ +
1 1 1
,v w W∈ו �

2 2 2
,v w W∈כ# ש � 

1 2 1 2
,v v v w w w= + = נבדוק הא� . +

1 2
v w W W+ ∈ +. 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2
v w v v w w v w v w+ = + + + = + + � ומכיוו� ש+

1 2
,W W תתי מרחב 

נקבל 
1 1 1 2 2 2

,v w W v w W+ ∈ +  ולכ� ∋
1 2

v w W W+ ∈ +. 

יהי : סגירות לכפל בסקלר
1 2

v W W∈ + ,a∈F , עלינו להראות
1 2

av W W∈ +. 

קיימי� 
1 1 2 2

,v W v W∈  � כ# ש∋
1 2

v v v= +. 

( )1 2 1 2
av a v v av av= + = � ומכיוו� ש+

1 2
,W W תתי מרחב נקבל 

1 1 2 2
,av W av W∈ ∈ 

ולכ� 
1 2

av W W∈ +. 

)יהי ) ג ){ } ( ){ }2 2

1 2
1,0 , 0,1W span W span= ⊂ = ⊂� )אזי . � ) ( ) 1 2

1,0 , 0,1 W W∈ ∪ 

)אבל  ) ( ) ( )1,1 1,0 0,1= לכ� האיחוד אינו תת מרחב כי .  אינו שיי# לאיחוד+

 .אי� סגירות לחיבור

יהי ) ד
1 2

W W∪ תת מרחב  ונניח 
1 2 2 1

,W W W W⊄ אזי קיי� בהכרח . ⊅

1 1 2 2 2 1
\ , \v W W v W W∈ ∈ ⇐ 

1 2 1 2
,v v W W∈  ולכ� מכיוו� שהאיחוד הוא תת ∪

מרחב יש סגירות לחיבור ונקבל 
1 2 1 2

v v W W+ ∈ ∪. 

1 2 1 2
v v W W+ ∈ ∪ ⇐ 

1 2 1
v v W+  או ∋

1 2 2
v v W+ א� . ∋

1 2 1
v v w W+ =  נקבל ∋

2 1 1
v w v W= −  כי ∋

1
Wוזה יהיה בסתירה לבחירת ,  תת מרחב

2
v . באותו אופ�

 .רה להנחה שאי� הכלהולכ� נקבל סתי. נקבל סתירה ג� במקרה השני
 

2 .{ }4
נניח שנית� היה להגדיר עליו מבנה . 4 א� החיבור מודולו �=0,1,2,3

}של מרחב וקטורי מעל השדה  }2
אזי מתכונות מרחב וקטורי . �=0,1

( )2 1 1 1 1 1 01 0= + = + = א� אנחנו משתמשי� באקסיומות של הפילוג אזי  (=

השדה בתו# 
2
1 אנו יודעי� � 1 0+ �אבל ב). =

4
2 מתקיי� �  ולכ� קיבלנו ≠0

 .כלומר לא יתכ� מבנה של מרחב וקטורי. סתירה
 



בשביל להגדיר על קבוצה מבנה של מרחב וקטורי עלינו להגדיר ) א .3
כ לבדוק שע� ההגדרה שלנו "עליה חיבור וכפל ע� איבר מהשדה ואח

 .באמת התקבל מרחב וקטורי

]נגדיר חיבור בי� אברי  ]xF. 

]יהיו   ]1 0 1 0
,

n m

n m
a x a x a b x b x b x+ + + + + ∈� � Fכ"  ונניח בהm n≤ אזי 

 :נגדיר את החיבור ביניה� באופ� הבא

( ) ( ) ( )1

1 0 1 0 1 1 1 0 0

n m n m m

n m n m m m
a x a x a b x b x b a x a x a b x a b x a b

+

++ + + + + + + = + + + + + + + + +� � � �

 

 :נגדיר כעת את הכפל בסקלר

( )1 0 1 0

n n

n n
a a x a x a aa x aa x aa+ + + = + + +� �. 

 .את עבודת הבדיקה למה זה מרחב וקטורי אני משאירה לכ�
 . אינה תת מרחב מכיוו� שאי� בה איבר האפסnקבוצת הפולינומי� ממעלה ) ב
 .ב כי אי� בה סגירות לחיבורקבוצת הפולינומי� ממעלה זוגית אינה תת מרח) ג

. סכו� של פולינומי� ממעלה זוגית יכול להיות פולינו� ממעלה אי זוגית
 ).בדקו(
 .מאות� סיבות כמו קוד� זה אינו תת מרחב)ד
 

ניקח צירו( ליניארי של שלושת הוקטורי� שנות� אפס ונבדוק א� ) א .4
 .הוא הטריויאלי

( ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 1,3, 1 5,3,2 0,0,0a b c− + − +  :אז נקבל , =

5 0

3 3 0

2 0

a b c

a b c

b c

+ + =

− + + =

− + =

 

2bמזה נקבל  c= ⇐ 9a c= ⇐ 9 2 5 0c c c+ +  הפתרו� היחיד בממשיי� ⇐ =
0aלמשוואות האלה הוא  b c= =  . כלומר הפתרו� הטריויאלי=

 .ל"קיבלנו א� כל שהוקטורי� בת

)) ב ) ( ) ( ) ( )1,2,3 4, 1,0 0,0,3 0,0,0a b c+ − + = ⇐ 

4 0

2 0

3 3 0

a b

a b

a c

+ =

− =

+ =

 

,: מהמשואות נקבל 4
2

b
a a b= = 0b ולכ� − = ⇐ 0a b c= =  ולכ� =

 .ל"הוקטורי� בת
 

ל כי אי� סקלר שית� את אחד מה� כצירו( "מעל הממשיי� הוקטורי� בת .5
 . ליניארי של האחרי�

מעל השדה 
5
 : 5 הוקטורי� תלויי� ליניארית כי א� נבצע חיבור מודולו �

( ) ( ) ( ) ( )2,1,3 3,4,2 5,5,5 0,0,0+ = ת� לנו צירו( ליניארי לא טריויאלי  זה נו=

 .לאפס
 

}נביט בוקטורי�  .6 }1 2 2 3 3 1
, ,v v v v v v+ + ל של " קל לראות שה� צ+

{ }1 2 3
, ,v v v . מצד שני ה� ג� יוצרי� אות� כי

( )1 2 2 3 3 1 1

1

2
v v v v v v v+ − − + +  . וכ� הלאה=



}כלומר קל לראות כי  } { }1 2 3 1 2 2 3 3 1
, , , ,span v v v span v v v v v v= + +  כי כל קבוצה +

 .יוצרת את היוצרי� של השניה

�מכיוו� ש
1 2 3
, ,v v vל מתקיי� " בת{ }{ }1 2 3

dim , , 3span v v v   ולכ� בגלל השיוויו� =

{ }{ }1 2 2 3 3 1
dim , , 3span v v v v v v+ + + ל " ולכ� בשביל להראות שהסדרה בת=

מספיק להראות שהיא פורשת כי אז היא תהייה פורשת מינימלית ולכ� בסיס 
 . סדרה בלתי תלויהובסיס הוא

 .ל"ולכ� הסדרה בת. זה שהיא פורשת כבר הראנו
 .יש הרבה הוכחות לדבר הזה ג� כאלה שלא משתמשות במימדי�: הערה
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  1 -אלגברה ליניארית  

 7תרגיל 
 

) � קבוצה ונסמ� בΓתהא  .1 )P Γאת קבוצת כל הקבוצות החלקיות ל �Γ  . ההפרש הסימטרי בי�

A,שתי קבוצות  Bחלקיות ל �Γמוגדר כ�  :( ) \ ( )A B A B A B∆ = ∪ ∩)  �כלומר כל האיברי

)הראו כי ). B או Aשנמצאי� רק באחת מהקבוצות  )P Γמעל   Z2  הוא מרחב וקטורי. 

, הפעולות מוגדרות כ�( ( )A B P∀ ∈ Γ:   A B A B+ = ∆  , AA ⋅=Φ   �ו   1⋅= A0   .( 

              
 

C  �ב .2
):                       נגדיר4 ) ( ) ( ){ }1, 2 ,0, , 3, , 2,1 , 2, 1, , 2U span i i i i i i= − + − − − − − −  

     ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0 , 3,0,1, , ,0, ,0V span i i i= −                                                   

Uמצאו בסיס עבור  V∩ �)    ובידקו הא )2 6 ,0,2 4 ,1i i i U− − + + ∈                             .

  �)בידקו שמתקיי ) ( ) ( ) ( )dim dim dim dimU V U V U V+ = + − ∩. 

 
 

WVהעתקה   .   Fו מעל אותו שדה  "  מ W,Vיהיו   • →:θ היא �   תקרא העתקה לינארית א
 :כלומר, משמרת את שתי הפעולות במרחב הוקטורי

Vyxלכל  :משמרת את פעולת החיבור.  א  ∈,   )()()( yxyx θθθ +=+ 

Wy∈FaVxלכל :  משמרת את פעולת הכפל בסקלר.  ב  ∈∈ ,  )()( xaax θθ = 

 
 

 .הוכח או הפר�.  קבע הא� ה� העתקות לינאריות או לא, לגבי ההעתקות הבאות .3

3.  א  2
:T R R→ ( , , ) (2 5 3 , 7 )T x y z x y z x y z= − + − + +. 

32.   ב 
: RRS → )1,0,53(),( ++−= yxyxyxS  

 
 

,יהיו  .4 ,U V Wויהיו  , ותו שדהו ממימד סופי מעל א" שלושה מ: , :T U V S V W→  העתקות →

S:הוכיחו כי . ליניאריות T U W→י " המוגדרת ע�( )( ) ( ( ))S T u S T u=� היא העתקה 
 .לינארית

 
 

V,ומרחבי� וקטוריי� ממימד סופי , Fמצאו שדה  .5 W   מעלF , והעתקה:T V W→�:    עבור

vלכל V∈ ולכל a F∈ �) מתקיי ) ( )T av aT v= , א�Tאיננה העתקה ליניארית . 

 
 

WVהעתקה   • →:θ� :כלומר, חד ערכית ועל�א� היא העתקה לינארית חד,   תקרא איזומורפיז

)()( :ע"חח.  א  yxyx θθ ≠⇒≠ 

yx  �  כ� ש∋Vx  קיי�  ∋Wy לכל    : על.   ב  =)(θ 

WVונסמ�  , פיז� בינה�שני מרחבי� נקראי� איזומורפיי� א� קיי� איזומור • ≅.  
 
 

 :כלומר מתקיימי�, ו מהווה יחס שקילות"הוכח שאיזומורפיז� בי� מ .6

VV  רפלקסיביות.  א  ≅ 
VWWV  סימטריות.  ב  ≅⇒≅ 
UVUWWV  טרנזיטיביות.  ג  ≅⇒≅∧≅ 

 
 !בהצלחה           



  1 -אלגברה ליניארית  

 7  תרגיל -  פתרון
 

) � קבוצה ונסמ� בΓתהא  .1 )P Γאת קבוצת כל הקבוצות החלקיות ל �Γ  . ההפרש הסימטרי בי� שתי

A,קבוצות  Bחלקיות ל �Γמוגדר כ�  :( ) \ ( )A B A B A B∆ = ∪ כלומר כל האיברי� שנמצאי� רק  (∩

)הראו כי ). B או Aבאחת מהקבוצות  )P Γמעל   Z2  הפעולות מוגדרות כ� (.הוא מרחב וקטורי 

, ( )A B P∀ ∈ Γ :  A B A B+ = ∆  , AA ⋅=Φ   �ו   1⋅= A0   .( 

       

Aנובע שהקבוצה  , מהגדרת הפעולה:  סגירות .א B A B+ =  .�Γ תהיה קבוצה חלקית ל∆

 :פעולת החיבור מחדש על מספר רב של קבוצות בצורה הבאהנגדיר את :  אסוציאטיביות וחילו! .ב

�א� הוא שיי� למספר אי.    שיי� למספר זוגי של קבוצות אז הוא אינו שיי� לסכו�Γ �א� איבר ב 
 �עבור שתי .  ראשית יש להראות שלא שיננו את הגדרת הפעולה.  זוגי של קבוצות אז הוא שיי� סכו

  .n+1ונוכיח עבור  ,   קבוצות nנניח נכונות עבור .  צות ברור לפי ההגדרהקבו 

 n+1אז הוא לא שיי� לסכו�  ,   הקבוצותn שיי� לסכו�  לא  וn+1 � שיי� לקבוצה הלאא� איבר  .1
 .ואכ� מספר הפעמי� שהאיבר הופיע הוא זוגי, הקבוצות לפי הגדרת הפעולה

 n+1אז הוא לא שיי� לסכו�  ,   הקבוצותnשיי� לסכו�   כ�  וn+1 � שיי� לקבוצה הכ�א� איבר  .2
 .ואכ� מספר הפעמי� שהאיבר הופיע הוא זוגי, הקבוצות לפי הגדרת הפעולה

 n+1אז הוא כ� שיי� לסכו�  ,   הקבוצותn שיי� לסכו�  כ�  וn+1 � שיי� לקבוצה הלאא� איבר  .3
 .זוגי� הוא איואכ� מספר הפעמי� שהאיבר הופיע, הקבוצות לפי הגדרת הפעולה

 n+1אז הוא כ� שיי� לסכו�  ,   הקבוצותn שיי� לסכו�  לא  וn+1 � שיי� לקבוצה הכ�א� איבר  .4
 .זוגי�ואכ� מספר הפעמי� שהאיבר הופיע הוא אי, הקבוצות לפי הגדרת הפעולה

אול� לפי ההגדרה החדשה ברור , הוכחנו שהגדרת הפעולה החדשה עקבית ע� ההגדרה המקורית
 � .כי בהגדרה החדשה אי� כל איזכור לסדר הקבוצות, חוק החילו! וחוק הקיבו&שמתקימי

AAAכי מתקיי�   , הקבוצה הריקה:  איבר האפס .ד =∆Φ=Φ+  לכל   A. 

+=∆=∪∩==Φכי מתקיי�  , הקבוצה עצמה: איבר נגדי .ה AAAAAAAAAA  A  לכל  )(\)(\

AA:  נובעת מההגדרות של הכפל: סגירות .ו ⋅=Φ   �ו   1⋅= A0  . 

  : דיסטריביוטיביות .ז
Φ=Φ+Φ=⋅+⋅

Φ=+

BA

BA

00

)(0
  

BABA

BABA

+=⋅+⋅

+=+

11

)(1
 

  : דיסטריביוטיביות .ח
Φ=Φ+Φ=⋅+⋅

Φ=⋅=+

AA

AA

00

0)00(
  

Φ=+=⋅+⋅

Φ=⋅=+

AAAA

AA

11

0)11(
 

     
AAAA

AAA

=+Φ=⋅+⋅

=⋅=+

10

1)10(
  AAA ⋅+⋅=+ 01)01( 

 דה ובמרחבנובע מחילו! בש          

 :אסוציאטיביות .ט
Φ==⋅

Φ=Φ⋅=⋅

AA

A

0)00(

0)0(0
 � .ובצורה דומה יש להראות את המקרי� האחרי

AAנובע שוב מהגדרה  : איבר היחידה .י =⋅1. 
 

        
 
 
 
 
 
 
 
 



C  �ב .2
):                       נגדיר4 ) ( ) ( ){ }1, 2 ,0, , 3, , 2,1 , 2, 1, , 2U span i i i i i i= − + − − − − − −   

    ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0 , 3,0,1, , ,0, ,0V span i i i= −                                                      

Uמצאו בסיס עבור  V∩ �)    ובידקו הא )2 6 ,0,2 4 ,1i i i U− − + + ∈             . 

  �)      בידקו שמתקיי ) ( ) ( ) ( )dim dim dim dimU V U V U V+ = + − ∩. 

 
 

} מוכל במרחב  V �ולכ� נובע ש,  ברכיב השני יש אפסV �לכל האיברי� ב  }Ccbacba ∈,,),,0,(. 

} הוא בדיוק  Vולכ�  , 3ולכ� מימדו הוא , )בדקו(ת " בלVמצד שני איברי   }Ccbacba ∈,,),,0,(. 

 

)0,2,1,()3,,1,2()1,2,,2( : הוא מהצורהU �כל איבר ב  iiivitiis −−−+−−+−−,  

)2()1(  �הרכיב השני שווה ל , ובפרט  −+−− ivtiis.  

)2()1(0:   נדרוש, מ שאיבר יהיה בחיתו� המרחבי�"לכ� ע  =−+−− ivtiis.  
 

ititiנקבל      , v=1  �   ו s=0 א� נבחר    +=⇒=−+−  :  ואז נקבל וקטור101
   )31,2,0,35()2,,1,2(1)1,2,,3)(1(),0,2,1(0 iiiiiiiiii ++−−=−−−+−−++−− 

ittiiנקבל      , v=0  �   ו s=1 א� נבחר    2102  : וקטור  ואז נקבל−−=⇒=+
   )1,42,0,62()2,,1,2(0)1,2,,3)(21(),0,2,1(1 iiiiiiiiii ++−−=−−−+−−++−− 
  

נובע ששני ,   כפי שבחרנוs,t,vוכיוו� שבחרנו את המקדמי�  , )בדקו(ת " ה� בלU �כיוו� שהוקטורי� ב 
 ).ת"או נית� לבדוק ישירות שה� בל(ת "הוקטורי� שקיבלנו ה� בל 

והוא ,  מסויימי�s,t,vי�  י מקדמ" שנוצר עU �כמו כ� ה� פורשי� את חיתו� המרחבי� כי לכל וקטור ב 

  פעמי� הוקטור sועוד  ,  פעמי� הוקטור הראשו�vי צרו! לינארי של  "נוכל לקבל אותו ע, V �נמצא ג� ב 

 ).V  יתקבל בגלל הדרישה שהוקטור ג� יהיה במרחב  tהפרמטר  .  (השני 
 

Uiiiבצורה זו קיבלנו שברור שהוקטור, כמוב�  ∈++−− אחד מוקטורי הבסיס כי הוא  , )1,42,0,62(

 .U �ובפרט ל, ולכ� לכל אחד מהמרחבי�, ולכ� שיי� לחיתו�, של החיתו� 
 

  �)כמו כ� מתקיי ) ( ) ( ) ( )dim dim dim dimU V U V U V+ = + − C    הוא כמוב� כלU+Vכי    , ∩
4 , 

 4 = 3 + 3 – 2:   נקבל איפה.  4ולכ� מימדו הוא  
 
 
 

3.  א .3 2
:T R R→ ( , , ) (2 5 3 , 7 )T x y z x y z x y z= − + − + +. 

 

  כ�
)),,((),,(

)7,352()7,352(),,(

zyxTzyxT

zyxzyxzyxzyxzyxT
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==

=++−+−=++−+−=
 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )),,(),,()(),(),(

)()(7)(),(3)(5)(2

7,3527,352),,(),,(

cbazyxTczbyaxT

czbyaxczbyax

cbacbazyxzyxcbaTzyxT

+=+++=

=+++++−+++−+

=++−+−+++−+−=+

 

 

32.   ב 
: RRS → )1,0,53(),( ++−= yxyxyxS 

 
)1,1()1,1()3,0,2()3,0,2()6,0,4()5,0,4()2,2())1,1()1,1((      לא    +==−≠−=−+−=+ SSSS 

 
 
 



,יהיו  .4 ,U V Wויהיו  , ו ממימד סופי מעל אותו שדה" שלושה מ: , :T U V S V W→  העתקות →

S:הוכיחו כי . ליניאריות T U W→י " המוגדרת ע�( )( ) ( ( ))S T u S T u=היא העתקה לינארית� . 

 

))(())(())(())(()(

)()())(())(())()(())(()(

vTSvTSvTSvTSvTS

vTSuTSvTSuTSvTuTSvuTSvuTS

��

���

ααααα ====

+=+=+=+=+
 

 
 

V,ומרחבי� וקטוריי� ממימד סופי , Fמצאו שדה  .5 W מעל  F , והעתקה:T V W→�:    עבור

vלכל V∈ ולכל a F∈ �) מתקיי ) ( )T av aT v= , א�Tאיננה העתקה ליניארית . 

 

 F�V = R.     שדה המספרי� הממשיי
F  .W= R  מעל 2מרחב ממימד ,   2

 .F  מעל 1מרחב ממימד  ,  
 

3 2
),( xyyxT =  ℜ→ℜ2

:T 

( ) ( ) ),())((),(y)(x,T 3 23 223 2
yxTxyyxyxyxT ααααααααα ===== 

)     אול�  ) )0,1()1,0(0001)1,1()0,1()1,0( TTTT +=+=≠==+ 
 
 

VV  רפלקסיביות . א .6 ≅ 
 

xxV י העתקת הזהות  "ע  =)( VV →:θע ועל "  ברור שהעתקה זו היא לינארית וכ� חח 

    � . איזומורפי לעצמוVולכ�  , ולכ� איזומורפיז
 

VWWV  סימטריות  .ב  ≅⇒≅ 
 

 WV WVע ועל  "  כלומר קיימת העתקה לינארית חח≅ →:θ.  

VWת� להגדיר העתקה הפוכה   ני, ע ועל"כיוו� שהיא חח  →−
:

1θ,  

vwי "ע  =−
)(

1θאא  "  �wv =)(θ  .העתקה זו תהיה חח � .ע ועל"ג
 :נראה שהעתקה זו היא לינארית 
wvנניח    =)(θ  .   מלינאריות שלθ  נובע  wvv ααθαθ == : ולכ� נקבל, )()(

 )()(
11

wvw
−− == αθααθ 

   �yuנניח ג =)(θ  .   מלינאריות שלθ   נובע  ywuvuv +=+=+ )()()( θθθ , ולכ� נקבל: 

 )()()(
111

ywuvyw
−−− +=+=+ θθθ. 

 �VWולכ�  , הוכחנו שהעתקה זו היא איזומורפיז ≅ 
 

UVUWWV  טרנזיטיביות.  ג  ≅⇒≅∧≅ 
 

 WV WVע ועל  "  כלומר קיימת העתקה לינארית חח≅ →:θ.  
 UW UWע ועל  "  כלומר קיימת העתקה לינארית חח≅ →:µ.  

UVנגדיר העתקה חדשה    →:λי  "  ע))(()()( vvv θµθµλ == �. 

uvuvuvuv .ע"ולכ� ההעתקה היא חח  =⇒=⇒=⇒= )()())(())(()()( θθθµθµλλ 

uw  כ� שמתקיי�  ∋Ww  קיי�  ∋Uuלכל    =)(µ. 

wvשמתקיי�    כ� ∋Vv  קיי�  ∋Wwלכל    =)(θ  .ולכ� נקבל :

 uwvv === )())(()( µθµλ  כלומר לכל   Uu∈  �uv  כ� שמתקיי�  ∋Vv  קיי =)(λ. 
 ".על"כלומר ג� העתקת ההרכבה היא  
ולכ� הוכחנו שהעתקת ההרכבה ,  לינארית הוכחנו שהרכבה של העתקות לינאריות היא4בשאלה   
 �UVכלומר  , היא איזומורפיז ≅. 

 
       .ולכ� נובע שאיזומורפיז� הוא יחס שקילות 



 8 תרגיל - 1אלגברה ליניארית 
 

י   " עT:Pn→Pn-1ונגדיר , F מעל שדה n ¸ מרחב הפולינומים מדרגה Pnיהי  .1
Tf(x):=f(x+1)-f(x):  

 ) טרנספורמציה או העתקה לינארית= ל "ט(ל  "  טTהראו כי  .א
 ? Ker(T) מהו   .ב

 ? Im(T)מהי   .ג

 ? Pn ,Pn-1 ביחס לבסיסים הסטנדרטים של T-מהי המטריצה המתאימה ל .ד

כלומר  ,  העתקת הגזירהD:Pn→Pn-1ותהא , כמו לעיל Pn ,Pn-1יהיו  .2

1

0 1

:
n n

k k

k k

k k

D a x ka x
−

= =

 
= 

 
∑  ?מהם מימדיהם  ? Ker(D) ,Im(D)מהו  . ∑

 .T(x+iy)=x-iy היינו �=T(z): באופן הבא . T:C→Cנגדיר העתקה  .3

 ? העתקה ליניאריתTהאם , Rו מעל " כעל מCאם מסתכלים על  .א

 ? העתקה ליניאריתTהאם , Cו מעל "על מ כCאם מסתכלים על  .ב

 העתקה ליניארית המקיימת T:V→Vתהי . F מעל שדה nו ממימד " מVיהי  .4

T(T(v))=0 לכל v∈V. 

 .dim(Im(T))≤ψnהוכיחו כי  .א

 מתקיים v∈V כך שלכל T:R4→R4  בנו דוגמא ל .ב
T(T(v))=0ו - dim(Im(T))=dim(Ker(T))=2 . 

 ותהי w1,w2,…,wn∈W - וv1,v2,…,vn∈Vיהיו . Fו מעל " מW - וVיהיו  .5

T:V→W 1 העתקה ליניארית כך שלכל≤i≤n מתקיים T(vi)=wi . הוכיחו או
 :הפריכו

 .ל" בתw1,w2,…,wnל אז " בתv1,v2,…,vnאם  .א

 w1,w2,…,wn אז V פורשים את v1,v2,…,vnאם  .ב
 .Wפורשים את 

 v1,v2,…,vn אז W פורשים את w1,w2,…,wnאם  .ג
 .Vפורשים את 

נתונים . T(x,y,z)=(2x-5y+3z,-x+7y+z) :T:R3→R2הבאה נתונה ההעתקה  .6

-)}=R2:  β -והבסיס הבא ל, R3 α={(1,0,1),(0,1,1),(-1,0,1)} -הבסיס הבא ל

]מצאו את המטריצה . {(0,1),(1,1 ]A T
β
α= , המייצגת אתT תחת הבסיסים α,β. 

שמתחלפות עם כל ) R מעל 2×2מטריצות  (M2x2(R) -מצאו את כל המטריצות ב .7

 המקיימות A2×2מצאו את כל המטריצות , כלומר. M2x2(R)-שאר המטריצות ב

 .AB=BA מתקיים B2×2שלכל 



 1אלגברה לינארית  
 8פתרון תרגיל  

 
, יהיו  -.א )1 , ( ), ( )

n
k l F f x g x P∈  :אזי , ∋

( )

( ) ( )

( g)( ) : ( g)( 1) ( g)( )

( 1) g( 1) ( ) g( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

T kf l x kf l x kf l x

kf x l x kf x l x

k f x f x l g x g x kT f lT g

+ = + + − + =

+ + + − − =

+ − + + − = +

 

�  
 .char(F) ≠ 1,2,…,n -ההנחה הבסיסית היא ש. ב

  אם 
0

( )
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k
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k

f x a x
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0, אם כן , , 0,1,..., 1 ( ) ker
n

k

k l

k
a k l l n f x T

l>

 
= ∀ > = − ⇔ ∈ 

 
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 י הצבה "וע

         0 0 0 1
1
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n
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n

 
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1 1 1

1
0 ( 1) 0 0 1, 2

2
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n
a a n a k n n l n

n
− − −

− 
= ⇔ − = ⇔ = ⇐ = − ⇐ = − − 

 

, כלומר. 'וכו
1 2

... 0
n

a a a= = = }ולכן  , = } 0
kerT a F P= ∈ =. 

dimנובע כי ) ב(- מ-.ג ker 1T ן לכ, =
1

dim Im dim
n

T n P −= כיוון . =

שברור כי 
1

Im
n

T P אז מקבלים , ) ?מדוע (≥−
1

Im
n

T P −=. 

 הבסיסים הסטנדרטיים של -.ד
1

,
n n

P P } הם − } { }11, ,..., , 1, ,...,
n n

x x x x
−

 

 :לכן, בהתאמה

 1
(1) 0 0 1 0 ... 0

n
T x x

−= = ⋅ + ⋅ + + ⋅ 
1

( ) 1 1 1 0 ... 0
n

T x x x
−= = ⋅ + ⋅ + + ⋅ 

2 3 1
( ) 1 2 1 1 2 0 ... 0

n
T x x x x x

−= + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
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המטריצה היא , כלומר
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)מטריצה מסדר , כמובן, זו 1)n x n +. 

 

)ברור כי , מההגדרה )2 ) ( ) kerf x a f x T= ⇔ בדיוק כמו בשאלה : כלומר, ∋

, הקודמת
1 0

Im ,ker
n

T P T P−=  .dim(Ker(T)) = 1 ,dim(Im(T)) = n לכן =

 

 : ליניאריתאכ� T .א )3
           T((x+iy) + (x’+iy’)) = T((x+x’) + i(y+y’)) = 

 (x+x’) - i(y+y’) = T(x+iy) + T(x’+iy’)                  

  a∈R  T(a(x+iy)) = T(ax + iay) = ax – iay = aT(x+iy)∀ :וכ�

, )הוכחה זהה להוכחה בסעי� הקוד�(כלל החיבור מתקיי� :  ליניאריתאינה T. ב

�נבדוק מה קורה א� מכפילי� ב, לדוגמה.  מתקיי�אינואול� כלל הכפל  i: 

T(i(x+iy)) = T(-y+ix) = -y-ix ≠≠≠≠ y+ix = i(x-iy) = iT(x+iy)) חר למשל א� נב
x=1,y=1 ההעתקה אינה ליניארית, לכ�).  אי שיוויו�נקבל. 

 



 

כמו כן . Im(T) ⊆Ker(T) נקבל כי T(T(v))=0 מתקיים ש v∈Vמאחר ולכל . א )4

dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) = n 2 ולכןdim(Im(T)) ≤ nכנדרש . 

v = (x,y,z,w) ∈ Rעבור ווקטור . ב
 T(T(v))=0ברור כי . T(v) = (0,0,x,y) נגדיר 4

v ∈ R לכל 
 dim(Im(T)) = dim(Ker(T)) = 2קל לוודא כי . 4

 

ל מתקיים כי " בתv1,v2,…,vnבפרט עבור . 0 - להיות העתקת הTניקח את : לא נכון. א )5
w1 = w2 = … = wn= 0ל" והם כמובן ת. 

 .'אותה הדוגמא מסעיף א: לא נכון. ב

T:Rיהי : לא נכון. ג
2→Rכדלהלן  :T((x,y)) = (x) . אזT((1,0)) = (1) פורש את R 

R לא פורש את (1,0)אך 
2. 

 

 :מתקיי� כי )6
T((1,0,1)) = (5,0) = -5(-1,1) + 5(0,1) 
T((0,1,1)) = (-2,8) = 2(-1,1) + 6(0,1) 

T((-1,0,1)) = (1,2) = -1(-1,1) + 3(0,1) 
 לכ�
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 :�פתרו את מערכת המשוואות הבאה מעל  .1
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

3 2 2

2 3 3

6 2 6

1

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

+ + − =
 + + + =


+ + =
− + + − = −

 

 
 :�פתור את מערכת המשוואות הבאה מעל  .2
 

( )
( )

3 1 1

2 1

x iy i z

x y i z i

− + + =

− + + = +

 

 

עבור המערכת  .3

2 3 0

2 3 0

3 2 0

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + + =

  שדה בו למערכת יש  מצא

 �)פתרו )0,0,0 )�ומצא שדה בו למערכת אי� פתרו� פרט ל, ≠ )0,0,0. 

 
 : כ# שלמערכת המשוואות�∋cמצא את כל המספרי!  .4
 

1

3 2

2 3 3

x y z

x cy z

x y cz

+ − =

+ + =

 + + =

 

 
 .קיי! פתרו� יחיד )א
 .קיימי! אינסו& פתרונות )ב
 .אי� פתרו� )ג

 
v,ובו וקטורי! שוני! , Fו מעל שדה " מVיהי  .5 w . 

)תהי  ){ }1 :U t v tw t= − + ∈F . הראו שקיי! וקטורy V∈#כ  

}� ש }:U y u y u U+ = +  .Vחב של  מהווה תת מר∋



 )1( אלגברה ליניארית – 9פתרון תרגיל 
 

 
: על מנת לפתור את המערכת נעבור למטריצה המורחבת המתאימה .1

3 2 1 1 2

2 1 1 3 3

6 2 1 0 6

1 1 1 1 1

− 
 
 
 
  − − − 

 שימו לב כי העמודה החמישית היא עמודת הפתרונות של 

 .המערכת
 .נבצע כעת על המטריצה את הפעולות האלמנטריות בכדי להגיע לצורת גאוס

(1) (4)

3 2 1 1 2 1 1 1 1 1

2 1 1 3 3 2 1 1 3 3

6 2 1 0 6 6 2 1 0 6

1 1 1 1 1 3 2 1 1 2

↔

− − − −   
   
   →
   
      − − − −   

 נחליף את השורה הראשונה 

 ברביעית

2(1) (2) (2)
6(1) (3) (3)

1(1) (1) 3(1) (4) (4)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 3 3 2 1 1 3 3 0 3 3 1 1

6 2 1 0 6 6 2 1 0 6 0 8 7 6 0

3 2 1 1 2 3 2 1 1 2 0 5 4 4 1

− + →
− + →

− → − + →

− − − − − − −     
     
     → →
     −
          − − − −     

 .י השורה הראשונה"איפוס העמודה הראשונה ע
 .נחלק את השורה השניה בשלוש ונמשיך לאפס את העמודה השניה

1 1 1 11 1 8(2) (3) (3)
3 3 3 33 3 5(2) (4) (4) 1(3) (3)

26 8 26 8

3 3 3 3

17 8 17 8

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1

0 1 1 0 1 10 1 1

0 0 1 0 0 10 8 7 6 0

0 0 1 0 0 10 5 4 4 1

− + →
− + → − →

− −

− − − −

− − − −− −     
    
    → →
     −−
         − −− −     

1 1

(3) (4) (4) 3 3

26 8

3 3

1 1 1 1 1

0 1 1

0 0 1

0 0 0 3 0

+ →

− − 
 
 →
 
  
 

 

: נחזור חזרה למשוואות ונקבל

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

1

1 1

3 3

26 8

3 3

3 0

x x x x

x x x

x x

x

− − + =

 + + =


 + =

 =

ל אנו מקבלים " מהמערכת הנ

: פתרון אחד שהוא
4 3 2 1

8 7 4
0, , ,

3 3 3
x x x x

−
= = = =. 

 
 :שוב פעם נעבור למטריצות ונבצע את האלגוריתם של גאוס .2



(1) (2) 3(1) (2) (2)
3 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 2 1 3 1 1 0 3 5 2 2 3

i i i i i i

i i i i i i i

↔ − + →− + − + + − + +     
→ →     − + + − + − − − − −     

  
3-נחלק את השורה השניה ב i−: 

 

13 11 3 11

10 10

1 1 2 1

0 1 i i

i i

− − − −

− + + 
 
 

חזרה למשוואות ונקבל שהפתרון הוא כל השלשות  נחזור 

): מהצורה ) ( )7 7 13 11 3 11

10 10 10 10
, , , ,i i i ix y z z z z− + − + += +  . כלומר דרגת חופש אחת−

 

מכיוון שזו מערכת הומוגנית נביט . שוב נעביר את המערכת למטריצה המתאימה .3
 .במטריצה המצומצמת בלי עמודת המשתנים החופשיים

2(1) (2) (2)
3(1) (3) (3) 1(2) (2)

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 0 1 5 0 1 5

3 1 2 0 5 7 0 5 7

− + →
− + → − →

     
     → − − →     
     − − − −     

 עד עכשיו את 

 ולות שעשינו אפשר לעשות בכל שדההפע

5(2) (3) (3)

1 2 3 1 2 3

0 1 5 0 1 5

0 5 7 0 0 18

+ →

   
   →   
   − −   

  כעת נעבור חזרה למשוואות

 

2 3 0

5 0

18 0

x y z

y z

z

+ + =


+ =
 =

 . קל לראות שמעל לממשיים למערכת הזאת יש רק את פתרון האפס

) הפתרון היחיד הוא �כלומר מעל  )0,0,0. 

ניח שאנו פותרים את המערכת מעל כעת נ
3
 : אז במקרה זה המערכת נראית כך�

2 0

2 0

0 0

x y

y z

+ =


+ =
 =

) ולכן גם הפתרון   הוא פתרון למערכת וזה פתרון ששונה מפתרון 1,1,1(

 .האפס
 
 :תתחילה נעביר את המערכת למטריצה ונבצע פעולות אלמנטריו .4

1(1) (2) (2)
2(1) (3) (3) (2) (3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 0 1 4 1 0 1 2 1

2 3 3 0 1 2 1 0 1 4 1

c c c

c c c

− + →
− + → ↔

− − −     
     → − → +     
     + −     

 

כעת השלב הבא היה לאפס את האיבר השני בשורה השלישית אבל בשביל זה  

)-היינו צריכים לכפול את השורה השניה ב )1c− בשלב הזה .  וזה אולי אפס−

 :נתחיל לחלק למקרים



1c. א  אז אנו מקבלים את המערכת הבאה : =

1

3 1

4 1

x y z

y z

z

+ − =


+ =
 =

  והפתרון של 

)המערכת הזאת הוא  )1 1

4 4
1,  .כלומר פתרון יחיד. ,

1c. ב  : במקרה כזה אפשר להמשיך לעבוד על המטריצה≠

( 1)(2) (3) (3)

2

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 1 0 1 2 1

0 1 4 1 0 0 6 2

c
c c

c c c c

− − + →

− −   
   + → +   
   − − − + − +   

  

2כעת למערכת לא יהיה פתרון אם בשורה השלישית מתקיים 
6 0, 2 0c c c− − + = − + ≠ 

2למערכת יהיה פתרון יחיד אם 
6 0c c− − + ≠ 

2ויהיו אינסוף פתרונות אם 
6 0, 2 0c c c− − + = − + =. 

2נבדוק תחילה מתי 
6 0c c− − + יבועית ונקבל   זה פתרון של משוואה ר=

1,2
3, 2c = −. 

 :את התשובה לשאלה אפשר לסכם באופן הבא

,3למערכת קיים פתרון יחיד עבור  .א 2c ≠ −. 

2cלמערכת קיימים אינסוף פתרונות עבור  .ב =. 

3cלמערכת אין פתרון עבור  .ג = −. 

 

5 .( ){ } ( ){ }1 : :t v tw t v t w v t− + ∈ = + − ∈F Fי פתיחת סוגרים" זה פשוט מתקבל ע. 

:   אז נקבל ש−v להיות פשוט yכעת אם נבחר את 

( ){ } ( ){ }:U y t w v t span w v+ = − ∈ = −Fוזה מרחב וקטורי . 
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k,   נעלמי��nטריוויאליות  ב�  משוואות לאkמערכת לינארית הומוגנית של   n> . נסמ� ב�
r

W את  

}של המערכת החלקית , כלומר,    המשוואות הראשונותrמרחב הפתרונות של   }1
,...,

r
M M  

 

מהו  )א
1

dimW ?  

1הוכיחו שעבור  )ב r k≤ <   , 
1

0 dim dim 1
r r

W W +≤ − ≤  

m,הראו שקיי�  )ג k m< ,שכל פתרו� ל �  +�1m המשוואות הראשונות הוא ג� פתרו� למשוואה ה�mכ

dimמהו  ).  ג(  מינימלי המקיי� מה שבסעי  mיהי   )ד
m

W?  

 
 
 

)תהי  .2 )ijA a= מטריצה מגודל nxn)  בעלתnשורות ו �nהמטריצה המוחלפת של ).  עמודותA היא 

) nxnהמטריצה מגודל  )ijB b=י " המוגדרת עij jib a= . המטריצה המוחלפת שלA מסומנת t
A. 

)מתקיי�     , 2A � ו nxn , 1A כי עבור כל שתי מטריצות מגודל הוכיחו  ) ttt
AAAA 1221 ⋅=⋅.   

 
 
 

α,לכל שני וקטורי� . כמרחב וקטורי מעל הממשיי�) המישור (=2ℜ �נתבונ� ב .3 βור נסמ� ב במיש�

( , )P α β את המקבילית שקדקודה בראשית ואשר αו �βנסמ� ב.  ה� שתי צלעותיה הנפגשות בראשית� 

( , )S α β הגובה לאותה–תזכורת ( את שטח המקבילית �השטח האלגברי ).  צלע זהו אור� צלע כפול באור

)של המקבילית  , )P α β ,  מסומ�� ( , )α β∆ומוגדר באופ� הבא : 

 ( , ) ( , )Sα β α β∆  .וו� השעו�הוא נגד כי, דר� הזווית הקטנה יותר שביניה� ,�β ל�α א� המעבר מ=

          ( , ) ( , )Sα β α β∆ = . הוא ע� כיוו� השעו�, דר� הזווית הקטנה יותר שביניה� ,�β ל�α א� המעבר מ−

 :∆הוכיחו את התכונות הבאות לגבי פונקצית הנפח 
))  א , ) ( , )α β β α∆ =  ").אלטרנטיביות    ("∆−

))  ב , ) ( , ) ( , )t t tα β α β α β∆ = ∆ =  ").הומוגניות("  ממשי    t  לכל  ∆

))   ג , ) ( , ) ( , )α γ β α β γ β∆ + = ∆ + ∆ ,( , ) ( , ) ( , )α β γ α β α γ∆ + = ∆ +  ").מולטיליניאריות    ("∆

 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

,1}נתבונ� בקבוצה  .4 2,3, 4,5}A .           על עצמהAע של  " היא העתקה חחAתמורה של הקבוצה  . =

:תמורה  A Aσ  תסומ� →
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

i i i i i
σ

 
=  
 

.   σ  כאשר מתחת לכל מספר עומדת תמונתו תחת 

כ� למשל עבור   







=

23145

12345
σ   : 3)2( =σ3(1  �  ו( =σ  . 

   מופיעי� בשורה k,l,   א� בכתיבה  של התמורה   , σ  נקרא היפו� בתמורה  (k,l)זוג מספרי�  
 בהתא� לכ� א� זוגית�אי או זוגית  נקראת σהתמורה .  התחתונה בסדר הפו� מאשר בעליונה

.                                                                                        זוגי�י או אימספר ההיפוכי� בה הוא זוג

עבור התמורות  
1 2 3 4 5

1 3 4 2 5
σ

 
=  
 

   ,
1 2 3 4 5

2 1 5 3 4
τ

 
=  
 

 :חשבו,   

 

 ?זוגיות�הא� ה� זוגיות או אי .א

1σמה�  .ב 1τ � ו −  ?)כלומר התמורות ההפוכות לה�  (−

σמה�  .ג τ� ו � τ σ�) כלומר התמורות המתקבלות מהרכבת�(? 
  
 
 
 

,,  קבוצה כלשהיAתהא  .5 : A Aσ τ aנתו� כי לכל .  תמורות→ A∈ ,( )a aσ ) או = )a aτ =           .
τהוכיחו כי  σ σ τ=� �. 

 
 
 

 !בהצלחה           
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 11  תרגיל -  פתרון
 

נגדיר .  א .1
( )

0
:

n
T F F→ ,  כאשרFי"ע,  השדה שלנו 

1 11 1 1
( ,..., ) : ...

n n n
T x x a x a x= + + . 

וג� , ל"קל לבדוק כי זו ט 
0 1

kerT W= . כיוו� שלפחות
1

0
k

a 1עבור   ≠ k n≤   מסויי� ≥

 , )כי נתו� שהמשוואות לא טריביאליות( 

אז א�  
k

eהוא וקטור שכולו אפסי� פרט למקו� ה k� נקבל  ,  1י שבו יש

 
0 0 1

Im {0} ( ) 0
k k

T T e a≠ ⇐ = ולכ�  , ≠
0

ImT F=)  למה?.( 

1Imdim1kerdimdimואז    
001
=⇐−== TnTW 

:,  בדומה לעיל, נגדיר  .ב 
r r

T W F→י"  ע :
1 ( 1),1 1 ( 1),

( ,..., ) : ...
r n r r n n

T x x a x a x+ += + + . 

�להבדיל מ 
0

T , אנו לא יכולי� להסיק כיIm
r

T F=) תחשבו על תחו� ההגדרה של ? מדוע
r

T(!, 

0א# בוודאי   dim Im 1 Im
r

T T F≤ ≤ ⇐  :ומכא�, ≥

 dim ker dim dimIm dim 1
r r r r

T W T W= − ≥ −. 

 �ל וכיוו� ש"מהנ 
1

ker
r r

T W  , !)טריביאליות� �הראו את שתי ההכלות ההפוכות הכמעט  (=+

 .ל"מקבלי� מש 

mלכל : אזי,  נניח שהטענה לא נכונה�.ג  k<:  

 
1 1 1

dim dim 1 dim 2 ... dim
m m m

W W W W m+ −= − = − = = 1mואז עבור  , − k= − :

 
1

dim dim 1
k

W W k n k= − = −  וכיוו� שמימד הוא מספר , −

1אז  , שלילי� אי  1 0k n n k≤ − ⇐ − − kוזו סתירה לנתו� , ≤ n>. 

dimמקבלי�  , ל" כני אותו חישוב"  ע�.ד 
m

W n m= −. 

 
 

1נסמ�  .2 ( )ijA a= ,2 ( )ijA b= ,1 ( ' )
t

ijA a=ו �2 ( ' )
t

ijA b=)  כאשר'ij jia a=ו �'ij jib b= .( כמו כ� נסמ�

)(21 ij
cAA 12)(� ו⋅= ij

tt
dAA 1צרי# להוכיח כי לכל  , בסימוני� אלה.  ⋅= ,i j n≤ ≤  ,ij jid c= .

1

n

ij ik kj

k

c a b

=

:                             ijdנחשב את ). מהגדרת כפל מטריצות (∑=

1 1 1

' '
n n n

ij ik kj ki jk jk ki ji

k k k

d b a b a a b c

= = =

= = = =∑ ∑  .  ל"מש .    ∑

 
3.  

 דר# α� לβ�הפו# לכיוו� המעבר מ,  דר# הזווית הקטנה יותר שביניה�β� לα�כיוו� המעבר מ )א

 .∆גדרת הפונקציה מה, א� כ�, השוויו� נובע. הזווית הזו
כ# שהכפלת , הטענה נובעת מכ# ששטח המקבילית הוא אור# צלע כפול באור# הגובה לאותה צלע )ב

0t�אור# הצלע ב 0t�מביאה ג� להכפלת השטח ב, ≤ 1tעבור . ≤ = י שטח המקבילית לא  נקבל כ−
0tמכא� נובעת הטענה עבור .  תהפו# סימ�∆ישתנה אבל הפונקציה  <. 

א� , בשל ההומוגניות, שנית. די להוכיח את הטענה הראשונה, נשי� לב שבשל האלטרנטיביות, ראשית )ג
)נראה כי  , ) ( , ) ( , )t t tα γ β α β γ β∆ + = ∆ + ≠∋ℜ עבור∆ t0הרי שהטענה ,   כלשהו

( , ) ( , ) ( , )α γ β α β γ β∆ + = ∆ +  :לכ� נית� להניח כי.  תנבע באופ� מיידי∆

        i (βארו# כרצוננו  .ii ( הזווית בי�αו �β חדה ) אחרת נכפול אתβ 1 בt = −.( 
 .ל"המקרה שצרי# לבדוק מובא בציור הנ,        תחת ההנחות האלה



שווה לשטח , CBEF  ועוד שטח המקבילית  ACFDצרי# להראות ששטח המקבילית  

 .DEF  �  וABCי חפיפת המשולשי�  "זאת נראה ע.  ABEDהמקבילית  
 

 
4.   

)) א )( )
1 2 3 4 5

2 4 2 3
1 3 4 2 5

σ
 

= = 
 

 .  זוגית

 

( )( ) ( )
1 2 3 4 5

1 2 5 4 3 4
2 1 5 3 4

τ
 

= = 
 

 .זוגית� אי

 

1)      ב 1 2 3 4 5

1 4 2 3 5
σ −  

=  
 

 ,1 1 2 3 4 5

2 1 4 5 3
τ −

 
=  
 

. 

 

)     ג
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 3 4 2 5 2 1 5 3 4 3 1 5 4 2
σ τ

     
= =     
     

� � , 

 

 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 1 5 3 4 1 3 4 2 5 2 5 3 1 4
τ σ

     
= =     
     

� �. 

 
 

aנניח בשלילה כי קיי�  .5 A∈ עבורו ( ( )) ( ( ))a aσ τ τ σ≠ . נניח בלי הגבלת הכלליות כי( )a aσ אזי . =

( ( )) ( )a aσ τ τ≠ . נסמ�( )a b Aτ = )�קיבלנו ש. ∋ )b bσ )מכא� נובע ש . ≠ )b bτ  כלומר =

( ( )) ( ) ( ( ))a a aτ τ τ τ σ= )ע ולכ� " חחτאבל . = ) ( )a a aτ σ= = .

):קיבלנו ) ( ( )) ( ( )) ( )a a a a a aσ σ τ τ σ τ= = ≠ = aלכל , לכ�. סתירה. = A∈ ( ( )) ( ( ))a aσ τ τ σ= ,
σכלומר  τ τ σ=�  .ל" מש.�

  

β 

 

β 

β 

α
 

γ 

α γ 

γα + A 

C 

D 
E 

F 

B 
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 את המינור i,j≤n≥ 1 עמודות נגדיר לכל �n שורות וn בעלת Aבהנת
 מטריצה  .1
Ai,j להיות המטריצה המתקבלת מ� Aי מחיקת השורה ה" ע�iוהעמודה ה �j .

A| = (-1)|הראו כי  
i+1
⋅ai,1⋅|Ai,1| + (-1)

i+2
⋅ai,2⋅|Ai,2| + … + (-1)

i+n
⋅ai,n⋅|Ai,n| . 

 
 [n,…,1] חלקו את התמורות על � i=1תחילה הוכיחו הטענה עבור : הדרכה

 והשתמשו בנוסחת הדטרמיננטה כמו 1לקבוצות לפי ערכיה
 על הנקודה 

 כללי השתמשו בעובדה שהחלפת שתי �iכדי להוכיח הטענה ל. שנלמדה בכתה
 .שורות עוקבות במריצה משנה את סימ
 הדטרמיננטה

 . במידה והטענה תוכח בשיעוראי
 צור� לפתור תרגיל זה: הערה

 

 |A|הראו כי . i<j ai,j=0∀היינו ,  מטריצה משולשית עליונהA=(ai,j)תהי )  א( .2

 . Aשווה למכפלת אברי האלכסו
 של 

 Aותהי , )di,j=0 מתקיי# i≠jהיינו לכל ( מטריצה אלכסונית D = (di,j)תהי ) ב    (

 .|D⋅A|=|A⋅D|=|A|⋅|D|הראו כי . Dמטריצה כלשהי מאותו המימד כמו 
 

 :�nי ה'ננטה הבאה שווה למספר פיבונצי הוכיחו שהדטרמ .3

 

 :Wandermondeננטת יחשבו את דטרמ .4
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 .הטענה הוכחה בשיעור .1

 

 אינה πנשי� לב כי א� . {n,…,1} תמורה כלשהי על הקבוצה πתהי )  א( .2

 מטריצה A �מאחר ו!). ודאו זאת (π(i)<i � כ� שi≤n>1תמורת הזהות אזי קיי� 

שוב  בחיπ �לכ� תרומת המחובר המתאי� ל.  ai,π(i)=0 �משולשית עליונה הרי ש
מכא� שהמחובר היחיד שנשאר מתאי� לתמורת . 0 הוא Aהדטרמיננטה של 

 .כנדרש, A|=a1,1⋅…⋅an,n|הזהות ומכא� נקבל כי 

 מחלק את כל אברי di,iבפרט . i,j = di,i⋅ai,j(D⋅A)תחילה נשי� לב כי ) ב    (

מאחר והדטרמיננטה היא פונקציה מולטיליניארית  נקבל כי . i �השורה ה

|D⋅A|=d1,1⋅…⋅dn,n⋅|A|י כ� שלכל " עiנחלק את אברי השורה ה � iב � di,i . מאחר
כי ' מתקיי� לפי סעי$ א) ולכ� משולשית עליונה( מטריצה אלכסונית D �ו

|D|=d1,1⋅…⋅dn,n . שלוב שתי הטענות מראה כי|D⋅A| = |D|⋅|A| ,כנדרש. 
 

: n  באינדוקציה על�nי ה' נוכיח שהדטרמננטה הבאה שווה למספר פיבונצ .3

n=0,1 –נניח ל .  ברור(n-1)-ונוכיח ל �n: י פיתוח לפי השורה הראשונה נקבל" ע 

 

כאשר האיבר הימני מגיע מפתוח לפי האיבר השני בשורה הראשונה ואז מפתוח לפי 
י 'מאחר ומתקיימת נוסחת הרקורסיה הכללית של סדרת פיבונצ. העמודה הראשונה

 .n �י ה' שווה למספר פיבונצϕ(n) �הרי ש
 
 :Wandermondeננטת יחשבו את דטרמ .4

 
 

)()2()1(

11000

11000

00110

00111

00011

)1(

11000

11000

00110

00111

00011

11000

11000

00110

00111

00011

)2()2()1()1(

nnn

nnnnnn

ϕϕϕ =−+−

=

−

−

−

−−

−

−

−

=

−

−

−

−×−−×−×
�

�

������

�

�

�

�

�

������

�

�

�

�

�

������

�

�

�

12

1

3

2

33

1

2

2

22

1

1

2

11

1

1

1

1

−

−

−

−

=

n

nnn

n

n

n

n

xxx

xxx

xxx

xxx

W

�

�����

�

�

�



))((
1

0

1∑
−

=

−−−=−
k

i

iikkk
bababa

)(
1

ij

nji

n
xxW −= Π

≤<≤

נחסיר את השורה הראשונה משאר השורות ונפתח את הדטרמננטה לפי העמודה 
 :מקבלי�. הראשונה

  
 :ונקבל!) בדקו אותה (:  נפעיל את הנוסחה הבאה

 

 

�x1כעת נכפיל את העמודה הראשונה ב
i ונחסיר אותה מעמודה ה   �(i+1) עבור 

i=0,…,n-2 .בכל אחת מהעמודותכ� נפתר �נחזור על הפעולה .  מהמחובר האחרו

  צעדי� נקבל(n-2)לאחר . וכ� הלאה, עבור העמודה השנייה
 

 

  צעדי� נקבלnנמשי� בתהלי� ולאחר 
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