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 - 1. 
:  מתקיים)קשירות ( בעמיצור1לפי אקסיומה ח, נניח  .א

מאסוציאטיביות החיבור נובע . 
( : מקיום איבר נגדי מקבלים. (
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.הוכחת סעיף זה דומה לקודם   .ב
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מקומוטטיביות . מיחידות האיבר ההופכי נובע שדי להוכיח את השו

( . כנדרשומהגדרת ההופכי מקבל, (
ויון  .ד

 ים: הכפל
.הוכחת סעיף זה דומה לקודם   .ה

aמיחידות האיבר ההופכי נובע שדי להוכיח את השוו .ו a . מהגדרת
: מחוק הפילוג, 
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)ראשית נוכיח כ .ז )לפי הסעיף הקודם, 1 כלומר  (1
)זהו האיבר הנגדי    אנו רואים שהנגדי -כיוון ש, )1

: לפי הסעיף הקודם. ולכ, 1הוא 
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ובאסוציאטיביות ' נעזר בסעיף ו .ח

באופן דומה ותוך שימוש , )הכפל
בקומוטטיביות הכפל 

:

 b(:םמקבלי
)מיחידות ההופכי די להראות .ט י שימוש בהגדרת "נוכיח זאת ע, (

ההופכי ובקומוטטיביות ואסוציאטיביות 

:הכפל

 כי 

⋅ =
 

, מחוק הפיל, מהגדרת החי .2
: ושוב מהגדרת החיסור,  סעיף ח1משאלה 
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נשתמש בהגדרה זו , : באינדוקציהשימו לב כי ניתן להגדיר א .3
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0מצד אח: וקציה בסיס האינד : מצד שני, )
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,  ×מהגדרת הפעולה . עבור 
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1n+נובע :( 1) ( ) ( ) ( )n a b n a b a b+ × + = × + + +

( ) ( ) ( ) (n a b a b n a n b a n a a n× + + + = × + × + + = × + + × )b b b+
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.ההוכחה דומה לסעיף הקודם  .ב

כפי שהוכחנו , b וגם לכן קיימים . b וגם ונניח בשלילה כי , abנניח כי  .4
: ' סעיף ג1לפי שאלה , מצד שני.  סעיף 1בשאלה 
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5.  -
 למשל האיבר הניטראלי לחיבור הוא , אינה שדה ℜ .א

 בסתירה 0): 0 יכולה לתת 0-אבל מכפלת שני איברים שונים מ
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. לא קיים הופכילכפל אבל למספר 
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. למשל2-אינם שדה כיוון שלא קיים הופכי להשלמים   .ב
ת חיבור וכפל רגילות אינה שדה כיוון שאקסיומת ו עם פעולהקבוצה  .ג

. אינו איבר בקבוצה זו1: למשל, הקשירות לא מתקיימת 1
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00-מהגדרת ה. ראשית נבנה את לוח החיבור .6 לכן האיבר . 0
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1:  כניטראלי לכפל1מהגדרת . סע  לכן זהו השדה .1
 .היחיד האפשרי בן שני איברים
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מרוכבים.   מספרים  הנושא :  
 

θz מוגדר להיות הזווית zהארגומנט של מספר מרוכב : תזכורת   שבין הקטע המחבר את 
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הבאים:  .2 הביטויים  את  לחשב  מנת  על  פולארית  בצורה  העזר 
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הוכח  : .5 

Re .א Z Z ZRe≤ ≤. 

Im .ב ImZ Z Z≤ ≤ .

1 .ג 2 1 2Z Z Z Z⋅ = ⋅

wn1n >

 
 

)2ומר כל(, ס טבעי" מ-ל ,היחידה של י- שרש  אם כי הוכח .6 )w cis n
π=

2 1w −

 (

1 nw אזי (0 w+ + + + =w -1.( ב  − הכפל  רמז – 
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 אלגברה ליניארית 1 – פתרון 2

 
 . מרוכבי� מספרי� :  הנושא

 

a לצורה הבאי� הביטויי� את הבא .1 bi+: 

 .א
2 (2 )(2 ) 4 4 1 3 4

2 (2 )(2 ) 4 1 5 5
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 :הבאי� הביטויי� את לחשב מנת על פולארית בצורה העזר .2

) .א 2 2 )(1 )i i− + − 
 :פתרו�

2 2
( 2 2 )(1 ) 2( 1 )(1 ) 2(1 ) 2( 2 ( 4)) 4 ( 2) 4i i i i i cis cis iπ π− + − = − + − = − − = − − = − − =

 

6 .ב
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6: פתרו� 6
(1 ) ( 2 ( 4)) 8 ( 3 2) 8 ( 2) 8i cis cis cis iπ π π− = − = − = = 

 

 :ות הבאותהמשווא של הפתרונות כל את מצא .3

6  .א
8z =. 

6: קוטבית הצגהנציג את המשואה ב: פתרו�
(cos sin ) 8z r iθ θ= + =. 

6נשווה ערכי� מוחלטי� ונקבל 
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0,1,2...k 6לכ� . = 2 2
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π π
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k...0,1,2עבור  ציא שורש ונקבל  נו=
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z k i k
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  :הוכח .5

Re .א ReZ Z Z≤ ≤. 

zנסמ� : פתרו� x yi= x, כאשר + y R∈ 2 לכ� 2
Re z x x x y z= ≤ ≤ + = 

Im .ב ImZ Z Z≤ ≤. 

zנסמ�  : :פתרו� x yi= x,כאשר  + y R∈ 2 לכ� 2
Im z y y x y z= ≤ ≤ + = 

 .ג
1 2 1 2

Z Z Z Z⋅ = ⋅. 

:  נציג בהצגה קוטבית:פתרו�
1 1 1 1 2 2 1 2

(cos sin ), (cos sin )z r i z r iθ θ θ θ= + = +. 

כעת 

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2
(cos sin ) (cos sin ) (cos( ) sin( ))z z r i r i r r iθ θ θ θ θ θ θ θ⋅ = + ⋅ + = ⋅ + + +

 �לפיכ
1 2 1 2 1 2

z z r r z z⋅ = ⋅ = 

2 אזי היחידה של י�n שרש w א� כי הוכח .6 1
1 0

nw w w −+ + + + �ב הכפל – רמז (�=
1 w−.( 

1 מהנתו�:פתרו� 0w− 1ג�ו ≠
nw 2 לכ�. = 1

(1 )(1 ) 1 0
n nw w w w w−+ + + + − = − =� .

1�ב צמצו� י"ע נקבל w− הדרוש את. 
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.)אין צורך להוכיח את האקסיומות( איברים 4 שדה בן ומצא 1.  
 

על  ) ונגדיר פעולות חיבור וכפל  לא ריקה קבוצה )XPי" ע  :
(

תהי  2. X
) (BBABA \ ∪ )A\BABA ⊕ =⊗ =  -ו ,  הפעולות הנתונות  כי תחתוחיהוכ. ∩

( )XP

CFR

. הוא שדה 
 

/ ⊂⊂ /? האם קיים שדה  - כך ש 3. F 
 

{ }ZnnF = × :11 ∈ ונגדיר ,  שדה  . .4  Fיהי 
 

FF>∞נניח כי  .א F= ? 1האם . 

. F=∞ אבל 1F>∞דוגמא בה מצאו  .ב

FQ=∞הוכיחו כי אם  .ג ⊆/ 1F.   אזי 
 

להוכחה אין צורך : רמז( האם מדובר בתת שדה של הממשיים והמקרים הבאים קבעבכל אחד מ .5
 )לבדוק את כל האקסיומות

 
} .א }QbabaQ /∈⋅+= ,:2]2[ 
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  3 פיתרון תרגיל מספר – 1אלגברה ליניארית 

 

 

 ).אין צורך להוכיח את האקסיומות( איברים 4מצאו שדה בן  .1

 

  :פתרון
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) קבוצה לא ריקה ונגדיר פעולות חיבור וכפל על Xתהי  .2 )XPו , :  י" ע- BABA ∩=⊗ .

)הוכיחו כי תחת הפעולות הנתונות  )XPהשאלה איננה נכונה כי אין הופכי לכפל.  הוא שדה. 

. 
  

CFR - כך שFהאם קיים שדה  .3 /⊂⊂/? 

FRנניח כי : פיתרון FC ונראה כי /⊃ RFzיהי : /= biazאזי , ∋\ . b≠0 - ו=+

Fמסגירות השדה גם 
b
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i ∈

−
Fyix ושוב מסגירות השדה גם =  לכל +∋

Ryx FCכלומר , ,∋ FCולכן , /⊇ =/. 
 

}ונגדיר ,  שדהFיהי  .4 }ZnnF ∈×= :11  . 

 

FFהאם . F>∞נניח כי  .א =1? 
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 .  המוגדרות על הרציונלים
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FQ אזי 1F=∞הוכיחו כי אם  .ג ⊆/ . 
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ע ועל שכן קיימת העתקה הפוכה " חחϕקל לראות כי 
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להוכחה אין צורך : רמז(בכל אחד מהמקרים הבאים קבעו האם מדובר בתת שדה של הממשיים  .5
 )לבדוק את כל האקסיומות

 

} .א }QbabaQ /∈⋅+= ,:2]2[ 

 : שדה של הממשיים- תתQ]2[נראה כי : פיתרון

): סגירות ) ( ) ( ) ( ) [ ]2222 Qdbcadcba ∈⋅+++=⋅++⋅+ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]22222 Qbcadbdacdcba ∈⋅+++=⋅+⋅⋅+ 

2000: קיום איברים ניטרליים ⋅+= ,2011 ⋅+=. 



): קיום נגדי ) ( ) 22 ⋅−+−=⋅+− baba 

02נניח כי : קיום הופכי ≠⋅+ ba 

( ) ( ) ( ) [ ]2
2

2

22

2
2

22

1

Q
ba

ba

baba

ba
ba ∈

−

⋅+
=

⋅−⋅⋅+

⋅+
=⋅+

−
: הערה, 

02 =⋅+ ba0ם " אם== ba בהכרח ,  אי רציונלי2 וביחד עם היות

02
22 ≠− ba.  

} .ב }QcbacbaQ /∈⋅+⋅+= ,,:32]3,2[ 

נטען כי : נראה כי אין סגירות לכפל.  איננו שדהQ]3,2[: פתרון

[ ]2632 Q∉=⋅ . אזי , נניח בשלילה
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לכן . סתירה, 

[ ]2632 Q∉=⋅3,2[ו,  כדרוש[Qאיננו שדה . 
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 .שדה

0632יהי . כל התכונות ברורות פרט לקיום הופכי ≠⋅+⋅+⋅+ dcba  
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0==== dcba אם c או d02 אזי 0- שונה מ ≠⋅+ dc ולכן 
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20.11.05 

 

⋅=0  נתון כי. מספר טבעי  n -ו, F איבר של  a≠0,  שדה Fיהי   .1 an)   החיבור שלa  עם
 .ללא שארית  n  וכי הוא מחלק את, גדול מאפס Fהוכיחו כי המציין של  ). פעמים  nעצמו 
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]- ש3תם בתרגיל חהוכ .3 2], [ 3]Q Qנמקו? האם הם איזומורפיים.  הם שדות. 

 

]של השדה ) מלבד הזהות(מצא אוטומוריפיזים  .4 2]Qלעצמו . 
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. א

2 3 5

2 5 5 6

3 6 10

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + − =

. ב   

2 3 5

2 4 5 6

3 6 10

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + − =

.   ג

2 3 5

2 4 5 6

3 6 25

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + − = −

 

 

 !בהצלחה     

 



 4תרגיל  פתרון 
 
 
 

⋅=0  נתון כי. מספר טבעי  n -ו, F איבר של  a≠0,  שדה Fיהי   .1 an)   החיבור שלa  עם
 .ללא שארית  n  וכי הוא מחלק את, גדול מאפס Fהוכיחו כי המציין של  ). פעמים  nעצמו 

 
⋅=0  נתון כי: פתרון an )  החיבור שלa  עם עצמוn  פעמים.( 

0≠a ,01ולקבל , ולכן ניתן לחלק בו =⋅n)   עם עצמו  1החיבור שלn  פעמים.( 
 . pונסמנו , גדול מאפס Fנובע כי המציין של  , מהגדרת מציין של שדה

prעבור  n=mp+r :    חלוקה עם שאריתp -ב  nנחלק את  <≤0. 

10)(1)1(11: אז ⋅=⋅+⋅=⋅+=⋅= rrpmrmpn 

01כלומר קבלנו ש  =⋅r עבור pr נובע שזהו המספר החיובי , המציין p -מאחר ו. 0≥>

  .r=0  ולכן בהכרח, המינימלי שמקיים זאת
 .ללא שארית  n   מחלק את pכלומר  , n=mp+r=mp   לכן 
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]- ש3תם בתרגיל חהוכ .3 2], [ 3]Q Qנמקו? האם הם איזומורפיים.  הם שדות. 

 
 .פייםהשדות אינם איזומור: פתרון

:נניח בשלילה כי קיים איזומורפיזים : הוכחה [ 2] [ 3]f Q Q→. 

 
(1) -מכיוון ש 1f n - אזי נקבל שלכל  = N∈ מתקיים ( )f n n= , ןכן מתקיים

0 (0) ( ( )) ( ) ( ) ( )f f n n f n f n n f n= = + − = + − = + ) -זה גורר ש, − )f n n− = − ,

zנקבל שלכל ולכן  Z∈מתקיים  ( )f z z=  

1בנוסף  1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )f z z f z f z z f z− − −= ⋅ = ⋅ = 1 ולכן ⋅ 1

( )f z z− −=. 



qלכל : מסקנה Q∈ , מתקיים( )f q q=. 

 

)נסמן  . 2 מעתיקה את f כעת נבדוק לאן 2) 3 for some ,f a b a b Q= + ∈. 

0b -ברור ש ) - כי אחרת נקבל ש ≠ 2)f a Q=  -ע ו" היא פונקציה חחf והרי ∋

( )f a a= 

איזומרפיזיים של שדות על כן מתקיים   f -לפי ההנחה מכיוון ש
2 2

2 (2) ( 2 2) ( 2) ( 2) ( 3)( 3) 3 2 3f f f f a b a b a b ab= = ⋅ = ⋅ = + + = + +

  

0aאם    נקבל ≠
2

2 2 2 3
2 3 2 3 3

2

b
a b ab

ab

−
= + + ⇔ a, - ומכיוון ש= b Q∈ נקבל 

3-ש Q∈וזה סתירה . 

 

0aאם  2 נקבל =
2 3b= כלומר 

2

3
b  - ומכיוון ש=

2

3
ראציונלי קיבלנו - הוא מספר אי

 .סתירה

]של השדה ) מלבד הזהות(מצא אוטומוריפיזים  .4 2]Qעצמו ל. 

 

:נגדיר : פתרון [ 2] [ 2]f Q Q→באופן הבא  :( 2) 2f a b a b+ = −. 

 
 .נראה שזה אוטומורפיזים

(1) :הומומורפיזים 1f = 

:   כפל
1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2

(( 2)( 2)) (( 2 ) ( ) 2) ( 2 ) ( ) 2 ( 2)( 2) ( 2) ( 2)f a b a b f a a b b a b a b a a b b a b a b a b a b f a b f a b+ + = + + + = + − + = − − = + +

 

:  חיבור
1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 2(( 2 2)) (( ) ( ) 2) ( ) ( ) 2 ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)f a b a b f a a b b a a b b a b a b f a b f a b+ + + = + + + = + − + = − + − = + + +

 

יהיו : ע"חח
1 1 2 2

2, 2 [ 2]a b a b Q+ + נניח כי , ∋

1 1 2 2
( 2) ( 2)f a b f a b+ =  אזי +

1 1 1 1 2 2 2 2
( 2) 2 2 ( 2)f a b a b a b f a b+ = − = − =   כלומר נקבל +

1 1 2 2
2 2a b a b+ = +. 

 

2יהי :על [ 2]a b Q+ 2a  ניקח ∋ b− ונקבל ( 2) 2f a b a b− = +. 

 

 :םפתרו את מערכת המשואות מעל הממשיי .5
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: פתרון

.א
2 2 1 3 2 1

3 3

12 , 3

10

1 2 3 5 1 2 3 5 1 2 3 5

2 5 5 6 0 1 1 4 0 1 1 4

3 6 1 10 0 0 10 5 1
0 0 1

2

R R R R R R
R R

−← − ← − ←

 
    
    

→ − − → − −    
     − − −     

 

 

 

1 1 2 1 1 3 2 2 32 , 5 ,

21
1 0 0

2

7
0 1 0

2

1
0 0 1

2

R R R R R R R R R← − ← − ← +

 
 
 

− →
 
 
  
 

 

 
 יש ל" הנתהליניאריוולכן יש למערכת המשוואות , אין משתנים חופשיים. במקרה זה כל המשתנים מובילים

:   הפתרון הוא.פתרון יחיד
21 7 1
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2 2 2
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= = =. 

. ב
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0נשים לב שבשורה האחרונה קיבלנו  35z⋅  .ל אין פתרון"כלומר למערכת המשוואות הנ,  וזה לא יתכן=
 
.ג

2 2 1 3 3 1 3 3 22 , 3 10
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3 6 1 25 0 0 10 40 0 0 0 0
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→ − − → − −     
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קיבלנו שורת אפסים נמשיך 
2 2 1 1 2( 1) , 3

1 2 0 7

0 0 1 4

0 0 0 0

R R R R R← − ← +
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tאם . יכול לקבל שרירותי בממשיים y.  yקיבלנו משתנה חופשי  t R= אז נקבעים ערכים לשאר  ∋

: המשתנים
7 2 7 2

4

x y t

z

= − − = − −

=
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): פתרון כללי , , ) ( 7 2 , , 4)   x y z t t t R= − − ∈ 
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 1אלגברה לינארית 
 5תרגיל 
 

)},,(:023{נתבונן באוסף השלשות  .1 =−+∈= cbaRcbaL . נגדיר עלL פעולת 

),,(),,(),,(חיבור  fcebdafedcba ופעולת כפל בסקלר , +=+++

),,(),,( tctbtacbat  .R עם הפעולות שהגדרנו הוא מרחב וקטורי מעל Lהוכיחו כי . =

 

 מרחב וקטורי מעל Vיהי  .2
2

Z ,הוכיחו כי לכל . השדה בן שני איבריםv V∈ מתקיים 

0v v+ =. 

 
) - נסמן בXעבור קבוצה כלשהי  .3 )P X את אוסף תתי הקבוצות של X . עבור שתי

,קבוצות  ( )A B P X∈י של  נגדיר את ההפרש הסימטרAו -Bי " ע

( ) \ ( )A B A B A B= ∪ )הראו כי בכך הגדרנו על . �∩ )P X מבנה של מרחב וקטורי 

מעל 
2

Z. 
 3העזרו בשאלה : רמז
 

האם ניתן להגדיר על  .4
4

Z מבנה של מרחב וקטורי מעל 
2

Z? 
 3העזרו בשאלה : רמז
 

,בהינתן שתי פונקציות  .5 :f g R R→ , נגדיר את פונקציית הסכום:f g R R+ י " ע→

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = t-ל, וכן. + R∈ ,  נגדיר:tf R R→י " ע( )( ) ( )tf x t f x= ⋅ .

.  ביחס לפעולות שהגדרנוRקבעו האם הקבוצות הבאות הן מרחבים וקטורים מעל 
 .םהוכיחו או הפריכו בקצרה את תשובתכ

 
}. א : }A f R R=  )R- לR-אוסף כל הפונקציות מ       (    →

}. ב : , (8) 1}B f R R f= →  )1 הוא 8-ב שערכן R- לR-אוסף הפונקציות מ       (  =

}. ג : , (8) 0}C f R R f= → =  



 1אלגברה לינארית 
 5תרגיל פתרון 

 
)},,(:023{נתבונן באוסף השלשות  .1 =−+∈= cbaRcbaL . נגדיר עלL פעולת 

),,(),,(),,(חיבור  fcebdafedcba ופעולת כפל בסקלר , +=+++

),,(),,( tctbtacbat  .R עם הפעולות שהגדרנו הוא מרחב וקטורי מעל Lהוכיחו כי . =

3מאחר ו: פתרון
RL  תת L-מספיק להראות ש, כדי להראות שזהו מרחב וקטורי, ⊇

 .יש להראות סגירות לחיבור ולכפל בסקלר, כלומר. מרחב
Lfedcba יהיו  023,023 כלומר ),,,(),,(∋ =−+=−+ fedcba ויהי t R∈ .אזי: 

• 0)23()23()(2)()(3 =−++−+=+−+++ fedcbafcebda , לכן

Lfcebdafedcba ∈+++=+ ),,(),,(),,(. 

• 0)23()(2)(3 =−+=−+ cbattctbta , לכןLtctbtacbat ∈= ),,(),,(. 

3 תת מרחב של Lלכן 
R , ובפרט זהו מרחב וקטורי מעלR. 

 

 מרחב וקטורי מעל Vיהי  .2
2

Z ,הוכיחו כי לכל . השדה בן שני איבריםv V∈ מתקיים 

0v v+ =. 

vראשית נראה כי לכל : פתרון V∈ ,00 =⋅ v)  הכוונה היא ל
VF v 00 =⋅.( 

vvvv, ובכן ⋅+⋅=⋅+=⋅    מיחידותו של האיבר . נייטרלי לחיבור v⋅0, כלומר. 0)00(00

00נובע כי ,  וקטוריהנייטרלי לחיבור במרחב =⋅ v. 
v יהי ,כעת V∈ . 11(00אזי( =⋅=⋅+=+ vvvv , כי

2
Z 1+1=0ולכן , 2 ממציין. 

 
) - נסמן בXעבור קבוצה כלשהי  .3 )P X את אוסף תתי הקבוצות של X . עבור שתי

,צות קבו ( )A B P X∈ נגדיר את ההפרש הסימטרי של Aו -Bי " ע

)(\)( BABABA )הראו כי בכך הגדרנו על . ∆=∪∩ )P X מבנה של מרחב וקטורי 

מעל 
2

Z. 

, נגדיר חיבור בין :פתרון ( )A B P X∈ונגדיר כפל בסקלר מ. מטרי ביניהן כהפרש הסי-
2

Z 

⋅=φ: י"ע A0ו - AA )נראה כי . ∋XPA)( לכל 1⋅= )P X עם הפעולות הללו מהווה 

מרחב וקטורי מעל 
2

Z. 

,אם : חיבור קשירות ל • ( )A B P X∈ אזי גם )(XPBA ∈∆. 

ABABABBABABA: קומוטטיביות • ∆=∩∪=∩∪=∆ )(\)()(\)(. 

)()(י שרטוט דיאגרמה ש "ע, ניתן לראות: אסוציטיביות • CBACBA ∆∆=∆∆= 

CBAאוסף האיברים שנמצאים באחת או בשלוש מהקבוצות  רק  אך לא ,,

 . מהןשתייםב

 .XP∈φ)(האיבר הנייטרלי לחיבור הוא : קיום איבר ניטרלי לחיבור •

AAAAA:  מתקיים∋XPA)(לכל , ואכן ==∩∪=∆ φφφφ \)(\)(. 



 ,ואכן. A הוא ∋XPA)(-האיבר הנגדי ל, 2פ שאלה "ע" קיום נגדי •
φ==∩∪=∆ AAAAAAAA \)(\)( 

0)(אז כמובן  , ∋XPA)(אם:קשירות לכפל בסקלר • XPA ∈=⋅ φו - 
)(1 XPAA ∈=⋅ 

• , ( )A B P X∈ 0)(0)0()0( אזי BABA - ו∆==⋅∆⋅

)1()1()(1 BABABA )()()(כלומר . ∆=∆=⋅∆⋅ tBtABAt  לכל ∆=∆
2

Zt∈. 

לכל  •
2

, Zst sAtAAst מתקיים ∋XPA)( ולכל ∋ +=+ יקה מיידית  בד- )(

0;1,0;0,1;1: עבור כל אחד מהמיקרים ======== stststst. 

לכל  •
2

, Zst )()( מתקיים ∋XPA)( ולכל ∋ sAtAts  .ל" כנ- =

AA מתקיים ∋XPA)(לכל  •  .פ הגדרה"ע, 1⋅=

)לכן  )P X עם הפעולות שהגדרנו מהווה מרחב וקטורי מעל 
2

Z. 

 
 

האם ניתן להגדיר על  .4
4

Z מבנה של מרחב וקטורי מעל 
2

Z? 

 מרחב וקטורי מעל Vאם , שכן. לא :פתרון
2

Z לכל  אזיv V∈ 0 מתקייםv v+ =. 

  -ואילו ב
4

Zיש איברים שאינם נגדיים לעצמם :   
)4(mod0233

),4(mod0211

≠≡+

≠=+
 

 

,בהינתן שתי פונקציות  .5 :f g R R→ , נגדיר את פונקציית הסכום:f g R R+ י " ע→

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = t-ל, וכן. + R∈ ,  נגדיר:tf R R→י " ע( )( ) ( )tf x t f x= ⋅ .

 .  ביחס לפעולות שהגדרנוRמעל קבעו האם הקבוצות הבאות הן מרחבים וקטורים 

 
}. א : }A f R R=  )R- לR-אוסף כל הפונקציות מ       (    →

יש לבדוק , בנוסף.  סגירות לחיבור וכפל בסקלר נובעת מההגדרה:כן 
 .4כמו בשאלה , התקיימות כל התכונות

 
}. ב : , (8) 1}B f R R f= →  )1 הוא 8- שערכן בR- לR-אוסף הפונקציות מ       (  =

Bgfאם , למשל. אין סגירות לחיבור ולכפל בסקלר: לא  כלומר , ,∋

1)8()8( == gf 8()8()8(211 אזי)(( =+=+=+ gfgf , לכןBgf ∉+ 

 
}. ג : , (8) 0}C f R R f= → =  

ACמאחר ו: כן  : ואכן.  תת מרחבC-מספיק להראות ש, ורי מרחב וקטA- ו⊇

Cgf :ירות לחיבורסג )8()8(0כלומר , ,∋ == gf אזי 

000)8()8()8)(( =+=+=+ gfgf , לכןCgf ∈+. 

))(8()8(00 :סגירות לכפל בסקלר =⋅=⋅= tfttf , ולכןCtf CfRt לכל ∋ ∈∈ ,. 

 .Rובפרט זהו מרחב וקטורי מעל , A לכן זהו תת מרחב של 



 אלגברה לינארית 1 – תרגיל 6
 
 

)יהיו . 1 )1
,...,

n
v vל מעל מרחב לינארי " וקטורי� בתV . הראו כי לכלλ ולכל i j≠ ג� 

( )1
,..., ,...,

i j n
v v v vλ+החלפנו רק את . (ל" בתiv( 

 

3� הא� הוקטורי� הבאי� ב.א. 2
 ? תלויי� לינארית�

     1)      (3,1,0( ,)1,0,2( ,)4,1,4�( 
     2)      (3,1,0( ,)1,0,2( ,)6�,3,2 ( 

  

 הא� הפונקציות הבאות תלויות   . א.5 שאלה 5 מרחב הפונקציות הממשיות מתרגיל Aיהי .    ב

  ?A במרחב �        לינארית מעל 

    1 (2

1 2 3
( ) 1, ( ) , ( )f t f t t f t t= = =  

2 (2

1 2 3
( ) 1 , ( ) (1 ), ( ) 1f t t f t t t f t t= − = − = − 

הא� . ג
3 2 1

( , 2,1 ), ( ,1,0), (1,0,1)v i i v i v= + = 3כוקטורי� ב(? �תלויי� לינארית מעל  =
�( 

% לינארי של כצירו) 1,2,3( הציגו את הוקטור  
1 2 3
, ,v v v. 

 
 

}יהי . 3 }: 0P x x= ∈  . אוס% המספרי� הממשיי� החיוביי��<

,:     נגדיר פעולת חיבור באופ' הבא ,x y P x y xy∀ ∈ ⊕  של שני איברי�" חיבור"כלומר ה (=

,וכ' לכל ) ��הוא מכפלת� ב x Pλ∈ ∈� x xλλ =i . 

 . לפי פעולות אלו� מרחב לינארי מעל  Pהראו כי . א

a,0הראו כי לכל . ב a P≠ }מתקיי�∋ }:P aλ λ= ∈� 

F ויהי F מרחב לינארי מעל שדה Vיהי . ג F′  )  כקבוצה (V כי )בקצרה (הראו.  תת שדה⊃
Fמרחב וקטורי מעל   )Fוהכפל בסקלר מוגדר לפי הכפל מעל , עבור אותה פעולת חיבור. (′

 הראו שכל מספר רציונלי חיובי נית' להצגה באופ' . � כעל מרחב לינארי מעל P' על נתבונ. ד

 ) המשפט היסודי של האריתמטיקה–רמז . (�יחיד כצירו% לינארי של מספרי� ראשוניי� מעל 
 
 

}ויהי . � מרחב לינארי מעל Vיהי . 4 }( , ) : ,V V x y x y V× = ∈ �  אוס% הזוגות של איברי� 

�מV . הראו כי נית' להגדיר עלV V× ת הפעולות הבאות בעזר� מבנה של מרחב לינארי מעל: 

. א
1 1 2 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y+ = + + 

z,.  ב a bi z= + ∀ ∈�   ( , ) ( ) ( , ) ( , )z x y a bi x y ax by ay bx⋅ = + ⋅ = − + 















 



 7'  תרגיל מס– ו" תשס1אלגברה ליניארית 
 

},,{ ויהיו F מרחב וקטורי מעל שדה Vא יה .1 321 vvvוקטורים ב -V. 

},,{הוכיחו כי אם הוקטורים  .א 321 vvvל והמציין של " בתFאזי גם 2- שונה מ 

},,{: הוקטורים 133221 vvvvvv : הראו בנוסף כי. ל" הם בת+++

},,{},,{ 321133221 vvvspanvvvvvvspan =+++ 

},,{ אזי הוקטורים 2 הוא Fהראו כי אם המציין של  .ב 133221 vvvvvv  תלויים +++

 .ליניארית

)1,1,1,()2,1,1(: נתונים הוקטורים .2 21 −== vv 3 במרחב
ℜ ,ל "הראו כי וקטורים אלו בת

3ומיצאו וקטור 

3 ℜ∈v321- כך ש ,, vvv 3 מהווים בסיס של
ℜ .הוכיחו את תשובתכם. 

)2,1,1,()1,2,1,()1,1,2,()1,1,1(: נתונים הוקטורים .3 4321 ==== vvvv 3 במרחב
ℜ . הראו כי

3קטורים אלו פורשים את ו
ℜ ,קבוצה של-ומיצאו תת },,,{ 4321 vvvv3- המהווה בסיס ל

ℜ. 

 :המרחבים הבאים-מיצאו בסיסים לתתי .4

)},,(|023{ .א =++= cbacbaW 11 מעל השדהZ , כלומרWמרחב של - הוא תת
3

11)(Z. 

][}|{יהא  .ב 01

2

2

3

3

3
CaaxaxaxaxC i  כלומר מרחב הפולינומים =+++∋

][ויהא . 3המרוכבים ממעלה לכל היותר 
3 xCW :  תת המרחב⊇

}0)0()1(|][)({
3

==∈= ppxCxpW)  3≤כלומר כל הפולינומים ממעלה 

 .W-או בסיס למיצ ) 1- וב0-המתאפסים ב

cos,(sin),sin,(cos(:  ונתבונן בוקטוריםθנקבע זווית  .5 21 θθθθ −== vv 2 במרחב
ℜ. 

2 הם בסיס של vv,21הוכיחו כי  .א
ℜ. 

),(עבור וקטור  .ב yxu  -כך ש) y- וx-התלויים כמובן ב (b- וaמיצאו , =

21 vbvau ⋅+⋅=. 

: כלומר, י מעל הממשיים' מרחב סדרות פיבונצVיהא  .6

}|,...),,{( 12321 nnn aaaaaaV +==
++

וקטורים וכפל בסקלר כפי  עם פעולות חיבור 

 .שראינו בתירגול

 ).2כלומר קיים בסיס בגודל  (2 הוא Vהוכיחו כי מימד  .א

 סדרה הנדסית היא סדרה מהצורה.  המורכב מסדרות הנדסיותV-מיצאו בסיס ל .ב

,...),...,,,,(
32 naqaqaqaqa. 

 כצרוף לינארי uהציגו את . י הסטנדרטית' פיבונצ סדרתu=)8,5,3,2,1,1,0(...,תהא  .ג

י ' בסדרת פיבונצn-וקבלו נוסחא לאיבר במקום ה', ף בשל הבסיס שמצאתם בסעי
 .הסטנדרטית

 



 7 פתרון תרגיל – ו" תשס1אלגברה ליניארית 
 

},,{נניח כי  .א-1 321 vvv0תהא , ל" בת)()()( 133221 =+++++ vvcvvbvva תלות ליניארית 

},,{של  133221 vvvvvv : אם נפתח סוגריים ונקבץ איברים נקבל. +++

0)()()( 321 =+++++ vcbvbavcaכיוון ש -},,{ 321 vvvם השוויונותל מתקבלי" בת :









=+

=+

=+

0

0

0

cb

ba

ca

===0 פיתרון השוויונות נותן  cba . שימו לב שבפיתרון המשוואות השתמשתם

 .2 אינו Fבדה שמציין עוב

},,{כעת נניח כי    133221 vvvvvv 0321ל ותהא " בת+++ =++ cvbvav תלות ליניארית 

},,{של  321 vvv .ל שווה ל"השוויון הנ, כפי שנראה מיד-

0)(
2

)(
2

)(
2

133221 =+
+−

++
++−

++
−+

vv
cba

vv
cba

vv
cba

 : ולכן

0=+−=++−=−+ cbacbacba .0-ומכאן קל לקבל ש=== cba. 

 

},,{נסמן    321 vvvspanU },,{- ו= 133221 vvvvvvspanW -עלינו להראות ש. =+++

WU Wvvv-די להראות ש. = ∈321 WUולכן  (,, Uvvvvvv-וש) ⊇ ∈+++ )(),(),( 133221 

UWולכן ( Uvvvvvvברור כי ). ⊇ ∈+++ )(),(),( Wv-כדי להראות ש. 133221  יש 1∋

cbaלמצוא סקלרים  1133221- כך ש,, )()()( vvvcvvbvva מתקבלות שלוש . +++++=

:ואותמשו








=+

=+

=+

0

0

1

cb

ba

ca

2/1,2/1,2/1 שפתרונן הוא  =−== cba . באופן דומה מראים גם עבור

32 ,vv. 

 

)()()(0: קיים שוויון, 2 הוא Fכיוון שמציין  .ב-1 133221 =+++++ vvvvvv הנותן תלות 

 .ליניארית
 
אם היו הווקטורים תלויים ליניארית אזי אחד מהם היה צרוף . ל"נראה תחילה כי הווקטורים בת  .2

ברור שאף אחד . a לאיזה סקלר 1av- היה שווה ל2v או 0 היה 1v, דהיינו. ליניארי של קודמיו

 .ל"קטורים בתולכן הוו, משני הדברים לא מתקיים

},{כל וקטור במרחב    21 vvspan 2( הוא מהצורה,,( bababa לכן הווקטור , ++−

)0,0,1(3 =vאינו שייך ל -},{ 21 vvspan . מטענה שראיתם בכיתה אנו למדים כי},,{ 321 vvv 

 .ל"בת
 

4321כדי להראות שהווקטורים   .3 ,,, vvvv 3 פורשים אתℜ , די להראות כי

4321 נפרשים על ידי )0,0,1,()0,1,0,()1,0,0(:הווקטורים ,,, vvvv .למשל, קל להראות זאת :

41

42

43

)1,0,0(

)0,1,0(

)0,0,1(

vv

vv

vv

−=

−=

−=

 

4321כדי למצוא בסיס מבין    ,,, vvvv ,ניתן לעשות . ידי האחרים-יש למצוא וקטור הנפרש על 



03: למשל. טריוויאלית-זאת על ידי מציאת תלות ליניארית לא 4321 =−++ vvvv . בעזרת תלות

321ולכן ,  הוא צרוף ליניארי של האחרים4vזו רואים כי  ,, vvv הפורשת את 3קבוצה בגודל ( בסיס 
3ℜ.( 

 
)},,23(|,{: קל לראות כי .א-4 ℜ∈−−= yxyxyxW . 0,1נציב == yx ונקבל וקטור 

)3,0,1(1 −=w . 1,0נציב == yx 2)2,1,0( ונקבל וקטור −=w . 21הווקטורים,wwל " הם בת

 .ולכן הם הבסיס המבוקש, )נמקו מדוע (Wופורשים את 
 

01יהא  .ב-4

2

2

3

3)( axaxaxaxw )0(0-מכך ש. W- פולינום ב=+++ =w מקבלים כי 

00 =a .1(0-מכך ש( =w 00123 מקבלים כי =+++ aaaa.נסיק כי כל פולינום ב -W הוא 

xaaxaxaמהצורה  )( 23

2

2

3

3 0,1נציב . W-וכל פולינום כזה הוא ב, ++−− 23 == aa ונקבל 

xxxpפולינום  −= 3

1 1,0נציב . )( 23 == aa ונקבל פולינום xxxp −= 2

2 הפולינומים . )(

21, ppל ופורשים את " הם בתW) ולכן , )יעבדו גם כאן' אותם נימוקים כמו בסעיף א, נמקו מדוע

 .הם הבסיס המבוקש
 

021: בהינתן תלות ליניארית .א-5 =+ bvav נמצא מהם aו -b. מתקבלת מערכת 

:משוואות




=−

=+

0cossin

0sincos

θθ

θθ

ba

ba
0cosאם .  =θ 1 אזי ברור כיsin ±=θ 0 ולכן== ba .

θtanabאחרת  0: נציב במשוואה הראשונה, =
cos

sin
cos

2

=+
θ
θ

θ aa .מכאן מקבלים ש-

0
cos

sincos
22

=
+

θ
θθ

a ,אגף שמאל שווה ל-
θcos

1
a . 0ולכן=a 0 ומכאן שגם=b. 

 

: פתרון המשוואות המתאימות נותן .ב-5
θθ

θθ

cossin

sincos

yxb

yxa

−=

+=
),(21- כך ש bvavyx +=. 

 

),,(...,י 'קל לראות שכל סדרת פיבונצ . א-6 321 aaa נקבעת ביחידות על ידי שני האיברים הראשונים 

1)0,1(..., תהא .2a- ו1aבסדרה  =u 2)1,0(..., ותהא =u . 21קל להראות כי,uuל " הם בת

 ).נמקו (Vי 'ופורשים את מרחב סדרות פיבונצ
 

),,(...,תהא . י'ראשית נמצא אילו סדרות הן גם סדרות הנדסיות וגם סדרות פיבונצ .ב-6 321 aaa 

=−1- כך שq- וa קיימים מצד אחד, סדרה שכזו n

n aqa) מצד שני). כיוון שזו סדרה הנדסית 

nnn aaa += ++ 11על ידי הצבה מקבלים כי . י' כיוון שזו סדרת פיבונצ12 −+ += nnn aqaqaqלכל  

n .ולכן נניח כי  , איננו מעוניינים בסדרת האפסaו -q מתקבלת משוואה ריבועית. 0 אינם :

1
2 += qqשפתרונותיה הם  :

2

51

2

51
21

−
=

+
= qq . מתקבלות שתי

:סדרות
,...),,,1(

,...),,,1(

3

2

2

222

3

1

2

111

qqqv

qqqv

=

=
. ל"וקל להראות כי הן בת, י'סדרות אלו הן גם סדרות פיבונצ. 

 .V-סדרות אלו הן בסיס ל, 2 הוא Vמכיוון שמימד 
 



21)8,5,3,2,1,1,0(...,- כך שb- וaוא  למציש  .ג-6 =+ bvav . מספיק למצואaו -b הפותרים את 

: מערכת המשוואות




=+

=+

1

0

21 bqaq

ba
:  הפיתרון המתאים הוא).' סעיף א–רמז ? מדוע (

1,1 −== ba . 21)8,5,3,2,1,1,0(...,לכן =− vvוהאיבר ה -n8,5,3,2,1,1,0...,י ' בסדרת פיבונצ 

: נתון על ידי הנוסחא

11

2

51

2

51
−−










 −
−









 +
nn

 ).0כאשר האיבר הראשון בסדרה הוא  (



 8תרגיל  –אלגברה לינארית 

 

 :בנוסף הגישו את השאלות הבאותו  לשבוע הבא7יש להגיש את תרגיל 

1 ו F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי .1
{ , , }nA Vα α=  של סופית קבוצה-תת …⊇

 :ענות הבאותהפריכו את הט\ הוכיחו.V-מ וקטורים

אם . א
1
, , nα α… לכל ל אז"בת Aα  גם ∌

1
, , nα α α α+  .ל"בת …+

אם . ב
1
, , nα α… לכל ל אז"בת ( )span Aα  גם ∌

1
, , nα α α α+  .ל"בת …+

 .F שדה מעל 3לכל היותר  הפולינומים ממעלה של כל וקטורי מרחבה V יהי .2

 :הפריכו\הוכיחו

 ששווה Fעבור . א
5
ℤ 3 הוקטורים 2 2

1, 1, , 1x x x x x x x− + + + +  .V פורשים את +

3 הוקטורים כלשהו Fעבור . ב 2 2
1, 1, , 1x x x x x x x− + + + +  .V פורשים את +

1 עם בסיס F שדה  מעלוקטורי מרחב V יהי .3
{ , , }nA Vα α= ⊆…. 

Uלכל : הפריכו\הוכיחו V⊆ קבוצה של-קיימת תת ו"מ-תת A היא בסיס לש U. 

1 יהיו .4
, , kc c ∈… ℝ  יהיוקבועים V 1 אוסף כל הסדרות הממשיות, 1 2

( ) ( , , )
i i

a a a
=

=
…

… 

,  i שמקיימות לכל
1 2 1 1i k i i k i k

a c a c a c a
+ + + −
= + חיבור עם פעולות  ,V הוכיחו ש. …+

 .ו וחשבו את מימדו"מ הוא ,קורדינטה-קורדינטהוכפל בסקלר 



 8תרגיל  –אלגברה לינארית 

 

 :בנוסף הגישו את השאלות הבאותו  לשבוע הבא7יש להגיש את תרגיל 

1 ו F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי .1
{ , , }nA Vα α=  של סופית קבוצה-תת …⊇

 :ענות הבאותהפריכו את הט\ הוכיחו.V-מ וקטורים

אם . א
1
, , nα α… לכל ל אז"בת Aα  גם ∌

1
, , nα α α α+  .ל"בת …+

: נגדית' דוג.  לא נכון:פתרון
1 1

1, { }, 1n A Vα α= = = ∈ = ℝל אבל " מקיים הנ

1 Aα = − כן - וכמו∌
1

0α α+  .ל" וזו קבוצה ת=

1אם . ב
, , nα α… לכל ל אז"בת ( )span Aα 1 גם ∌

, , nα α α α+  .ל"בת …+

 קרי 0נ ששווה "יהא צל: הוכחה.  נכון:פתרון

0 ( ) (1 .. 1)
i i i i i i

i i i i

a a aα α α α α α= + = + = + + + =∑ ∑ ∑ ∑ 

 אז ניתן להעביר אגף ולחלק בסקלר זה ונקבל ש 0אם סכום האחדים שונה מ 

( )span Aα  כל A ואז מאי תלות 0סכום האחדים שווה  ה להנחה ולכן וזה בסתיר∋

 .ל" ומש0הסקלרים שווים 

 .F שדה מעל 3לכל היותר של כל הפולינומים ממעלה  וקטורי מרחבה V יהי .2

 :הפריכו\הוכיחו

 ששווה Fעבור . א
5
ℤ 3 הוקטורים 2 2

1, 1, , 1x x x x x x x− + + + +  .V פורשים את +

: מספיק להראות שהם פורשים את הפולינומים הסטנדרטיים: 'דרך א.  נכון:פתרון

( ) ( )
1 1

1 1 1
2 2

x x= + − −
 וגם 

( ) ( )
1 1

1 1
2 2

x x x= + + −
,1 כיוון שפרשנו את  xאז גם  

2 2
( 1) 1x x x x= + + −  נפרש ולכן גם −

3 3 2 2
( )x x x x x x= + + −  . נפרש וסיימנו−

.  נקבל שהם פורשים4ל וכיוון שמימד המרחב הוא "מספיק להראות שהם בת: 'דרך ב

ראינו (נ של קודמיו "ל שום וקטור אינו צל"לכן מספיק להראות  שבסדר הנ

ר במקרה הזה זה ברו). נ של קודמיו"מ איזשהו וקטור הוא צל"ל אמ"שווקטורים ת

השמאלי (נ של קודמו "משקולי דרגת הפולינומים ונעיר שלגבי השני הוא אינו צל



 X שהרי המקדם של 1כיוון שאם הוא היה כפולה של קודמו אז הוא כפולה ב ) ביותר

1 אך אז המקדם החפשי שונה שהרי 1בשניהם הוא  1≠ 5 ב −
ℤ .ל"מש. 

3 הוקטורים כלשהו Fעבור . ב 2 2
1, 1, , 1x x x x x x x− + + + +  .V פורשים את +

2ב .  לא נכון:פתרון
ℤל ולכן גם "שמאליים שווים ולכן זו קבוצה ת שני הוקטורים ה

 ). מ פורשת"ל אמ" כמו המימד ולכן בת4גודלה (לא פורשת 

1 עם בסיס F שדה  מעלוקטורי מרחב V יהי .3
{ , , }nA Vα α= ⊆…. 

Uלכל : הפריכו\הוכיחו V⊆ קבוצה של-קיימת תת ו"מ-תת A שהיא בסיס ל U. 

: נגדית' דוג.  לא נכון:פתרון
2

{(1,0), (0,1)},A V= = ℝ ו {( , ) : }U x x x= ∈ℝ . אין

 .U כלל לא שייכים ל Aקבוצה כזו כיוון שאברי -תת

 יהיו .4
1
, , kc c ∈… ℝ  יהיוקבועים V אוסף כל הסדרות הממשיות 

1, 1 2
( ) ( , , )

i i
a a a= =

…
… 

i  ,1 שמקיימות לכל 2 1 1i k i i k i k
a c a c a c a+ + + −= + עם פעולות חיבור  ,V הוכיחו ש. …+

 .ו וחשבו את מימדו"מ הוא ,קורדינטה-קורדינטהוכפל בסקלר 

ראשית כתת ". טובות"ל "לשם הנוחות נקרא לסדרות שמקיימות את התנאי הנ :פתרון

תם פעולות חיבור וכפל בסקלר מספיק קבוצה של מרחב כל הסדרות הממשיות אם או

ו ולזה מספיק לבדוק שזו קבוצה לא ריקה וסגורה לחיבור וכפל "לבדוק שזהו תמ

)יהיו .  ולכן זו לא קבוצה ריקה"טובה"סדרת האפסים . בסקלר ), ( )
i i

a b שתי סדרות 

נסמן .  סקלר כלשהוxו " טובות"

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i i

i i i

e a b a b

d x a xa

= + = +

=   אז =

1 2 1 1 1 2 1 1

1 2 1 1

( ) ( )

i k i k i k

i i k i k i i k i k

i i k i k

e a b

c a c a c a c b c b c b

c e c e c e

+ + +

+ + − + + −

+ + −

= + =

= + + + + + =

= + +

… …

…

  

1וגם  2 1 1 1 2 1 1
( )

i k i k i i k i k i i k i k
d xa x c a c a c a c d c d c d+ + + + − + + −= = + + = + +… … 

)גם  שמכאן  ) ( ), ( )
i i i

a b x a+ כנדרש" טובות" סדרות. 

 kרואים שבהנתן " טובה"מהגדרת סדרה . k ולכן המימד הוא kנמצא בסיס בגודל 

 האיברים הראשונים יכולים kכן - שאר האיברים נקבעים וכמו–איבריה הראשונים 



יות הראשונות בה הן בסיס -k-שהלכן מספיק למצוא קבוצה . להיות שרירותיים

k אברי בסיס ל kניקח . יות הממשיות-k-למרחב כל ה
ℝנשלים אותם ל -k סדרות 

נ של סדרות אלו נקבל את כל הסדרות הטובות זו קבוצה "י צל"כיוון שע. טובות

יות הראשונות בהן -k-נ של ה"תו צל אז וודאי או0נ שלהן שווה "ואם צל. פורשת

 .יטריוויאלנ "יות הראשונות זהו צל-k-תלות ה- ולכן מאי0-ית ה-k-שווה ל

- ניתן לראות את איתהליניארי  שאתם מכירים את מושג ההעתקה עכשיו:שימו לב

י שליחת סדרה טובה ל "עגם למשל תלות סדרות אלו 
k
ℝהאיברים  של כל שכחהי " ע

 סדרות kובחרנו ). בדקו זאת-זה קל (תליניאריזו העתקה .  הראשוניםk-פרט ל

 עוד אפשרות היא להגדיר את ההעתקה .ל"ל ולכן גם הן בת"בת' שמועתקות לקב

זו גם ההעתקה . היחידה שמשלימה אותה" טובה"יה לסדרה ה-kההפוכה השולחת 

 התמונה שווה למימד ולכן מימד..) בידקו(ע"וגם חח..) בידקו(לינארית
k
ℝ כלומר k. 



 . אלגברה לינ יארית�  9תרגיל מספר 
 
 

 : ליניאריתTבדקו בכל אחד מהמקרי� הבאי� הא�  .1

1( 3 2
:T R R→י " מוגדרת ע( , , ) (2 5 3 , 7 )T x y z x y z x y z= − + − + +. 

2( 32
: RRT ),()1,0,53(י " מוגדרת ע→ ++−= yxyxyxT. 

}תהי  )3 }RRfA →= RAVותהי , : ×= .RVRVT י " מוגדרת ע:×→×

( ) ( )afafT =,. 

4( 
∞∞ → RRT כלומר ,  הפונקציה המעתיקה כל סדרה לסדרת הסכומי� החלקיי� שלה:

( ) ( )…… ,,,, 2121 ssaaT ∑ כאשר =
=

=
k

i

ik as
1

 .k≤1 לכל 

2.  

תהי  )1
33

: RRT ) העתקה ליניארית המקיימת את התנאי�  → ) ( )4,3,11,0,1 −=T ,

( ) ( )0,1,01,1,1 =−Tו � ( ) ( )4,1,31,2,1 =−T . חשבו את( )0,0,1T. 

תהי  )2
33

: RRT ) העתקה ליניארית המקיימת את התנאי� → ) ( )1,2,10,1,1 −=T ,

( ) ( )1,1,01,0,1 =−T ו � ( ) ( )4,1,31,1,0 =−T . מצאו וקטור
3

Rv∈ המקיי� 

( ) ( )0,0,1=vT. 
 

WVיהיו  .3 WVf של פונקציה כלשהי הגר�. F מרחבי� וקטורי� מעל שדה , י " מוגדר ע:→

( ) ( )( ){ } WVVvvfvfgr ×⊆∈=  העתקה ליניארית א� ורק א� fהוכיחו כי . ,:

( )fgr תת מרחב של WV ×. 

 

]הא� קיימת העתקה ליניארית  .4 ]XQQT →4
 המקיימת את התנאי� :

( ) 21,0,2,1 =−T,( ) xT =− ) � ו1,1,1,1 ) 11,2,4,1 +=− xT? 
 

WVיהיו  .5 1917 מרחבי� וקטורי� מעל ,
,ZZתהי .  בהתאמהWVT .  העתקה ליניארית :→

)הוכיחו כי  ) 0=vT לכל Vv∈. 

 

V, סופי ממימד וקטוריי� ומרחבי�, F שדה מצאו .6 W  מעל F ,והעתקה :T V W→ עבור�   :

vלכל V∈ ולכל a F∈ מתקיי� ( ) ( )T av aT v= ,&א T ליניארית העתקה איננה. 

 
 
 .בהצלחה



 )פיתרונות (. אלגברה לינ יארית�  9תרגיל מספר 
 
 

 : ליניאריתTבדקו בכל אחד מהמקרי� הבאי� הא�  .1

1( 3 2
:T R R→י " מוגדרת ע( , , ) (2 5 3 , 7 )T x y z x y z x y z= − + − + +. 

3יהיו : הוכחה. כ�: תשובה

222111
),,(),,,( Rzyxzyx Rst � ו∋ ∈, .

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ),,(),,(7,3527,352

7,352

),,(),,(

222111222222111111

212121212121

222111

zyxsTzyxtTzyxzyxszyxzyxt

sztzsytyxxsztzsytysxtx

zyxszyxtT

+=++−+−+++−+−

=+++++−+++−+

=+

 

2( 32
: RRT ),()1,0,53(י " מוגדרת ע→ ++−= yxyxyxT. 

) היה מתקיי�,  הייתה ליניאריתTאילו : הוכחה. לא: תשובה ) ( )0,0,00,0 =T ,  אבל

( ) ( )1,0,00,0 =T. 

}תהי  )3 }RRfA →= ותהי , :
RAV ×=

 .RVT י " מוגדרת ע:→

( ) ( )afafT =,. 

)עבור : הוכחה. לא: תשובה ) 2
xxf ברור שלא מתקיי� , =

( ) ( ) ( ) ( )bfTafTbababafT ,,,
222 Rba לכל +=+=+=+ ∈,. 

4( 
∞∞ →RRT כלומר , חלקיי� שלה הפונקציה המעתיקה כל סדרה לסדרת הסכומי� ה:

( ) ( )…… ,,,, 2121 ssaaT ∑ כאשר =
=

=
k

i

ik as
1

 .k≤1 לכל 

)יהיו : הוכחה. כ�: תשובה ) ( ) ∞∈Rbbaa …… ,,,,, 2121 ,Rst ∈, .

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )……

………

………

,,,,

,,,,,,

,,,,,,

2121

211211212111

22112121

bbsTaatT

bbbsaaatsbsbtatasbta

sbtasbtaTbbsaatT

+

=+++=++++

=++=+

 

2.  

תהי  )1
33

: RRT )אי�  העתקה ליניארית המקיימת את התנ → ) ( )4,3,11,0,1 −=T ,

( ) ( )0,1,01,1,1 =−Tו � ( ) ( )4,1,31,2,1 =−T . חשבו את( )0,0,1T. 

)נכתוב : תשובה ) ( ) ( ) ( )1,2,11,1,11,0,10,0,1 −+−+= cba ונקבל כי 








=−+

=−

=++

0

02

1

cba

bc

cba

 � ולכ

,
2

1
,1,

2

1
−=== abc . �)לכ ) ( ) ( ) ( )1,2,1

2

1
1,1,11,0,1

2

1
0,0,1 −+−+−= TTTT וזה 

 . ב באופ� ישיר מהנתו�נית� לחישו



תהי  )2
33

: RRT ) העתקה ליניארית המקיימת את התנאי� → ) ( )1,2,10,1,1 −=T ,

( ) ( )1,1,01,0,1 =−T ו � ( ) ( )4,1,31,1,0 =−T . מצאו וקטור
3

Rv∈ המקיי� 

( ) ( )0,0,1=vT. 

)נכתוב : תשובה ) ( ) ( ) ( )1,1,04,1,31,2,10,0,1 cba ונקבל כי , =−++








=++−

=++

=+

04

02

13

cba

cba

ba

 .

 �,לכ
4

1
,

4

3
==−= bac .� לכ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )




 −−−+

=−+−==

1,0,1
4

3
1,1,0

4

1
0,1,1

4

1

1,1,0
4

3
4,1,3

4

1
1,2,1

4

1
0,0,1

T

vT

 

 �ולכ






−= 1,0,
2

1
v. 

 

WVיהיו  .3 WVf של פונקציה כלשהי הגר�. F מרחבי� וקטורי� מעל שדה , י "מוגדר ע :→

( ) ( )( ){ } WVVvvfvfgr ×⊆∈=  העתקה ליניארית א� ורק א� fהוכיחו כי . ,:

( )fgr תת מרחב של WV ×. 

)יהיו .  ליניאריתfנניח כי : הוכחה )( ) ( )( ) ( )fgrwfwvfv Rst �ו , ,,,∋  fמהיות . ,∋
,ליניארית

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )fgrswtvfswtvwsfvtfswtvwfwsvfvt ∈++=++=+ ,,,, .

)כמו כ� ברור כי  )fgrהיא תת מרחב של ,  איננה ריקה �WVולכ × . 

)עתה נניח כי  )fgrמהיותו סגור לצירופי� ליניאריי�.  תת מרחב ,

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )fgrwsfvtfswtvwfwsvfvt ∈++=+ ,,, , �ולכ

( ) ( ) ( )swtvfwsfvtf +=+ , � . ליניאריתfולכ

 

]הא� קיימת העתקה ליניארית  .4 ]XQQT →4
 המקיימת את התנאי� :

( ) 21,0,2,1 =−T,( ) xT =− ) � ו1,1,1,1 ) 11,2,4,1 +=− xT? 

נשים לב כי . T כזאת נניח שקיימת, בשלילה. לא: תשובה

( ) ( ) ( )1,0,2,11,1,1,121,2,4,1 ,  ליניאריתT ולכ� מהיות −==−+−

( ) ( ) ( ) 221,0,2,11,1,1,121,2,4,11 +=−+−=−=+ xTTTx .סתירה. 
 



WVיהיו  .5 1917 מרחבי� וקטורי� מעל ,
,ZZתהי .  בהתאמהWVT ציה המקיימת פונק :→

( ) ( ) ( )
2121 vTvTvvT )הוכיחו כי .  +=+ ) 0=vT לכל Vv∈. 

),  טבעיnמתקיי� לכל  . ∋Vvיהי : הוכחה ) ( )vTnvnT ×=× . �ולכ

( ) ( ) ( ) 001717 ==×=× TvTvT . בנוס) מהיותW 19 מרחב וקטורי מעל
Z , ג�

( ) ( ) 01919 =×=× vTvT . �)לכ ) ( ) ( ) ( )vTvTvTvT ×=×+×=×=  � ו2217190

( ) ( ) ( )vTvTvT +××=×= ) ולכן 28170 ) 0=vT. 

 

V, סופי ממימד וקטוריי� ומרחבי�, F שדה מצאו .6 W  מעל F ,והעתקה :T V W→ עבור�   :

vלכל V∈ ולכל a F∈ מתקיי� ( ) ( )T av aT v= ,*א T ליניארית העתקה איננה. 

RRT: דוגמא →2
)י " המוגדרת ע: ) 3 2

, yxyxT  מקיימת =

( ) ( )yxTyxyxyxT ,, 3 23 23 ααααα )אבל , === ) ( ) ( ) 01,00,11,11 =+≠= TTT. 

 
 .בהצלחה



 1אלגברה לינארית 

 10תרגיל 

 
Vויהי , שדה F  יהי .1 F= מרחב וקטורי מעל F .תהי  :T V V→  הוכח. ליניארית העתקה 

) ש כך  F – ב  a שקיים )T x ax= לכל xב - F. 

 

 

  יהיו .2
1

,n nV V   ותהא ,הממשים מעל הפולינומים מרחבי −
1

: n nD V V         כלומר, הגזירה העתקת→−

1

0 1

:
n n

k k

k k

k k

D a x ka x
−

= =

 
= 

 
∑ ∑ .  

a. הפרך או הוכח.  לא או ליניארית העתקה היא האם. 

b. מהו Ker(D) ,מימדו ומה?  

c. מהו Im(D)  .מימדו ומה?  

d. את המייצגת המטריצה מהי  Dים  לפי הבסיס
2 1 2

{1, 1, 1,...., .... 1}
n nx x x x x x x−+ + + + + + +  - ו+

2 1 2
{1, 1, 1,...., .... 1}

nx x x x x x−+ + + + + + +? 

 

 

)יהיו  .3 ) ( ) ( )( ) RRR ===== FWVeeE ,,3,1,2,1,
32

21
   :                            

��
 

                                             ( ) ( ) ( ) ( )( )1,0,0,0,1,0,0,0,1,,
321
== fffF
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WVT נגדיר )  : י"ע  :→ ) ( ) ( )R∈∀−+−= x,yyxyxyxyxT      54,2,:,      

 

    F?  -ו E  הבסיסים ילפ  T  את המייצגת המטריצה מהי. ל"ט היאT -ש ברור

 
 

T: תהי  .4 V V→ 2 מתקיים  עבורה
( )KerT Ker T=הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות : 

2T. א T=. 

2. ב
Im ImT T= 

Im. ג {0}KerT T =∩ 

 



 1אלגברה לינארית 

 10תרגיל 
 

Vויהי , שדה F  יהי .1 F= מרחב וקטורי מעל F .תהי  :T V V→  הוכח. ליניארית העתקה 

) ש כך  F – ב  a שקיים )T x ax= לכל xב - F. 

xמכיוון שלכל : פתרון .2 V∈ , 1x x= ) לכן נקבל ⋅ ) ( 1) (1)T x T x x T= ⋅ = ⋅. 

a(1)תהי  .3 T=כן  ול( )T x ax= לכל xב - F. 

 

 

  יהיו .4
1

,n nV V   ותהא ,הממשים מעל הפולינומים מרחבי −
1

: n nD V V         כלומר, הגזירה העתקת→−

1

0 1

:
n n

k k

k k

k k

D a x ka x
−

= =

 
= 

 
∑ ∑ .  

a. הפרך או הוכח.  לא או ליניארית העתקה יאה האם. 

b. מהו Ker(D) ,מימדו ומה?  

c. מהו Im(D)  .מימדו ומה?  

d. את המייצגת המטריצה מהי  Dים  לפי הבסיס
2 1 2

{1, 1, 1,...., .... 1}
n nx x x x x x x−+ + + + + + +  - ו+

2 1 2
{1, 1, 1,...., .... 1}

nx x x x x x−+ + + + + + +? 

 

 .כן בדיקה ישירה. א: פתרון

} .ב ; ( ) 0} { }nKerD v V D v Fλ= ∈ = =  . 1ברור שהמימד .  כלומר כל הסקלרים∋

. ג
1

Im { ; ' , ( ') } { }n n nD v V v V D v v v V −= ∈ ∃ ∈ = = 1nוהמימד הוא . ∋ −. 

. ד

2

1 2 1 2

(1) 0 (0,0,....,0)

( 1) 1 (1,0,0,...,0)

( 1) 2 1 ( 1, 2,0,0,...,0)

....

( ,..., 1) ( 1) ,..., 2 1)

( 1,....., 1, 1, ,0)

n n n n

D

D x

D x x x

D x x x x nx n x x

n

− − −

= =

+ = =

+ + = + = −

+ + + + = + − + + + =

− − −

 

  לכן 

0 1 1

0 2 1

0

0 0 0

n

− − 
 − 
 
 
 
 
 

… …

… …

� … … �

� � … …

… …
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                                             ( ) ( ) ( ) ( )( )1,0,0,0,1,0,0,0,1,,
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== fffF
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WVT נגדיר )  : י"ע  :→ ) ( ) ( )R∈∀−+−= x,yyxyxyxyxT      54,2,:,      



 

    F?  -ו E  הבסיסים ילפ  T  את המייצגת המטריצה מהי. ל"ט היאT -ש ברור
 

 

 :פתרון

] של הראשונה העמודה ]EFT היא: 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 13

3211

6

4

1

6416,4,12,1
×∈

















−

−

=⋅−⋅+⋅−=−−== R
FFFF

fffTeT
����

 

 

 .מאוד קל זה, הסטנדרטי הבסיס עבור אבל , ל"ממ פה לפתור צריך, כללי באופן

] של השניה העמודה ]EFT היא: 

 

                        ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 13

2

11

5

2

11,5,23,1
×∈
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−

=−−== RFFF
TeT

�
     

 :לסיכום, ולכן

                              [ ] 23
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5
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×∈
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T: תהי  .6 V V→ 2מתקיים   עבורה
( )KerT Ker T=הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות : 

2. א
T T=. 

2. ב
Im ImT T= 

Im. ג {0}KerT T =∩ 

 

 .לא נכון. א: פתרון

T:דוגמא נגדית   R R→ כאשר ( )T v v= KerT{0}ברור כי . − =. 
2

:T R R→ 2 כאשר
( )T v v=2ומתקיים .  כלומר פונקצית הזהותKerT KerT= אך ברור ש - 

2
T T≠. 

 

2ברור כי .ב
Im ImT T⊆. 2 לפי משפט 2

( ) (Im )Dim KerT Dim T DimV+ = 

2 -מכיוון ש
KerT KerT= 2 נקבל

(Im ) (Im )Dim T Dim T=. 

 2
ImTמרחב של - הוא תתImT 2 ולישנהם יש אותו מימד לכן

Im ImT T=. 

 

 .נכון.ג

Imvיהי  KerT T∈ ) אזי ∩ ) 0T v v כי = KerT∈ .מאידך מכיוון ש- Imv T∈ אזי קיים u V∈ כך 

) -ש )T u v= . 2ולכן
u KerT∈ . 2והרי

KerT KerT= לכן u KerT∈ לכן ( ) 0T u 0v ונקבל = =. 



 11 תרגיל –אלגברה לינארית 
 

  : Vn -נגדיר שני בסיסים ל. n- את מרחב הפולינומים הממשיים ממעלה קטנה או שווה ל Vn  -נסמן ב .1

         Bn={1,x,x
2
,x

3
,…,x

n
}  

    Cn={1,1+x,1+x
2
,1+x

3
,…,1+x

n
} 

 .10העתקת הגזירה כפי שהוגדרה בתרגיל  D:V4�V3תהי   
 .P-נסמן מטריצה זו ב. B4 -  לC4-ס ממצאו את מטריצת מעבר הבסי. א
 .Q-נסמן מטריצה זו ב. C3 -  לB3-מצאו את מטריצת מעבר הבסיס מ. ב
  .DB -נסמן מטריצה זו ב . B4, B3  מצאו את ההצגה של העתקת הגזירה יחסית לבסיסים. ג
  .DC -נסמן מטריצה זו ב . C4, C3  מצאו את ההצגה של העתקת הגזירה יחסית לבסיסים. ד
  .QDBP=DC: כי מתקיים) י כפל מטריצות"ע(הוכיחו . ה
 

T:R:  נתונה ההעתקה הלינארית הבאה .2
2
�R

 T(x,y,z)=(-3x+15y,-2x+8y)  המוגדרת 2

R יחסית לבסיס הסטנדרטי של  Tמצאו את ההצגה של . א
  .T1 -נסמן מטריצה זו ב  . 2

 .T2  -נסמן מטריצה זו ב.  B={v=(3,1),u=(5,2)}   יחסית לבסיסTמצאו את ההצגה של . ב
 !)שימו לב  שהמטריצה שקבלתם היא מטריצה אלכסונית(  

 .P-נסמן מטריצה זו ב. B -מצאו את מטריצת המעבר מהבסיס הסטנדרטי ל. ג
 .Q- לבסיס הסטנדרטי נסמן מטריצה זו בB -מצאו את מטריצת המעבר מ. ג
 .PQ=Iוודאו כי . ד
 .P      T1=QT2:כי מתקיים) י כפל מטריצות"ע(הוכיחו . ה

10כדי לחשב את '  ד-'פים גהשתמשו בסעי. ו

1
( )T 

 
 ,Fבשדה  איבר  cכאשר , A=cI אם   תמטריצה סקלרי תיקרא -Mn(F)   בA   מטריצה ריבועית .3

 : מהצורהA, כלומר.  מטריצת היחידה מאותו גודלI-ו
 

0 0

0 0

0 0

c

c
A

c

 
 
 =
 
  
 

�

�

� � � �

…

 

 

 .AB=BAמתקיים -Mn(F)  בBאם לכל , מטריצה מרכזית תיקרא -Mn(F)   בA   מטריצה ריבועית
 
 .V בסיס של B={v1,…,vn} -ו, F  מעל n מרחב וקטורי ממימד Vנניח . א

  B ביחס לבסיס Tהוכיחו כי ההצגה של ).  סקלרT(v)=cv ) cי  " המוגדרת עT:V�Vנתונה 

 .סקלריתהיא מטריצה 
 . סקלריתAם " מרכזית אםAהוכיחו כי . -Mn(F)   בA   תהי . ב 
 ) ST=TSכלומר  (S:V�Vנ  " מתחלפת עם כל טרלT-הסיקו ש.  העתקה לינאריתT:V�Vתהי . ג 
 ). סקלרT(v)=cv ) c מהצורה Tם  "    אם 

 

 



 11תרגיל  פתרון  –אלגברה לינארית 
 

  : Vn -נגדיר שני בסיסים ל. n- את מרחב הפולינומים הממשיים ממעלה קטנה או שווה ל Vn  -נסמן ב .1

         Bn={1,x,x
2
,x

3
,…,x

n
}  

    Cn={1,1+x,1+x
2
,1+x

3
,…,1+x

n
} 

 .10העתקת הגזירה כפי שהוגדרה בתרגיל  D:V4�V3תהי   
 .P-נסמן מטריצה זו ב. B4 -  לC4-בר הבסיס ממצאו את מטריצת מע. א

   4

4

1 1 1 1 1

0 1 0 0 0

[ ] 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

C

BP Id

 
 
 
 = =
 
 
 
 

 

2כי למשל  3 3
(1 ) 1 1 1 1 0 0 0Id x x x x x x+ = + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ולכן בעמודה השנייה במטריצה מופיעים  , ⋅

 .1,1,0,0,0המקדמים 
 .Q-נסמן מטריצה זו ב. C3 -  לB3-מצאו את מטריצת מעבר הבסיס מ. ב

   3

3

1 1 1 1

0 1 0 0
[ ]

0 0 1 0

0 0 0 1

B

CQ Id

− − − 
 
 = =
 
  
 

 

2כי למשל  3
( ) 1 1 1 (1 ) 0 (1 ) 0 (1 )Id x x x x x= = − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ ולכן בעמודה השנייה במטריצה מופיעים  , +

 .−1,1,0,0המקדמים  

  .DB -נסמן מטריצה זו ב . B4, B3  מצאו את ההצגה של העתקת הגזירה יחסית לבסיסים. ג

   4

3

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0
[ ]

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

B

B BD D

 
 
 = =
 
  
 

 

2כי למשל  3
( ) 1 1 1 0 0 0D x x x x= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ולכן בעמודה השנייה במטריצה מופיעים  המקדמים  , ⋅

1,0,0,0. 
  .DC -נסמן מטריצה זו ב . C4, C3  מצאו את ההצגה של העתקת הגזירה יחסית לבסיסים. ד

   4

3

0 1 2 3 4

0 0 2 0 0
[ ]

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

C

C CD D

− − − 
 
 = =
 
  
 

 

2כי למשל  3
(1 ) 1 1 1 0 (1 ) 0 (1 ) 0 (1 )D x x x x+ = = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ ולכן בעמודה השנייה במטריצה מופיעים  , +

 .1,0,0,0המקדמים  
 
 .חישוב ישיר : QDBP=DC: כי מתקיים) י כפל מטריצות"ע(הוכיחו . ה
 



T:R:  נתונה ההעתקה הלינארית הבאה .2
2
�R

 T(x,y)=(-3x+15y,-2x+8y)  המוגדרת 2

R יחסית לבסיס הסטנדרטי של  Tמצאו את ההצגה של . א
  .T1 -נסמן מטריצה זו ב  . 2

   
1

3 15
[ ]

2 8

E

ET T
− 

= =  − 
  

((1,0))כי למשל  ( 3, 2)T = − ,3 ולכן בעמודה הראשונה מופיעים המקדמים − 2− −. 

 .T2  -נסמן מטריצה זו ב.  B={v=(3,1),u=(5,2)}   יחסית לבסיסTמצאו את ההצגה של . ב

   
2

2 0
[ ]

0 3

A

AT T
 

= =  
 

 !)מטריצה אלכסונית(  

((3,1))כי למשל  (6, 2) 2 (3,1) 0 (5, 2)T = = ⋅ +  .2,0 ולכן בעמודה הראשונה מופיעים המקדמים ⋅

  
 .P-נסמן מטריצה זו ב. B -מצאו את מטריצת המעבר מהבסיס הסטנדרטי ל. ג

2 5
[ ]

1 3

E

AP Id
− 

= =  − 
 

((1,0))כי למשל  (1,0) 2 (3,1) 1 (5,2)Id = = ⋅ − ,2 ולכן בעמודה הראשונה מופיעים המקדמים ⋅ 1−. 

 .Q- לבסיס הסטנדרטי נסמן מטריצה זו בB -ת המעבר ממצאו את מטריצ. ג

   
3 5

[ ]
1 2

A

EQ Id
 

= =  
 

 

((3,1))כי למשל  (3,1) 3 (1,0) 1 (0,1)Id = = ⋅ +  .3,1 ולכן בעמודה הראשונה מופיעים המקדמים⋅

 
 חישוב ישיר : PQ=Iוודאו כי . ד
 חישוב ישיר: P      T1=QT2:כי מתקיים) י כפל מטריצות"ע(הוכיחו . ה

10כדי לחשב את '  ד-'פים גהשתמשו בסעי. ו

1
( )T :

10 10 10

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

10 10 10

10 10

10

( ) ( ) ( )( )...( ) ( ) ( )...( ) ... ( )

3 5 2 0 2 5 3 5 2 52 0

1 2 0 3 1 3 1 2 1 30 3

T QT P QT P QT P QT P QT PQ T PQ PQ T P QT T T P Q T P= = = = = =

− −         
= =          − −         

����������� ������������� �����

 

 
 ,Fבשדה  איבר  cכאשר , A=cI אם   תמטריצה סקלרי תיקרא -Mn(F)   בA   מטריצה ריבועית .3

 : מהצורהA, כלומר.  מטריצת היחידה מאותו גודלI-ו
 

0 0

0 0

0 0

c

c
A

c

 
 
 =
 
  
 

�

�

� � � �

…

 

 

 .AB=BAמתקיים -Mn(F)  בBאם לכל , מטריצה מרכזית תיקרא -Mn(F)   בA   מטריצה ריבועית
 



 .V בסיס של B={v1,…,vn} -ו, F  מעל n מרחב וקטורי ממימד Vנניח . א
  B ביחס לבסיס Tהוכיחו כי ההצגה של ).  סקלרT(v)=cv ) cי  " המוגדרת עT:V�Vנתונה 

 .צה סקלריתהיא מטרי
T(v)=cv לכל וקטור v V∈ .לאיברי הבסיס מתקיים , בפרט( )i iT v cv= . לכן הייצוג שלT לפי 

 הינו Bהבסיס 

0 0

0 0
[ ]

0 0

B

B

c

c
T

c

 
 
 =
 
  
 

�

�

� � � �

…

 

 . סקלריתAם " מרכזית אםAהוכיחו כי . -Mn(F)   בA   תהי . ב 
) מתקיים Bטריצה אזי לכל מ. A=cIנניח . 1  ) ( ) ( )AB cI B c IB cB B cI BA= = = =  . מרכזיתAלכן . =

 מתקיים : iiE משני הצדדים במטריצה האלמנטרית Aנכפיל את .  מרכזיתAנניח . 2 

1

2

1 2

0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0

0 ... 0 0 ... 0 ... 0

0 0 ... 0

...

0 0 0

0 ... 0 0 ... 0 0 ... 0 0 ... 0

i

i

ii i i in ii

ni ni

a

a

AE a a a E A

a a

   
   
   
   
   

= = =   
   
   
   
   
   

� �

� � �

 

jולכן לכל  i≠ ,0
ji ij

a a= =. 

קול דומה עבור המטריצה האלמנטרית י שי"ע
1i

E , נסיק
11ii

a a= לכל i. 

 
 ) ST=TSכלומר  (S:V�Vנ  " מתחלפת עם כל טרלT-הסיקו ש.  העתקה לינאריתT:V�Vתהי . ג 
 ). סקלרT(v)=cv ) c מהצורה Tם  "    אם 

 . Aשנסמנה  ,E לפי הבסיס Tה המייצגת את נתבונן במטריצ. V - לE    נקבע בסיס 
      Tם" העתקה סקלרית אם 

    Aם" מטריצה סקלרית אם 
    AB=BA לכל מטריצה Bם"  אם 
     TS =ST  לכל העתקה S .  

 ניתן לראות כייצוג Bכל מטריצה : ולהיפך, Bי איזה מטריצה " עE יש ייצוג לפי הבסיס S:V�Vכי כל העתקה (
  )Eפ הבסיס "ה עשל איזה העתק

 

 



 1 אלגברה לינארית 	  12תרגיל 
 
 
T:תהי . 1 V V→שביחס לכל בסיס ,  מרחב וקטורי ממימד סופי מעל שדהעל ל " ט �כ

1
( ,..., )nB v v=כלומר ,  מתאימה מתקבלת אותה מטריצה	לכל בסיס   B �] מתקיי ]BT A= עבור 

( )nA M F∈הוכיחו כי .  קבועהT Iλ= כאשר λסקלר ו 	Iטרנספורמצית הזהות . 

 ) או להוכיח באופ! ישיר3 שאלה 11נית! להעזר בהוכחת תרגיל (
 
 

יהי . 2
3

E 3 הבסיס הסטנדרטי של
,2))	 ו� 1, 1), (0, 1,0), (0, 2,3))B = − − − . �    מצאו את הוקטורי

 . שהקואורדינטות שלה� ביחס לשני הבסיסי� שוות
 
 

)תהי . א. 3 )n nA M F×∈ מטריצה ריבועית 
1 ,

( )
ij i j n

A a ≤ להיות Aשל  trace)(נגדיר את העקבה . =≥

; Aסכו� איברי האלכסו! הראשי של 
1

( )
n

ii

i

tr A a
=

=∑. 

): הוכיחו ) ( ) ( )tr A B tr A tr B+ = + ,( ) ( )tr AB tr BA= לכל שתי מטריצות ריבועיות מסדר n. 

F ,0charFו ממימד סופי מעל שדה " מVיהי . ב = . 

 �,הוכיחו כי לא קיימי ( )
F

T S End V∈ �TS המקיימי ST I− =) .Iכרגיל טרנספורמצית הזהות ( 

T,ל "גמא לטתנו דו. ג Sהמקיימות 2ו ממימד סופי מעל שדה ממציי! " על מ TS ST I− =. 

]יהי . ד ]V F x= מעל שדה �שהוגדרה  כפי – טרנספורמציית הגזירה F ,D מרחב כל הפולינומי

�)י " הטרנספורמציה הפועלת עT 	ו, בתרגילי� קודמי ( )) ( )T p x x p x= ) עבור ⋅ ) [ ]p x F x∈)  ודאו

DTחשבו את ). ל על המרחב"כי זו אכ! ט TD−. 
 

חשבו את . א. 4
1 1

0 1

n

 
 
 

 )?�∋nמה קורה עבור  (�∋n  עבור

θ,עבור .  i.ב ϕ∈� !נסמ 
cos sin

sin cos
Mθ

θ θ
θ θ

− 
=  
 

Mחשבו את  . Mϕובאופ! דומה ,  Mθ ϕ⋅)  העזרו

)חשבו את ). בנוסחאות טריגונומטריות )n
Mθ. 

 ii.   כיצד פועלתMθ2ל על " כט
הסבירו את התוצאה שקיבלת� עבור כפל ) תנו הסבר גיאומטרי(? �

� .מטריצות במונחי� גיאומטריי
 

), F מעל שדה nו ממימד סופי " מVיהי . 5 )FA End V∈כלשהו  

}הראו כי . א ( ) | 0}AW B End V AB= ∈ ) הנו תת מרחב לינארי של = )FEnd V 

ל "מצאו שלוש ט. ב
1 2 3
, ,A A Aש �2 	 מתאימות  כ

dim 0, ,
iF AW n n= כדי לקבל את . (בהתאמה

3
A 

 וחישבו כיצד להגדיר את פעולת V בחרו בסיס של nעבורה המימד 
3

Aעל בסיס זה ( 



 פתרו� תרגיל 12 – אלגברה לינארית
  

 

 ביחס לבסיס �Tנניח שהמטריצה המתאימה ל. א.1
1

( ,..., )nv v היא 
1 ,

( )
ij i j n

a ≤ ≤ 

    נתבונ� בבסיס 
1

( ',..., ')
n

v vי " המוגדר ע'
j j

v vλ= עבור j 0( כלשהוλ ' �ו)  סקלר≠
i i

v v=עבור  

     i j≠  . 

     מתקיי  
1 1

1

' ( ) ... ( ) ... ( )
n

j j j ij j j jj j nj n

i

Tv T v Tv a v a v a v a vλ λ λ λ λ λ
=

= = = = + + + +∑ 

)     א   )ijb המטריצה המייצגת את T לפי בסיס זה אזי ממהגדרה לכל i j≠ ij ijb aλ=. 

) �   אבל נתו� ש ) ( )
ij ij

a b= 0 ומכא�
ij ij ij

a a aλ= ⇐ i עבור = j≠. 

   נניח עתה שהבסיס .ב
1

( '',... '')nv vי " נתו� ע
1 1

'' , ''j j j jv v v v+ += i'' � כלשהו וj עבור = iv v= עבור  

   , 1i j j≠ אזי . +

1 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1, 1, , ,
'' ... ... '' ... '' '' ... ''

j j j j j j j j j n n j j j j j j j j n j n
Tv Tv a v a v a v a v a v a v a v a v+ + + += = + + + + = + + + + +

)לכ� א   )ijc המטריצה המייצגת את Tסיס זה מתקיי   לפי ב� 
1, 1 ,j j j jc a+ + = 

)אבל לפי הנתו�  ) ( )ij ijc a= , לכ�
, 1, 1j j j ja a + ) �ומכא� ש. =+ )ijaומתרגיל קוד  ,  סקלריתT 

 .סקלרית
   
 הבסיסי  שוות ה  הפתרונות של הוקטורי  שהקואורדינטות שלה  ביחס לשני.2

המערכת

2 0 0

1 1 2

1 0 3

x x

y y

z z

    
    − − =    
    −    

:  או פתרונות המערכת ההומוגנית

1 0 0 0

1 2 2 0

1 0 2 0

x

y

z

    
    − − =    
    −    

 

פתרו� המערכת מראה שיש פתרו� יחיד 

0

0

0

 
 
 
 
 

 

 

 יהיו .א.3
1 , 1 ,

( ) , ( )
ij i j n ij i j n

A a B b≤ ≤ ≤ ≤= = .( ) ( ) ( )tr A B tr A tr B+ =  ישוב פשוט נובע מח+

)נחשב את  )tr AB : נניח
1 ,

( )
ij i j n

AB c ≤  לפי ההגדרה =≥
1

n

ii ij ji

j

c a b
=

 לכ� ∑=
1 1

( )
n n

ij ji

i j

tr AB a b
= =

=∑∑ 

מאיד% א  
1 ,

( )ij i j nBA d ≤  אז =≥
1

n

jj ji ij

i

d b a
=

 לכ� ∑=
1 1 1 1

( ) ( )
n n n n

ji ij ij ji

j i i j

tr BA b a a b tr AB
= = = =

= = =∑∑ ∑∑ 

 .השוויו� האמצעי נובע פשוט משינוי סדר הסכימהכאשר 
 
,נניח . ב :T S V V→ל המקיימות" טTS ST I− A, � ונניח ש= B מטריצות המייצגות אות� לפי 

היא המטריצה המתאימה  nIמטריצת היחידה )  כמו לפי כל בסיס(אזי לפי בסיס זה . בסיס כלשהו

ל ומטריצות מתקבל השוויו� "מההתאמה בי� כפל וחיבור בי� ט. מצית הזהותטרנספורל

nAB BA I− )ולכ� ,= ) ( )ntr AB BA tr I n− = מתקיי  '  אבל לפי סעי& א=

( ) ( ) ( ) 0tr AB BA tr AB tr BA− = −  . סתירה� =

 



נתבונ� במטריצות . ג
2 2

1 0 1 1
, ( )

1 1 0 1
T S M

   
= = ∈   
   

2  הפועלות על המרחב �

2
( )V = י כפל " ע�

מתקיי  . המטריצות בוקטורי 
1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0

0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1

           
− = − =           

           
 

זכרו שהשדה הוא (
2
�(! 

1 �נניח ש. ד

1 1 0
( ) ...

n n

n n
P x a x a x a x a

−
−= + + +  . פולינו  כלשהו+

1 2 1

1 1 0 1 1 0
( ( )) ( ... ) ( 1) ... 2

n n n n

n n n nD T P x D a x a x a x a x n a x na x a x a+ −
− −= + + + + = + + + + +� 
1 2 1

1 1 1 1
( ( )) ( ( 1) ... ) ( 1) ...

n n n n

n n n nT D P x T na x n a x a na x n a x a x− − −
− −= + − + + = + − + +� 

)ולכ�  ) 1

1 1 0
( ( )) ... ( )

n n

n n
D T T D P x a x a x a x a P x−

−− = + + + + =�  ולכ� זוהי טרנספורמצית �

]הזהות על  ]F x 
 

4.    
1 1 1

0 1 0 1

n
n   

=   
   
.   ההוכחה באינדוקציה� 

1
1 1 1 1

0 1 0 1

−
−   

=   
   

 ולכ� כל לראות שעבור כל 

n∈�  מתקיי 
1 1 1

0 1 0 1

n
n   

=   
   
. 

. i.ב

cos sin cos sin cos cos sin sin (cos sin sin cos )

sin cos sin cos sin cos cos sin cos cos sin sin

θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ
θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

− − − − +     
⋅ =     + −     

 

( )
( ) ( )

cos( ) sin

sin cos

θ ϕ θ ϕ
θ ϕ θ ϕ
+ − + 

=  
+ + 

   

Mכלומר  M Mθ ϕ θ ϕ+⋅ ) �מכא� ג  נובע בקלות ש. = )n

n
M Mθ θ= 

ii . א  נפעיל אתMθנקבל  על וקטורי הבסיס הסטנדרטי  

1 cos 0 sin
,

0 sin 1 cos
M Mθ θ

θ θ
θ θ

−       
= =       

       
 

  Mθ �מלינאריות קל לראות שמכא� ש.  נגד כיוו� השעו�θאפשר לראות שזהו סיבוב שלה  בזוית 

�2 מסובבת כל וקטור ב
 .  באותו אופ��

Mהמכפלה  Mθ ϕ⋅ מתאימה לסיבוב בזוית ϕכ סיבוב בזוית " ואחθ כלומר לסיבוב בזוית ϕ θ+ 

 וזה
 . מתאי  למה שקיבלנו בסעי& הקוד 

 
,ל "באופ� כללי לט. א. 5 ,A B C  מתקיי ( ) , ( )A B C AB AC A B ABλ λ+ = + מכא� נובעת . =

 הטענה 
 .        באופ� מידי

עבור .     ב
1

A I=) 0) הזהות' טרנס 0IB B= ⇔ לכ� . =
1

dim 0
A

W = . 

        עבור 
2

0A 0 מתקיי  = 0B B:ל " לכל ט= V V→ , לכ�
2

2
dim

A
W n=. 

       עבור  
3

Aנשי  לב ש � 
3

0 ImAB B KerA= ⇔ נבחר בסיס . ⊇
1
,...,

n
v vונגדיר ,  למרחב 



        
3 1

0A v =   
3 i i

A v v= 1 עבורi אזי . ≠
3 1

{ }KerA sp v= . לכ�
3A

Wל מ" מכיל את כל הט�V   

        למרחב החד מימדי 
1

{ }sp v . כזכור מימד המרחב הזה הוא
1

dim dim( { }) 1V sp v n n⋅ = ⋅ =  



 13'  תרגיל מס– ו" תשס1אלגברה ליניארית 
 

: םפתרו את מערכת המשוואות הבאות מעל הרציונאליי .1

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

3 2 2

2 3 3

6 2 6

1

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

+ + − =
 + + + =


+ + =
− + + − = −

 

: נתונה מערכת המשוואות .2

2 3 0

2 3 0

3 2 0

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 + + =

 

 ).0,0,0(-מצאו שדה בו יש למערכת פיתרון השונה מ .א

 .מצאו שדה בו יש למערכת פיתרון יחיד .ב

:  כך שלמערכת המשוואות הבאהcהמספרים הממשיים מצאו את כל  .3

1

3 2

2 3 3

x y z

x cy z

x y cz

+ − =

+ + =

 + + =

 

 .קיים פיתרון יחיד מעל הממשיים .א

 .למערכת קיימים אינסוף פתרונות מעל הממשיים .ב

 .למערכת לא קיים פיתרון מעל הממשיים .ג

 :מצאו את ההופכית שלה, הבאותת והמטריצה הממשימ עבור כל אחת .4

 .א

















−−

−

=

134

331

212

A 

 .ב







=

52

21
B 

מצאו פתרון למערכת המשוואות , א לעיל-4 המטריצה הנתונה בשאלה Aתהא  .5
















=
















⋅

1

0

1

z

y

x

A 

 .מעל הממשיים

 

 



 13'  תרגיל מס פתרון – ו" תשס1אלגברה ליניארית 
 

: על מנת לפתור את המערכת נעבור למטריצה המורחבת המתאימה .1

3 2 1 1 2

2 1 1 3 3

6 2 1 0 6

1 1 1 1 1

− 
 
 
 
  − − − 

שימו  

נבצע כעת על המטריצה את הפעולות  .לב כי העמודה החמישית היא עמודת הפתרונות של המערכת
נחליף את השורה הראשונה  ית  ראש.האלמנטריות בכדי להגיע לצורת גאוס

(1):רביעיתב (4)

3 2 1 1 2 1 1 1 1 1

2 1 1 3 3 2 1 1 3 3

6 2 1 0 6 6 2 1 0 6

1 1 1 1 1 3 2 1 1 2

↔

− − − −   
   
   →
   
      − − − −   

   

 :י השורה הראשונה"העמודה הראשונה עכעת נאפס את 

2(1) (2) (2)
6(1) (3) (3)

1(1) (1) 3(1) (4) (4)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 3 3 2 1 1 3 3 0 3 3 1 1

6 2 1 0 6 6 2 1 0 6 0 8 7 6 0

3 2 1 1 2 3 2 1 1 2 0 5 4 4 1

− + →
− + →

− → − + →

− − − − − − −     
     
     → →
     −
          − − − −     

 :לוש ונמשיך לאפס את העמודה השניהנחלק את השורה השניה בש

1 1 1 11 1 8(2) (3) (3)
3 3 3 33 3 5(2) (4) (4) 1(3) (3)

26 8 26 8

3 3 3 3

17 8 17 8

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1

0 1 1 0 1 10 1 1

0 0 1 0 0 10 8 7 6 0

0 0 1 0 0 10 5 4 4 1

− + →
− + → − →

− −

− − − −

− − − −− −     
    
    → →
     −−
         − −− −      

1 1

(3) (4) (4) 3 3

26 8

3 3

1 1 1 1 1

0 1 1

0 0 1

0 0 0 3 0

+ →

− − 
 
 →
 
  
   

: חזרה למשוואות ונקבלנחזור 

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

1

1 1

3 3

26 8

3 3

3 0

x x x x

x x x

x x

x

− − + =

 + + =


 + =

 =

: ל אנו מקבלים פתרון אחד שהוא" מהמערכת הנ

4 3 2 1

8 7 4
0, , ,

3 3 3
x x x x

−
= = = =

. 

 נעבור ממערכת המשוואות למטריצה המתאימה. 2
















213

132

321

התעלמנו , כיוון שהמערכת הומוגנית (

יש להיזהר . ור למטריצה מדורגת בעזרת פעולות שורה כעת נעב).מהעמודה הנוספת שמכילה רק אפסים
 .ולכן נבצע רק פעולות שיהיו מותרות בכל שדה, מכיוון שאיננו יודעים באיזה שדה נעבוד



















−−

 →
















−−

−− →















→−→+−

→+−

750

510

321

750

510

321

213

132

321
)2()2(1)3()3()1(3

)2()2()1(2

 

















 → →+

1800

510

321
)3()3()2(5 

: קיבלנו מערכת משוואות שקולה

2 3 0

5 0

18 0

x y z

y z

z

+ + =


+ =
 =

. 

 מתקבלת המערכת 3Z מעל השדה .א

2 0

2 0

0 0

x y

y z

+ =


+ =
 =

===1למשל , שיש לה אינסוף פתרונות  zyx. 

 .קל לראות שמעל הממשיים קיים פיתרון יחיד. ב
 
 
 
 :וננסה לדרג אותה, נעביר את המערכת למטריצה. 3

1(1) (2) (2)
2(1) (3) (3) (2) (3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 0 1 4 1 0 1 2 1

2 3 3 0 1 2 1 0 1 4 1

c c c

c c c

− + →
− + → ↔

− − −     
     → − → +     
     + −     

 

כאן עלינו להיזהר כי איבר זה יכול להיות ,  בשורה השלישיתc−1השלב הבא הוא לאפס את האיבר 
 :נחלק למקרים. אפס

• 1=c -רכת המשוואות השקולה המתקבלת היא במקרה זה מע :

1

3 1

4 1

x y z

y z

z

+ − =


+ =
 =

  היחידוהפתרון 

)של המערכת הזאת הוא  )1 1

4 4
1, ,. 

• 1≠c -ונקבל נמשיך בתהליך הדרוג  :
















−+−−

+

−

 → →+−−

ccc

c
c

2600

1210

1111

2

)3()3()2)(1(  

I.  6אם האיבר
2 +−− ccאזי קל לראות שדרגת המטריצה המורחבת שווה ,  אינו אפס

זה . לכן במקרה כזה יהא פיתרון יחיד. 3לדרגת המטריצה המצומצמת ושהדרגה היא 
3,2קורה כאשר  −≠c. 

II.  06נניח כי
2 =+−− cc)  2כלומר=c 3 או−=c( . במקרה זה קיים פיתרון אם ורק

02אם  =− c .2אם , לכן=cויש אינסוף פתרונות,  השורה האחרונה כולה אפסים .
 . לא קיים פיתרוןc=−3ואם 

 :נסכם

,3למערכת קיים פתרון יחיד עבור  .א 2c ≠ −. 

2cלמערכת קיימים אינסוף פתרונות עבור  .ב =. 

3cלמערכת אין פתרון עבור  .ג = −. 

 
 



 :נרשום כפי שלמדנו. א-4
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 →
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 → →+−→+−
→+−

123

021

010

100

450

331

140

021

010

11150

450

331
)3()3()2(3)3()3()1(4

)2()2()1(2

 

















−−

− →
















−−

−

−

−

 → →+→

123

05/25/1

05/15/3

100

5/410

5/301

123

05/25/1

010

100

5/410

331
)1()1()2(3)2()2(5/1

















−−

−−

−

 → →+−
→+

123

5/45/65/11

5/35/75/12

100

010

001
)1()1()3(5/3
)2()2()3(5/4

 

:לכן המטריצה ההופכית היא
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−−

−

=
















−−

−−

−

123

8.02.12.2

6.04.14.2

123

5/45/65/11

5/35/75/12
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. ב-4
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B. 

 
 
 

 :קיים פיתרון יחיד והוא. 5
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