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 מר שמואל ברגר: המרצה
 
 

 דטרמיננטות

 
 

)בהינתן . דטרמיננטותכשמדברים על מטריצות ריבועיות אפשר לדבר על  )n
A M F∈ הדטרמיננטה של 

A שתסומן A או det Aם של  היא איבר מסויFשיוגדר עוד מעט . 

 :נביא כמה דוגמאות, לפני שנגדיר במדויק מה זה דטרמיננטה
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a b
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c d
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det אז  A ad bc= det-במקרה זה קל לראות ש. − 0A מ השורות " אמ=

 .תלויות לינארית

)אם  )
11 12 13

21 22 23 3

31 32 33

a a a

A a a a M F

a a a

 
 = ∈ 
 
 

 אז 
11 22 33 11 23 32

12 23 31 12 21 33

13 21 32 13 22 31

det

det

det

A a a a a a a

a a a a a a

a a a a aA a

A

= − +

− +

−

=

=

 

nכדי להכליל את הנושא למטריצה מסדר  n×מצטרך לעבוד קצת . 
 
 

 תמורות
 

} על הקבוצה תמורה }1,...,nקל להגדיר תמורה בעזרת . ע ועל מקבוצה זו לעצמה" היא פונקציה חח

:  למשל.או מטריצה, טבלה
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σ

 
=  
 

} פירושו  } { }: 1,2,3 1,2,3σ  ומתקיים →
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 עצמים נקרא nלקבוצת התמורות על 
n

S .אנחנו יודעים שיש ' מסמסטר א!nתמורות ב -
n

S. 

1 ומתקיים שלכל ε-אחת התמורות היא תמורת הזהות שנסמנה ב k n≤ ≤ ( )k kε =. 

 

נסתכל בתמורה 
1 2 3

3 1 2

 
 
 

 3- ו2 נשארים לאחר החילוף באותו הסדר ואילו 2- ו1המספרים . 

 .מתחלפים בסדר
)זוג מספרים , σבהינתן תמורה  ),i j 1 כאשר i j n≤ < ) אם σ של היפוך נקרא ≥ ) ( )i jσ σ>. 

למשל בתמורה 
1 2 3

3 1 2

 
 
 

):  היפוכים2 יש  ) ( )1,3 , בתמורה . 2,3
1 2 3

2 1 3

 
 
 

 יש היפוך אחד ואילו 

 !בתמורה הזהות אין אף היפוך אחד כמובן
 ).איזוגי (זוגיאם מספר ההיפוכים בה ) תאיזוגי (זוגיתתמורה נקראת 

 .יש בה אפס היפוכים וכידוע אפס הוא מספר זוגי. תמורת הזהות היא תמורה זוגית, למשל
1Nσ:  באופן הבאσ של הסימן Nσ נגדיר את σלכל תמורה  1Nσ- זוגית וσ אם = =  אם התמורה −

: י הנוסחה" עσ אפשר לחשב בקלות את הסימן של .איזוגית
( ) ( )i j

j i
N

j i
σ σ σ<

−
=

−∏. 

 

)תהי : דטרמיננטהכעת נוכל להגדיר  )
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,יהיו שתי תמורות  'σ σ .נאמר ש-'σהתקבלה מ -σ אםחילוף באמצעות : 
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י חילוף אזי " עσ- מתקבלת מσ'אם : טענה

'
N Nσ σ= −. 

 
של ) איזוגי(י מספר זוגי "מ ניתן לקבל ממנה את תמורת הזהות ע"אמ) איזוגית(תמורה היא זוכית : טענה

 .חילופים
 

 כפל של תמורות
 

,אז אם יש . כפל של העתקות זה בעצם הרכבה שלהם. תמורות הן העתקות
n

Sσ τ σ נגדיר ∋ τי " ע�

( ) ( ) ( )( )k kσ τ σ τ=�. 

אם , למשל
1 2 3 1 2 3

,
2 1 3 1 3 2

σ τ
   

= =   
   

 אז 
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σ τ τ σ
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� כמובן ההרכבה . �

 .אינה קומוטטיבית כמו הרכבה של העתקות בכלל
 

אך כמובן זה לא ,  המטריצה לפי סדרםבכל הדוגמאות רשמנו את המספרים בשורה הראשונה של: הערה

, למשל. חייב להיות כך
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2 4 3 1 4 3 1 2

   
=   
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 .זה חשוב משום שזה מאפשר לנו לחשב בקלות מכפלות של תמורות

נניח 
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 התמורה ההופכית
 

1σורה אז  תמσאם  י החלפת שתי "היא מתקבלת ע. כלומר הפונקציה ההופכית,  היא התמורה ההופכית−

למשל אם . השורות במטריצה זו בזו
1 2 3

3 1 2
σ
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1 אז 
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σ σ−    

= = =   
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1σמ " זוגית אמσ: טענה  . זוגית−

 
 

 תכונות הדטרמיננטה
 

t: הדטרמיננטה של המטריצה המשוחלפת שווה לדטרמיננטה של המטריצה .א
A A= . נזכור שאם

( )ijA a= אז ( )t

jiA a=. 

 .נטה נכפלת באותות סקלראם כופלים את אחת השורות במטריצה ריבועית בסקלרף אז הדטרמינ .ב
. B וקיבלתי את המטריצה c בסדקלר A במטריצה k-נניח שכפלתי את השורה ה: הוכחה

) היא Aהדטרמיננטה של  ),

1

det

n

n

i i
S i

A N aσ σ
σ∈ =

= ∑ . k-בכל מחובר מופיע כופל אחד מהשורה ה. ∏



detאז כשמחשבים את  Bכל כופל כזה נכפל ב -c .לכן המכפלה נכפלת ב-c . כל מחובר מוכפל
det ואכן c-לכן לפי חוק הפילוג הסכום כולו נכפל ב. c-ב detB c A= .☺ 

 היא מטריצה ריבועית ששורותיה לפי הסדר הן Aאם  .ג
1
,..., ',...,

k k n
α α α α+ ,B מטריצה 

ששורותיה 
1
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k n
α α αו -C מטריצה ששורותיה 

1
,..., ',...,
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det det detA B C= +. 

)נניח : הוכחה ) ( )1 1
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∑ - ו∏
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∑ לכן . ∏
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σ∈ =
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∑ ∏ .☺ 

detי החלפת שתי שורות אז " עA- מתקבלת מBאם  .ד detB A= −. 
det-כל המחוברים ב: הוכחה Bשווים בערכם המוחלט למחוברים ב -det A .החילוף הופך את 

 ☺. −1-לכן הדטרמיננטה נכפלת ב. הזוגיות של כל התמורות

det יש שתי שורות שוות אז A-אם ב .ה 0A =. 
לפי הסעיף הקודם . Aנחליף שתי השורות השוות ונקבל שוב את : הצעה להוכחה

det detA A= 2detלכן . − 0A detכלומר . = 0A =. 
char-ההוכחה הזהו נכונה רק במקרה ש!!! זה לא נכון 2F בשיעור הבא נראה את ההוכחה . ≠
char-למקרה ש 2F =. 



08/03/06 
 

det יש שתי שורות שוות אז A-אם ב: טענה 0A =. 
charאם : להוכחה 2F לפי הסעיף הקודם . A נחליף שתי השורות השוות ונקבל שוב את :≠

det detA A= 2detלכן . − 0A detכלומר . = 0A =. 
charאם  2F הואיל ויש שתי שורות שממות כל מחובר מופיע . הדטרמיננטה היא סכום של מכפלות :=

). בסכום פעמיים ),

1

det

n

n

i i
S i

A a σ
σ∈ =

=  2 נשים לב שלא חסר לנו כאן הסימן משום שבשדה עם מציין ∏∑

1 1= ). כ שהשורה הראשונה שווה לשורה השנייה"בהנניח . − ) ( ) ( )1, 1 2, 2 ,
det ...

n

n n
S

A a a aσ σ σ
σ∈

= בגלל אבל . ∑

)- כך שτ אז יש איזו תמורה ששתי השורות שוות ) ( )1, 1 2, 2
a aσ σ= . אולי , כל מחובר יופיע בפעמייםלכן

 אז 2שהמציין הוא ומאחר . ×2הדטרמיננטה היא משהולכן . אך בכל זאת יופיע פעמיים, בסדר שונה
det 0A =. ☺ 

 
det שורה אפסים אז A- אם ב:טענה 0A =. 

את שורת נכפול .  הוכחנו שאם כופלים שורה בסקלר אז הדטרמיננטה נכפלת באותו סקלר:הוכחה
detהאפסים באפס ונקבל  0 detA A= detלכן . ⋅ 0A = .☺ 

 
det במטריצה היא כפולה של שורה אחרת אז שורהאם  :טענה 0A =. 

ה י כפל אחת השורות האל" בעלת שתי שורות שוות עB התקבלה ממטריצה Aהמטריצה  :הוכחה
detכזכור . cבסקלר  0B detלכן . משום שיש לה שתי שורות שוות, = detA c B= detכלומר , ⋅ 0A = .

☺ 
 

 :דוגמאות
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 .במטריצה אלכסוניתל הדטרמיננטה שווה למכפלת איברי האלכסון :טענה

 -אחד המחוברים הוא לפי תמורת הזהות שהיא זוגית  :הוכחה
1,1 2,2 ,

...
n n

a a a . מחובר אחר התמורה בכלσ 

)- כך שkאינה תמורה הזהות ולכן קיים  )k kσ )הכופל . ≠ ),k k
a σ נמצא אז מחוץ לאלכסון ולכן שווה 

)המכפלה לכן . לאפס ),

1

n

i i

i

a σ
=
פרט למחובר של תמורת , כל המחוברים בדטרמיננטהאז .  שווה לאפס∏

 ☺.  הם אפס,הזהות
 

 :דוגמה
n

I מטריצת היחידה מסדר n . שברור-det 1
n

I )בדבר ומה . = )det
n

I−? תלוי ב הדבר-n . מאחר

)- נקבל ש−1-שכל שורה נכפלת ב ) ( )det 1
n

n
I− = −. 

 
 . במטריצה משולשית הדטרמיננטה היא מכפלת איברי האלכסון:טענה

 
 .הוספת שורה במטריצה לשורת אחרת אינה משנה את הדטרמיננטה :טענה

 המטריצה Cתהי . B ונקבל מטריצה i- את השורה הj- לשורה ה מטריצה ונוסיףAתהי  :הוכחה

לכן . וות יש שתי שורות שC-ב. j- במקום השורה הi-י כתיבת השורה ה" עA-המתקבלת מ

det 0C =. 
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detכעת לפי משפט קודם  det detB A C= det כלומר + detA B= .☺ 
 

 . מוסיפים לשורה אחת כפולה של שורה אחרת הדטרמיננטה אינה משתנהAאם במטריצה  :טענה
 היא המטריצה שבה במקום שורה C , היא המטריצה המקוריתA, כמו בטענה הקודמת :הוכחה

j
α 

מופיעה השורה 
i

cα ,B היא המטריצה שבה במקום השורה 
j

α מופיעה הושרה 
j i

cα α+ . קודםכמו ,

det det detB A C= det וגם כאן + 0C  ☺. i- היא כפולה של השורה הj- כי השורה ה=

 
det :טענה 0A  . תלויותAמ שורות " אמ=

 :הוכחה
 היא Aאם . המטריצה שקולת שורות למטריה עם שורת אפסיםאז .  נניח שהשורות תלויות)⇒(

 ובה שורת Bי פעולות אלמנטריות על שורות את המטריצה "הדטרמיננטה המקורית נקבל ממנה ע
detאבל . כל הטענות הקודמות הפעולות האלמנטריות אינן משנות את המטריצהלפי . אפסים 0B לכן . =

det 0A =. 
- שקולת שורות לAאזי .  נניח שהשורות אינן תלויות)⇐(

n
I . סדרת פעולות אלמנטריות על נבצע

n
I 

היא נכפלת באפס רק אם שהרי . על פעולה הדטרמיננטה אינה נכפלת באפסאחרי . A-כדי להגיע ל
 הדטרמיננטה עדיין A-בסוף כשמגיעים ללכן . אך זו לא פעולה אלמנטריות, כופלים אחת הושורת באפס

 ☺. שונה מאפס
 

בגלל שאנחנ ויודעים איך פעולות אלמנטריות משפיעות על הדטרמיננטה זה מאפשר לשנו לחשב 
 .דטרמיננטות בקלות יחסית

), לדוגמה ) ( )
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 2 1 0 4 8 0 4 8 1 4 9 36

1 6 2 1 6 2 0 0 9

     
     = − − = − − = ⋅ − ⋅ − =     
     −     

 

 
 

 המשוחלפתהמטריצה 
 

 .tAי " נסמן עAהמטריצה המשוחלפת של את 
 

עבור  :דוגמה

1 2 3
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A
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מתקבל  

1 5 3

2 7 6

3 9 1

t
A
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)- ו)לאו דווקא ריבועית(מטריתה  Aאם  :הגדרה ),i jA a= אז המטריצה המשוחלפת tA היא המטריצה 

( ),

t

j iA a= )כלומר כל שורה הופכת לעמודה( 

 



































































































































































דינה
הערה לבכיינים
מי שזה לא נראה לא טריוויאלי שילך לסיכומים למבחן באלגברה לינארית 1 ויימצא את ההוכחה בעמוד 27
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