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  )2( אלגברה ליניארית – 6תרגיל 
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⊥  . הוא מרחב הפונקציות האי זוגיותW: טענה .2
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  2 אלגברה לינארית 10תרגיל 
  

V nVV  מרחב וקטורי ממימד יהי  . 1 nn ∈∈ ∗ ααϕϕ ,...,... 11
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V  },...{ 1 n ∀ ϕ α = δα α הוכיחו ש .    בסיס של :        כך שמתקיים

},...{ 1 nϕ φ בסיס של     -וש     
∗V

n

.   
  

∑ }...,{ -נראה ש 1 φϕל" בת := 0iitϕ∑ ⇐≤≤∀== njt jiij 10)(αϕ

},... n

t   

∑ = 0iitα { 1 αα : ל" בת  -נראה ש

∑ ∑ ⇐≤ nj≤∀=== tt iijijij 10)()( αϕαϕ

nPRaaa n ∈,..., 10

i n

t  
  
  
  

ויהיו   ,   מרחב כל הפולינומים הממשיים ממעלהיהי . 2  n ≥ 

תיווכחו  (  נג0ל. שונים זה מזה

  !).  פונקציונלים לינארייםשאכן  

≥כל   iדיר  ≥ nPφ )(י  " ע∋∗ ( )) : (i ip x p aφ =

iφ
0{   .  מהווה בסיס של  }הוכיחו שהקבוצה   ,..., nφ φnP∗

  

nj  פולינומים  n+1נגדיר 
aaaaaaaa

axaxaxax
xP

njjjjjj

njj
j ≤≤

−−−−

− −−−
=

+−

+− 0
))...()()...((

))...()()...((
)(

110

110

ijji P

  

0{   .  מהווה בסיס של  } נובע שהקבוצה  1משאלה .  ,..., nφ φnP∗ ϕ =)( δ מתקיים 

  

Vn 3 . תהא    .  מרחב וקטורי ממימד יהי∗⊂= VS n},...{ 1 φφ

,1  שעבורו    , ( ) 0i v

ונתון שקיים   , 

הוכיחו  שהקבוצה  . ∀ 0 v V≠ ∈...,i n φ= =Sתלוייה לינארית  .  
  

)(v v∗∈Vψ≠0 - מכיוון ש.  0ψ המקיים    .   קיים  לא יתכן שהוא צרוף לינארי של   .  ≠

{ 1 },... nφφ.  
  .תלויה לינאריתולכן הקבוצה הזו אינה בסיס ומכיוון שגודלה הוא כמימד המרחב היא 

  
  
  

FMA)(תהא .     4 n∈מטריצה   ו  -Nk -הוכיחו ש. -  כך ש∋ 0kA =0=nA

AkxxP =)(

ntxxmAA t
A

tn ≤=⇐=⇐= )(00

.  
  

  מאפסת את הפולינום   ום המינימלי שלה מחלק את ולכן הפולינ   
kx  ומכאן ש -  .  

  



TNk ∈ k (   אם  ,) טרנספורמציה לינארית  : הגדרה  נקראת נילפוטנטית מסדר

Tמקיימת: T 00 1 ≠= −kk T .  
TNk אם קיים ,   נקראת נילפוטנטית   -  כך ש∋ טרנספורמציה לינארית  

Tk .   נילפוטנטית מסדר
.  

    
Tתהא.  5 Vל מעל שדה סגור אלגברית"  ט) .Vממדי- סוף.(  : V→

Nk ∈0k

   
  .0 הם Tע של "  נילפוטנטית אם ורק אם כל העTהוכיחו כי .      א 
  

  .  נילפוטנטיתT - נניח ש: כוון ראשון

=  :לכן , T-    הקטן ביותר כך ש -יהי  
1 1( ) 0k kT v T− − 0v V∃ ∈ ≠ ⇐ )1ן ≠ )k v− 0 כיkT v= =

0
  Twונקבל , נסמ . 

-ו

w T=
w 0T⇐  .ע אחרים"נראה שאין ע. ע של "  הוא ע  ≠

vm ע " עם וTע של "  ע -נניח ש λ   . קל להראות שלכלm, ע של "  עTע "  עם ו

.   

λm

0 0 k k vλ λ v  .  לכןT v= ⇐ = = ⋅
TT     אז הפולינום האופייני של .0 הם ע של "כל הענניח  ש: כוון שני

nx0=nTוממשפט קיילי המילטון נובע ש  .  ולכן נילפוטנטית   - הוא  
          

)0)()( =vvnT (vnT vנניח כי לכ.   ב     Vכך ש,    .. נילפוטנטיתהוכיחו כי .  ∋  קיים- ל 
  

∀ , V  בסיס של }יה עבור  . =

  :מקבלים , 

{ ,...,1{י   kv v ונבחר}x ( )in n v
1

: ma
i k≤ ≤

,ואז  , = 0n
ii T v

1

k

i i i
i

a v
=

∈ = a,וקטור כללי   v ∑F

1 1

0 0
k k

n n
i i i

i i

a T v a
= =

T v = = ⋅∑ ∑0nT   ,=ולכן  , =

  
=T;  0אזי  ,   נילפוטנטית וניתנת ללכסוןTאם :  הוכיחו.ג   

  
   ניתנת T,אם  בנוסף.  ע היחיד שלה"  הוא הע0  נילפוטנטית אז  Tאם 

Tα nα,...1    ע של "לליכסון אז קיים בסיס של ו

niT ii ≤
  

T = ⋅ = ∀100)( ≤α α 0   - נובע ש=

dimIm 1T

  . -מכיון ש

  
 
  נילפוטנטית או ניתנת ללכסון אך לא Tאז  , אם  : הוכיחו. ד

  .שניהם
=

  



1 dimIm 1T n Tdimker = − ⇐ =1 1,..., nv v −rT }יהי  .  שלימו  ונke  בסיס של {

}ס  לבסי }1,..., nv vβ V  של =
0 0 *

0 0
T

a
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟[ ] = ⇐⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #
"

1( )n

של ' האופ' ולכן הפול , 

 T  הוא x x a− −a =F0∋כאשר  , 
n

' האופ'   אזי הפולאם .    סקלר כלשהו

הוא 

a
x וממשפט  קיילי המילטון  נובע כי  Tנילפוטנטית  .  

-  השייך לTע של "  ויהי . Tע אפס של "ע נוסף לע"  ע אזי אם 

כי  (V  בסיס של }

0a ≠aw
}1 1,.. ,w−., nv v a⇐0)( ≠wT ולכן }{ 1−∉ nvspw

T T
,...1 v (  והוא מורכב

⇐  .  ניתנת ללכסוןע"כולו מו  של 

אך זה לא ייתכן בי  , T  גם נילפוטנטי וגם ניתנת ללכסון אזי Tאם , לעיל) ג(לפי 
הרי  

0=
dim m 1TI⇐ =,

VVT →:
W

 
  

Vמרחב וקטורי    ,   ויהי, .   טרנספורמציה לינארית יהי :     הגדרה
T WWאינוריאנטי אם   -נקרא . W.   תת מרחב  ⊆)(

:T V V→⊆
  :1( ) { | }, ( ) { | }W Tx x W T W x V Tx W−= ∈ = ∈ ∈

1( ), ( )T W−

T( ) W⊆( )v T W∈

T .   
  
W  וירנספורמציה לינארית ט תהא  .6 Vמרחב -  תתT-הי    .אינוארינטי

ר  Tנגדי      

Tהוכיחו כ       Wמרחבים -  הם תתT-י    .אינוארינטיים
  
.  Wא "ז , אינוארינטי-מרחב - הוא תתT W  .כלומר קיים , י

Tל.  Tvל, Tw.  עבור W  -אינוארינטי.  
הי 

w W∈ ו( )wv T=W∈ כן( ) ( )T Tw T W= ∈( )T
1( )W−∈W

כן 

uי T ,  כלומרTu .W לכן ,  אינוארינטי-  הואT T . מכאן

Tu .ולT W -אינוארינטי.  

∈ )Tהי  ))u W∈
1( )T W−∈1( )−T כן 

  
  
  
  
  
  
  
 



  )2( אלגברה ליניארית – 11תרגיל 
  

  
Tתהי.  מעל שדה ו ממימד " מVיהי  Vל נילפוטנטית" ט . n : V→

n

1. F  
x  . הוא Tהוכיחו שהפולינום האופיני של 

  

נתונה מטריצה  .2

2 8 12 60
2 5 9 48
6 17 29 152
1 3 5 26

A

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

: V→r<
| i

האם היא .  מעל הממשיים

  ?מה דרגת הנילפוטנטיות שלה, אם כן? נילפוטנטית
  

3. T Vי. מסדר נילפוטנטיות , ל נילפוטנטית" טi r .
  .iל נילפוטנטית מסדר " טT. א: הוכיחו כי

הי תהי 
KerT

Im
| iT

−

 :

0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

nP≥n: n n

rל נילפוטנטית מסד" טT.                    ב i.   ר
  

 את המטריצה  .ורדן'מצאו את צורת ז .4

  
 ו,  מעל  מרחב כל הפולינומים ממעלה הי י .5

  המו, טרנספורמצית הגזירה

Dתהי  P P→

k k
k k : י"גדרת ע

0 0

n n

k k

c x kc x⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
∑ ∑D

nPD  . בצורה זו שלפיו ואת הבסיס של ,  של ורדן'מצא את צורת ז D
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  כא"לפי הגדרתו פולינום אופיני של ט .1

ל "ע יחיד לכל ט" הוא ע0הוכחנו גם כי . הוא פולינום ממעלה 
 זה הפולינום היחיד ממעלה . לכן בהכר. נילפוטנטית

.שאין לו שורשים פרט לאפס

T:ל  V שר V→dimV n=
n

)ח  ) n
Tp x x=n

2 8 12 60
2 5 9 48
6 17 29 152
1 3 5 26

A

 
  

−

 י חישוב ישי"ע .2

 לכן זאת מטריצה נילפוטנטית ודרגת הנילפוטנטיות מתקבל 
  .2היא 

ר מקבלים כי עבור  

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2 0A =

  
זה נובע פשוט . i ≤ל נילפוטנטית מסדר " טTברור כי  . א

ידוע כי .  וסיימנוצריך להראות כי הסדר . מהגדרת המרחב 
T נילפוטנטית מסדר r .כך שלכן קיי -T v ,

אזי קל לבדוק כי , -נתבונן ב. 
Tוכן מתקיים ,  w . לכן סדר

.i הוא לפחות הנילפוטנטיות של 

3. | iKerT

ker iT≤i
v V( )r 0 =∋ם 

(( ) ( ) )1rT v− 0≠ r iw T v−=r i v−

i

w T=

kerw T∈( ) ( )1 1 0i rT v− −= ≠

Im
| iT

≥r i−

r i−

ker
| iT

T 
  .ל נילפוטנטית מסדר " שוב קל לוודא כי זו טT.     ב

ת   ,    נשתמש,       כדי להוכיח שסדר הנילפוטנטיות הוא לפחו
vבאות,       כקודם V המקיים T v . נשים לב כי  ( ) 1∋ו  0r− ≠

T ומתקיים  Tוסיימנו .  ( )      ( )( ) Imi iTT v ∈1 0r i i v− − ≠

  
, קל לראות כי . 1 משאלה  הוא הפולינום האופיני של  .4

ורדן 'לכן בצורת ז.  הוא לכן הפולינום המינימלי של , 
). תמיד יש בלוק בגודל סדר הנילפוטנטיות (3 יש בלוק בגודל של 

⎜ומכאן שזא ⎟ .

נשווה את דרגות המטריצות , כדי להחליט איזו מהן היא הנכונה

Ax53 0A =
2 0A ≠Ax3

A

ת יכולה להיות 
0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 או 

0 1
0 0 0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0 0 0
0 0 1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 0
1 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0



ולכן הצורה , 2 היא דרגת ): רגת מטריצה נשמרת תחת דמיוןד(
.ורדן של 'הראשונה היא צורת ז

A
A 

  
: י" מיוצגת טרנספורמצית הגזירה ע}ביחס לבסיס  .5

 חישוב פולינומיים י"אפשר להמשיך מכאן ע. 

אולם במקרה זה קל לראות כי שינוי הבסיס        . אופייניים ומינימלים
⎧
: ורדן'  ייתן מיד צורת ז⎨

⎜ ⎟.  

}1, , , nx x…
0 1

0

0 0
0 0 2 0

0 0
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … % … #
… … %
… … …

-ל
2 3

1, , , , ,
2 3! !

nx x xx
n
⎫
⎬

⎩ ⎭
"

0 1 0 0
0 0 1 0

0 1
0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … % … #
… … %
… … …

nP
1n

ן קל כמו כ. הגזירה נילפוטנטית על ' אכן קל לוודא כי טרנס:        הערה
)  . למשל כי , להראות כי סדר הנילפוטנטיות הוא בדיוק  ) +n

nP x 0≠
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APP-  כך שPמצאו מטריצה .   1 1−

3 1 0
4 1 0

7 1 2
17 6 1 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

  :ורדן' היא בצורת ז

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

300
015
001

Aב            .

0
0
1

.  א  

  :שאלה ממבחן. 2

: כך שמתקיים,  מימדי4 ל נילפוטנטית במרחב" ט   . T32תהי .  א kerker TT ≠

03 =T

  .נמק לגבי כל אחת מהן?  אילו מהטענות הבאות נכונה ואילו אינן נכונות

. א  

Tורדן של 'בצורת ז. ב  . יש רק בלוק אחד

≥Tורדן של 'בצורת ז. ג יש בלוק מסדר   .3 

03. ד ≠T

: V→

  
  
Tנתונה. 3 Vל  " טV הפולינום יהי .  מעל 5 ממימד 

  .3 הוא 2ע "רחב העצמי עם עמימד המ. Tהמינימלי של 
( ) ( )   ^22Tm x x= −

0

0 0 4 0
0 2
0 0
0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …
…
…

…
…
…
…
…

  

4 1 0 0
0 4 0 0 0
0 0 4 1 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 2

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …
…

…
…
…
…
…

,

  .Tורדן של 'מהי צורת ז
  
  :יהיו. 4

4 1 0 0
0 4 1 0
0 0 4 0 0
0 0 4 1 0 0 0

0 0
1 0
2 0

2

  

  
  :ורדן'שתי מטריצות בצורת ז

A  )א  ?מהם הפולינומים האופיינים של  B
, ?ע  של "מהם הע   )ב A B

, ? דומותהאם   )ג A B
,

 
?מהם הפולינומיים המינימליים של    )ד A B



 המתאימים לערכים עצמיים מהם המימדים של המרחבים העצמיים של   )ה
.שונים

,A B

-⊆
(

 
  
U מרחב מכפלה פנימיתVיהי . 5 Vאז גם . מ" תUהוא מרחב מכפלה פנימית  .

T מקיימתא U אנו אומרים כי Uמ " הוא תT-
 הוא איבר T- שאותו אנו מסמנים בU- לTבמקרה כזה הצמצום של . אינוריאנטי

  .של 

 ו
)ם  ) ),T Hom V V∈ U⊆

|U
( ),Hom U U

, ,P Tאם  U Vהיא ההטלה הניצבת של - כמו בדיון דלעיל ו V על U ,
  .הוכי

  .א
( ) *חו כי  *|UT PT=

Tא Hנורמלית ו -Uמ " תT אינוריאנטי אז U הוא גם 
Tאינוריאנטי .  

( ) ם  om,  .ב V V∈
*

1 i

k
i V נורמלTהיזכרו שאם : הדרכה V ע  של " הם הע כאשרT 

uביח. ע "וקטורים העצמיים עם ע הוא מרחב הV-ו U , צריך
Tלהראות כי  u .ישנה הצגu vכאש v V .  

==ית אז  ⊕iλ λ

iλiλ רו∈

U* 1ה ∋ kv= + +…
ii ∋λר 

|U

, :S T V V→

 גם T נורמלית אז T- אינוריאנטי  וTמ " הוא תUהסיקו שאם . ג
  נורמלית

  
  עבורוV של אם יש בסיס ניתנות ללכסון סימולטני הן , ל " ט. 6

[   . אלכסוניות[
B

[ ],
B b

T S
S,  .  ניתנות ללכסון סימולטני נוכיח כי  TST TS ⇔=
BS  )א  .T- ו- בסיס של וקטורים עצמיים לנניח 

,ST TS B  .- מסכימים על הוקטורים ב: ל"צ
ST  )ב  .נניח  TS=

S  . אינווריאנטים הם Tכל המרחבים העצמיים של : ל"צ
iSSiTiS

SS
ST TS

  )ג  . ניתנת ללכסוןהראו כי ,  של - למרחב העצמי ה צמצום אם 
i  .- והתבוננו בפולינומים המינימליים של : רמז

 ניתנות ללכסון T- ו אזי כלומר . (השלימו את ההוכחה' ג',בעזרת ב  )ד
  ).סימולטני

=S

I A
  
גם −   הפיכה הפיכה אז : הוכיחו. 7 BIאם  BA−
)- ו ) ( )1 1I BA I B I AB− −

− = + − A.   
ABBA  . אותם ערכים עצמיים- ול-הסיקו מכך של

 ,(
  
(  .ל" ט. 8 ( ) 3תהי  3:T →\ \, , , ,T x y z y z x z x y= + + +

(

  .ורתוגונליות הטלות א3) א:  כצירוף לינארי שלTהציגו את 
  . הטלות אורתוגונליות2)                                             ב

  
n(  . מטריצה משולשית עליונה. 9 nA M ×∈ ^



A⇔A  . אלכסונית  נורמלית הוכיחו כי 
    

 



  )2( אלגברה ליניארית – 12פתרון תרגיל 
  
  

החלק של חישוב מטריצת המעבר בין הבסיסים הוא חלק טכני ולכן אינו חשוב  .1
  .ורדן'אנו נפתור רק את החלק של מציאת צורת ז. ורדן'בנושא של צורת ז

) א
1 0 0
5 1 0
0 0 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1:  הםA הערכים העצמיים של  21, 3λ λ= הפולינום המינימלי . =

) הוא Aשל  ) ( ) ( )21 3Am x x x= − −( ) ( ) ( )2

Am x x= − −

0 0 3
AJ =

1 3x ולכן  :

.  
1 1 0
0 1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)  .נמצא את הערכים העצמיי) ב )  : A41ם של  1xI A x λ− = − ⇒ =

V הוא מספר תתי הבלוקים של  A . נבצע פעולות גאוס על
 :

 יש שני תתי -מכאן שב.  ולכן 2מימד מרחב המשוואות הוא 
. 2 או שני בלוקים בגודל 1 ובלוק בגודל 3בלוק בגודל : יתכנו שתי אפשרויות. בלוקים

 כדי לבדוק אילו מבין שתי האפשרויות היא הנכונה נבדוק האם הפולינום המינימלי של 

  .-בדקו ש. ) או 

( ) AJdimVλ .ker Iλ = −
A I−

2 1 0 0 17 6 1 1 17 6 1 17 6 1 1
4 2 0 0 7 1 1 1 10 5 0 0 2 1 0 0

7 1 1 1 4 2 0 0 2 1 0 0 0 0
17 6 1 1 2 1 0 0 2 1 0 0 0 0 0

A I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = → → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

dim 4 2 2Vλ

1

0 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

J = − =A

A

)הוא  )21x −)31x −( )2A I 0−  - ומכאן ש=

1 1 0 0
0
1 1

0 1 0
0 0
0 0 0 1

AJ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

: V→2 3r kerT T≠

3 0=

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 3ker dim kerT T

2 3r kerT T≠3 0

  
2T V4ל נילפוטנטית במרחב " טke .   .מימדי  .

 Tאזי . Tתהי : דוגמא.  לא נכוןT) א

dim 

  .T אבל 

Tי " מיוצגת ע

2, נילפוטנטית

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,3

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .≠

≠keולכן 



  .לא נכון,  יש רק בלוק אחדTורדן של 'רת זבצו) ב

 נילפוטנטית Tאזי . תהי : דוגמא

  .ריצה יש שני בלוקים אבל למט

Tי " מיוצגת ע

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )2 3

1
0 0 0 0

, 0
0 0 0 0
0 0 0 0

= 2 ולכן = 3ker kerT T

0 0 0

T T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≠

≥  .3 יש בלוק מסדר Tורדן של 'בצורת ז) ג
  כך  ולכן קיים הבלוק המקסימלי הוא בגודל , אחרת: נכון

  . סתירה לנתון ולכן גם T- שומכאן נובע
2 ≥-( ) 2k kש≥

Tm x x=
2 0=3 0T kerכלומר . = k V

3 0≠

2 3erT T= =
  .טובה גם לכאן' הדוגמא של סעיף ב.  לא נכוןT) ד
  

של לכן הפולינום האופיני . ל אותם שורשים"לפולינום המינימלי והאופיני של ט .3
T ורדן 'זה כבר אומר שעל האלכסון הראשי בצורת ז.  הוא

בנוסף מהפולינום המינימלי אנו מסיקים שהבלוק המקסימלי חייב . 2יופיע רק 

⎜לכן יש שתי מועמד. 2להיות בגודל   או ⎟

.  

( ) ( )52Tp x x= −

: ורדן'

2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1 0
0 2 0
0 0 2
0 0 0 2
0 0 0 0

ות לצורת ז

0 0
0 0
0 0

0
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

).  בראשונה3- בשניה ו4שהוא  (2שתי המטריצות נבדלות במימד המרחב העצמי של 
  .ורדן הנכונה'לכן המטריצה השניה היא צורת ז

  
( ) ( ) ( ) ( ) 5) א .4 34 2A Bp x p x x x= = − −.  

  .4,2ע העצמיים של שתי המטריצות הם "הע' לפי א) ב
יצות אינן דומות כי אין להן את אותם בלוקים ורדן שתי המטר'בגלל יחידות צורת ז) ג

  .ורדן'בצורת ז
והגודל , 3 הוא - ב4ע "ורדן השייך לע'כיוון שהגודל המקסימלי של בלוק ז) ד

. נק, 2 הוא2ע "ורדן השייך לע'המקסימלי של בלוק ז
  .ם י שימוש בשיקולים דומי"ע

A
( ) ( ) )בל כי  )3 24 2−Am x x x= −

( (נקבל  ( ) ( )2 34 2Bm x x x= − −



. 4dimע " והן עבור הע2ע " שני בלוקים הן העבור הע-ל) ה
  .שיקול דומ

: לכן,  A2 4dim 2A AV V= =

2 4dim 1,dim 3B BV V =ה נותן  =

v V
  

v יש הצגה יחיניזכר שלכ) א .5 uכאש u U 
כאשר שני , )אנו צריכים להו. ובמקרה הזה

  כלומר צריך להוכיח שלכל-האגפים הם איברים ב
  .םמתקיי

=wדה ∋ ר + w,ל  U ⊥∈ ∈
 ( )P v u= כיח כי)* *|UT PT=

( ),Hom U U1 2,u u U∈  
 ( )( ) *

1 2 1 2, ,Tu u u PT u=

1 2,*
2v T u=,

(

uבהנתן  uולכן קיימיםל אז נסמ" כנ u wכמו בהערה למעלה כך ש - 
v u.  

 ן 
w= +

( ) ( )) ( ) ( )* *
1 2 1 2 1 1 1 2, , , , ,Tu u u T u u u w u u u PT u= = + = =

- 
1 i

k

i

  
  .כנדרש

Vאנו יודעים) ב V ע של " הם הע כאשרTו -V הוא מרחב 
  .ע "הוקטורים העצמיים עם ע

=λ ש
= ⊕1, , kλ λ…

iλ

iλ
uנבח Uכאש א v V .אם נצליח להוכיח שמכאן נו 

T אז נסיים כי אלכל  u.  

1ז ∋ר  ku v v= + +"
ii בע =ר  λiv U∈

( ) i ז*
i iv Uλ= ∈∑

k ∈i k vנוכיח  Uומסימטריה ינבע של v U.   1כל כי≤ ≤ i ∈
 -כך ש,  שונים מאפס ונתונים סקל1א: למה

b שונים מאפס כך שאז קיימים סק v.  
iם  k≤ ≤, ,i ka a…i i k ka v a v U+ + ∈…

, ,i kb b…i i b v U+ + + + ∈…

-1 kv v U+ + ∈"
1−0

רים 
1-+1לרים  1 k k

  
 ואז שימוש  כי אנו מתחילים מהעואם נוכיח את הלמה אז נסיים

  . כנדרש ול- כך שc פעמים ייתן לנו קיום kחוזר בלמה 
בדה ש

≠k U∈kv U∈

i j

cv כן
  

Tמתקיי: הוכחת הלמה a.   ם
k k

i j j j
j i j i

a v a vλ λ
= =

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ,j

k k

j j j j
j i j i

v a vλ
= =

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

( )
1

k

j j i j
j i

a vλ λ
= +

−∑
מכאן שההפרש .  אינווריאנטיU- מהנתון ומכך שU-שני הוקטורים הללו שייכים ל

 והמקדמים שונים אבל ההפרש בי, U -ביניהם גם הוא ב

  .מאפס

ניהם הוא 

. - וVשל '  אינוTמ " הוא תUאם : מסקנה) ג
 T הוא U -חרון נובע מכך שוהשיויון הא' כאשר השיוויון הראשון הוא סעיף א

נקבל באופן )  נורמליתTעבור (ל הוכח "כעת לאחר שהשיוויון הנ). 'סעיף ב(אינווריאנטי 
Tטריביאלי  H נורמלית 

  .כנדרש

( ) Tנורמלית אז  :* * *| |U UT PT T= =
*

) -ש )( ) ( ) ( )* *| | | |U U U UT T T T= כלומר ( )| ,U m U U

, :S T V V→

o∈

  
ל ניתנות ללכסון אזי הן ניתנות " טכאמור נוכיח בתרגיל זה כי  אם . 6

ST⇔  . ללכסון סימולטני  TS=
S,  )א  . ניתנות ללכסון סימולטני אז הן מתחלפותנוכיח שאם  T



 ונניח  בסיס של וקטורים עצמיים של נניח 
Tvאזי  :

  

{ } Bש - 1, , nv v= …,S T
,i i i iv Sv vi i= λ μ=

i i i i i i i i i i i i ii TSv T v Tv v v Sv S v STvi i iμ μ μ λ λ μ λ λ∀ = = = = = = =
ST TS =  . על אברי הבסיס אזי הן שוות-לכן מכיוון ש

 המרחב Vיהי ).  לכסינות לא בהכרח סימולטנית-נניח עתה ש  )ב
  : אזיTv כלומר ע " המתאים לעTהעצמי של 

ST =) TS,S Tλ

λ .vλ v V∈ λ=
( )T Sv STv S v Svλ λ= = =Sv V λS  . אינווריאנטי הוא Vλ- וזה אומר ש∋ לכן 

|
iV iS S
λ

פ "מוגדר היטב ע ( Tל  שi- למרחב העצמי ה הצמצום של נבי  )ג
לכן הפולינום המינימלי שלה מתפרק למכפלת גורמים ,  ניתנת ללכסון). 'ב

  אז ודאי שהוא מאפס את פולינום המאפס את אם . לינאריים ללא ריבוי
בפרט ,  מחלק את הפולינום המינימלי של לכן הפולינום המינימלי של , 

  . ניתנת ללכסוןולכן , זוהי מכפלת גורמים לינאריים ללא ריבוי

S=ט על 

S
( )p xS

iSS

iS

i

Si

 V - לTברור שלצמצום של .  אלכסונית עבורו  בסיס Vנבחר עתה בכל   )ד
לכן . יסוזאת לפי כל בס) שערכיה על האלכסון הם (מתאימה מטריצה אלכסונית 

.  ניתנות ללכסוןT וגם  נקבל בסיס שלפיו גם אם ניקח כבסיס
.לכן הן ניתנות ללכסון סימולטני

iBiS
iλ λ

iλ
iB את  B= ∪S

(

 
  
  :נביט בחישוב הבא. 7

( )) ( ) ( ) ( )1 1I BA I B I AB A I B I AB A BA BAB I AB A− −
− + − = + − − − −

1−
  

( )( ) 1I BA B I AB I AB A I BA AB I−
= − + − − = − + =

 :(
  

ו "ל במ"עבור ט (ל  אפשר לחשב בכיוון ההפ"נכ
  ).ממימד סופי היה מספיק למעשה להראות כיוון אחד

( )) ( ) 1Iוך B I AB A I AB I−
+ − − =

 של ע" הוא ענשים לב כי .  אותם ערכים עצמיים- ול-נרצה להסיק של
לכן אם נראה .  כלומר לא הפיכה- מטריצה סינגולרית) ל"או ט(מטריצה 

  .ע"ם בדיוק אותם ע הפיכה נקבל שלשניה הפיכה 

λ ABBA
C⇔I Cλ −

BI-ש Aλ −⇔I BAλ −
)  .נסמן .  הפינניח תחילה  ) 0λ ≠ ,I ABλ B. כה− 1I BA I BAλ λ λ−− = −1Bλ−=�

 ופכי של ואם הה,  הפיכה הפיכה אזי גם אם , לפי מה שראינו
 אב.  ההופכי  אזי הוא 

  . הפיכה כנדרשלכ. הפיכה לפי הנתון

BA− � I AB− �I BA�I −
)ל  ) C1Cλ− שלI BAλ −1 1I AB AB I ABλ λ λ− −− = = −� I −

)ן  )I BA I BAλ λ− = − �

 ע של " ולכן אם אפס הוא עלבסוף אם 
  .ע של "אז הוא גם ע
0λ 0BA אז = B A A B AB= = = =AB

BA

\

  
ולכן ניתנת ללכסון מעל , ל סימטרית" טTיהי : ניישם את משפט הפירוק הספקטרלי. 8

  :Tע של "ע וו"ע, נחשב פולינום אופיני . נמצא אותו. נ" עם בסיס א



( ) ( )( )(3

1 1
det 1 1 3 2 1 1 2

1 1
T

a
p a a a a a a a

a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = − − = + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1

).  

: נחשב את המרחב העצמי של 

V v נבצע תהליך גרם שמידט 

, uכדי לקבל בסי

  

−

( ) ( ){ }3
1

1 1 1
: 1 1 1 0 1, 1,0 , 1,0, 1

1 1 1
v sp−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈ = = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

\

"1V

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

). -נ לס א )
( ) −1

1,0, 1 1 1,0,
1,0, 1 2 2

− ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

( ) ( )1 1

2

1 1, 1,1, 1,0 1, 1,0 , 2 22 2 , ,
" 1 1 2 3 3 2 3, 1,

2 2

u u
u

⎛ ⎞−⎜ ⎟− − − ⎛ ⎞⎝ ⎠= = = ⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎝ ⎠−⎜ ⎟
⎝ ⎠

{

2
−

}1 1,p u u− = 2V s . 1אבל ידוע שמימדו  . 2נותר לנו עוד למצוא את המרחב העצמי של 
  .2ע "ולכן מספיק למצוא וקטור אחד עם ע

-הוא ניצב ל. u ננרמ

u uכי הטרנספורמציה נורמלית .  

( ) ( ){ }2 1,1,1V sp= ל אותו ונקבל
( )3

1,1,1 1 1 1, ,
1,1,1 3 3 3

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2,
3 3:P →\ אז . i  הטלה אורתוגונלית על \

  

}נגדיר  }ispan u1,2,3=

1 2 3

1 2 2 3

P P P I
T P P
+ + =⎧

⎨ = − − +⎩

3 3
1 :P− →\ \1

P
:  כסכום של שתי הטלות אורתוגונליותTשמידט אם נביע את ניתן לחסוך את תהליך גרם 

2−נגדיר   :ואז. V- שניצב כמובן לV להיות הטלה אורתוגונלית על 

1 3

1 3

I P P
T P

−

−

= +⎧
⎨ = − +⎩ P

.  

  
A  . אלכסונית אז היא נורמלית ברור שאם ⇒. 9

1n  .- ונוכיח לנניח שנכון עד .  הטענה טריויאליתn-ל: באינדוקציה על  ⇐ −n

( )
n1=

( )* *
11 11 1 111 11

1

0
n

k k
k

AA a a A A a a
=

= = ∑=  נורמלית A- זה מתקבל מכיוון ש≤

מזה נקבל . ליונה  .ומשולשית ע

11

12

0 0
0

0

0

n

a

A
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = = ⇒ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

…
#1a a

או שבאמת וד. ( משולשית עליונה ונורמלית  -כך ש
  . אלכסונית אלכסונית : מהנחת האינדוקציה). נורמלית
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