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:  המוגדרת בצורה הבאהתהי .  ובעלת התכתהי 
.הראה .  עבור כל 

4. σ ∈n n )ונה  )σ =*
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.חשב את שטח המקבילית ששלושה מקודקודיה   הן .5
 

:   כלומר עוברת על  כאשר  עוברת על הראה כי , תהי 
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Tתהי : פתרון i) קבוצת כל ההיפוכים ב- 
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.חשב את שטח המקבילית ששלושה מקודקודיה   .5 הן
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  .ל היא"הנ

A, ,A B C
:' (0,0), ' (1,0), ' ( 2,4)A B C= =נקבל = −( )S ABC

( ' ' ')S A B C
שולש 

ש 

 :
1 0

4 0 ( 2)
2 4

4= − ⋅ − =
−

 



:   כלומר עוברת על  כאשר  עוברת על הראה כי , תהי 
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 היא בפרט -ו,  בחבורהתזו תכונה שמתקיימ: הערה (ולכן ההרכבה היא פעולה אסוציאטיביות
  .)חבורה

τ  .כעת הרכבה של תמורה היא תמורה  ⋅ ⊂

nS
ולכן 

 - כך ש קיימת תמורה לכול תמורה ש כלומר נראה ,  הכלה בכיוון השניכעת נראה
.  
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   2 בלינארית 4תרגיל 
  

בדקו את  ( כדי לחשב את adהשתמשו במטריצת ה  )1
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2אלגברה לינארית 
  5תרגיל בית מספר 
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A  .לכסינההוכח כי 1. 
A   .- לדומהומטריצה אלכסונית ה אתנת סמלכהמצא מטריצה  A 2. 

100A   .ידי שימוש בסעיף הקודם-עלחשב את 3. 
A  . הם הערכים העצמיים היחידים שלהוכח כי:  0,nλ = .1- להדרכה
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  6תרגיל  -) 2(אלגברה ליניארית 

   :1שאלה 

A -מנת להוכיח ש- המילטון על-השתמשו במשפט קיילי. n מטריצה הפיכה מסדר Aתהי 
פולינום ל שווה 1-

 .(n-1) -  שמעלתו קטנה או שווה לA-ב

   :2שאלה 

A - טבעי כך שkנניח שקיים . n מטריצה ריבועית מסדר Aתהא 
k
A: הוכיחו כי. 0=

n
=0 .  

  ). מקיימתA-מצאו את הפולינום המינימלי ש: הדרכה(

   :3שאלה 

T:Rיהי 
2
�R

   :י מטריצת הסיבוב"המיוצג ע, θ אופרטור הסיבוב במישור בזוית 2
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)cos()sin(

)sin()cos(

θθ

θθ
A  

 מהם ). שלםθ=πk) k -מקרה שב אין ערכים עצמיים ממשיים מלבד Aהראו כי למטריצת הסיבוב   .א
  ?המרחבים העצמיים במקרה זה

 Dמצאו את המטריצה האלכסונית .  לכסינה מעל המספרים המרוכביםAכי המטריצה הוכיחו   .ב

P המקיימת Pומטריצה מלכסנת , A-הדומה ל
-1

AP=D. 

  : המטריצות הבאותשתי נתונות :4שאלה 
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 .B ושל A והפולינום המינימלי של חשבו את הפולינום האופייני  .א

את המרחבים העצמיים המתאימים , צאו את הערכים העצמיים מB- וAאחת מהמטריצות -לכל  .ב
 .וקבעו האם היא לכסינה, את הריבוי האלגברי והגיאומטרי של כל ערך עצמי, להם

  ).B-I - וA-Iהתבוננו במטריצות : הדרכה (. טענתכםהוכיחו?  דומותB- וAהאם   .ג

   :5שאלה 

: כלומר,  בלוקיםk-המורכבת מ,  מטריצת בלוקים אלכסוניתAתהא 
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: אז,  פולינוםP(t)הוכיחו כי אם   .א
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  .לבצע על כל בלוק לחוד ניתן A-כלומר חישוב פולינום ב



:  כלומר.A1,…,Akפלת הפולינומים האופייניים של כ שווה למAהוכיחו כי הפולינום האופייני של   .ב

PA(t)=P1(t)P2(t)…Pk(t) , כאשרPA הפולינום האופייני של A ,ו-Pi הפולינום האופייני של Ai.  

 הוא הפולינום A של mA(t)הוכיחו כי הפולינום המינימלי . Ai הפולינום המינימלי של mi(t)יהי   .ג

 הוא המכפלה המשותפת הקטנה mA(t): כלומר. i לכל mi(t) -מהמעלה הנמוכה ביותר המתחלק ב

 .m1(t),…,mk(t)ביותר של 

  ).'סעיף ה, 6שאלה , 3היעזרו בתרגיל (

   :6שאלה 

  : n מסדר חשבו את הפולינום האופייני ואת הפולינום המינימלי של המטריצה הבאה  .א
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  .ורדן'בלוק זל נקראת "מטריצה כנ: הערה

ם  חשבו את הפולינום האופייני והפולינום המינימלי של מטריצת בלוקי5באמצעות שאלה   .ב

 :הוא) nrמסדר ( שלה r-אלכסונית שהבלוק ה
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  ! זה מזהים אינם בהכרח שונים-rλ -שימו לב שה

  .ורדן'מטריצה בצורת זל נקראת "מטריצה כנ: הערה
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  6תרגיל פתרון ל –) 2(אלגברה ליניארית 

   :1שאלה 

p(t) = tיהי ו, n מטריצה הפיכה מסדר Aתהי 
n
 + an-1t

n-1
 + … + a1t + a0 הפולינום האופייני של A . לפי

  :המילטון-משפט קיילי

p(A) = A
n
 + an-1A

n-1
 + … + a1A + a0I = 0 

a0=(-1),  הפיכהA-משום ש
n
det(A)≠0 , קבלללחלק בו ולכן ניתן:  

A ((-1/a0) A
n-1

 + (-an-1/a0)A
n-2

 + … + (-a1/a0) I) = I 

Aולכן בסוגריים רשומה המטריצה 
A: כלומר, 1-

-1
 = (-1/a0) A

n-1
 + (-an-1/a0)A

n-2
 + … + (-a1/a0) I.   

  

   :2שאלה 

A - טבעי כך שkנניח שקיים . n מטריצה ריבועית מסדר Aתהא 
k
A: ל"צ. 0=

n
=0 .  

   .k>n -לכן נניח ש. ה אז הטענה ברורk≤nאם 

q(t)=t מאפסת את הפולינום A, לפי הנתון
k , ולכן הפולינום המינימלי שלA  מחלק אתq(t) . מכאן

m(t)=tהוא שהפולינום המינימלי 
j לאיזה j=0,…,n, כיוון שמעלת הפולינום המינימלי קטנה או שווה 

Aלכן ,  מאפסת את הפולינום המינימלי שלהA. לסדר המטריצה
j
Aלכן ו, 0=

n
 = A

j
A

n-j
 = 0.  

  

   :3שאלה 

T:Rיהי 
2
�R

   :י מטריצת הסיבוב"המיוצג ע, θ אופרטור הסיבוב במישור בזוית 2
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)sin()cos(

θθ

θθ
A  

cos(2(1: הפולינום האופייני. א
)cos()sin(

)sin()cos(
)det(

2
+−=
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=− θ

θθ

θθ
t

t

t
AtI . הדיסקרימיננטה

4cos - שלו שווה ל
2
(θ)-4 = -4sin

2
(θ) ≤ 0 .לכן ל-Aע ממשיים רק כאשר " יש עsin(θ)=0 ,כלומר :θ=πk 

)kשלם .(  

Rוהוא מתאים למרחב העצמי , λ=1 הוא Aשל היחיד ע "הע, A=Iכאשר . A = -I או A = I, במקרה זה
2 .

Rמתאים למרחב העצמי שוב והוא , λ=-1 הוא Aשל היחיד ע "הע, A=-Iכאשר 
2 .  

λ1,2=cos(θ)+isin(θ) = e:  שורשים שונים2 יש ולינום האופיינילפ, מעל למרוכבים. ב
±iθ .לכן :
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eלערך העצמי . 

iθ מתאים הוקטור העצמי 
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1
eולערך העצמי  , 

-iθ מתאים הוקטור 

העצמי 
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: לכן, )ע שונים"כי הם מתאימים לע(ל "אלו הם וקטורים בת, 
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  : נתונות שתי המטריצות הבאות:4שאלה 
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  A  B  

(t-1)  פולינום אופייני
4 

(t-1)
4 

(t-1)  פולינום מינימלי
2 

(t-1)
2 

  1  1  ערכים עצמיים

  : מרחב הפתרונות של  )1ע "של הע (מרחב עצמי
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  : כלומר

Sp{(1,0,0,0)
t
, (0,0,1,0)

t
, 

(0,0,0,1)
t
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  :מרחב הפתרונות של
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  :כלומר

Sp{(1,0,0,0)
t
, (0,0,1,0)

t
} 

  4  4  )1ע "של הע(ריבוי אלגברי 

  2  3  )1ע "של הע(ריבוי גיאומטרי 

   לא לכסינהB   לא לכסינהA  לכסינות 

  

B=PAP - כך שP נניח בשלילה כי יש מטריצה . אינן דומותB- וAנוכיח כי 
  :ז גםא, 1-

P(A-I)P
-1

 = PAP
-1

 – PIP
-1

 = B-I 

ולכן , לכן אינן יכולות להיות דומות, rank(B-I)=2 בעוד rank(A-I)=1אך .  דומותB-I - וA-Iגם , כלומר

  . אינן דומותB- וAגם 

 

   :5שאלה 

: כלומר,  בלוקיםk-המורכבת מ,  מטריצת בלוקים אלכסוניתAתהא 
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: אז,  פולינוםP(t) כי אם ל"צ  .א
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  :אז, גודל- עם בלוקים שווי, מטריצות בלוקיםשתי  B- וAנבחין כי אם , ראשית
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P(x) = anxאם : לכן
n
 + an-1x

n-1
 + … + a1x + a0 ,אז:  

=+





















++





















+





















=

−

−
Ia

A

A

A

a

A

A

A

a

A

A

A

aAP

k

n

k

n

n

k

n 0

2

1

1

1

2

1

1

2

1

0

0

0

0

0

0

)(
O

L
OO

 

=+





















++





















+





















=

−

−

−

−
Ia

A

A

A

a

A

A

A

a

A

A

A

a

k

n

k

n

n

n

n

k

n

n

n 0

2

1

1

1

1

2

1

1

1

2

1

0

0

0

0

0

0

O
L

OO





















=

)(0

)(

0)(

2

1

kAP

AP

AP

O
 

 : 'ה- 6שאלה , 3תרגיל לפי ו 'לפי סעיף א, Aנחשב את הפולינום האופייני של   .ב
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: 'לפי סעיף א.  פולינום כלשהוQ(t)יהי   .ג
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 Q(A)=0לכן . 

ל  שmi(t) מתחלק בפולינום המינימלי Q(t)שהפולינום , מכאן נובע. i=1,..,k לכל Q(Ai)=0ם "אם

Ai , ולכןQ(t) מתחלק גם בכפולה המשותפת המינימלית של m1(t),…,mk(t) .הפולינום , לכן

 הוא הכפולה המשותפת i=1,…,k לכל mi(t) -המתוקן מן המעלה הנמוכה ביותר המתחלק ב

 .Aוזהו הפולינום המינימלי של , m1(t),…,mk(t)המינימלית של 
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   :6שאלה 

(t-λ): הפולינום האופייני  .א
n ,הפולינום המינימלי :(t-λ)

n. 

(t-λ1): נום האופייניהפולי  .ב
n1(t-λ2)

n2…(t-λk)
nk.  

 , i=1,..,s :Ni = max{nj: λj=µi} ונגדיר לכל ,השונים את הערכים העצמיים µ1,…, µs -נסמן ב

(t-µ1)אז הפולינום המינימלי הוא 
N1(t-µ2)

N2…(t-µs)
Ns. 

עד כדי סדר  (ורדן ושצורה זו יחידה'בהמשך הקורס תלמדו שכל מטריצה דומה למטריצה בצורת ז: הערה
אלגוריתם יעיל לחישוב הפולינום האופייני והפולינום למעשה שאלה זו נותנת לכם , לכן). הבלוקים

  . שהיאהמינימלי של כל מטריצה
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 2 תליניארי אלגברה – 9 תרגיל

 

3יהא המרחב הוקטורי  .1
ℝ עבור הוקטורים . עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית

{(1,1,1), (1, 2,1), (1, 3שמידט וקבלו בסיס אורתונורמלי ל - השתמשו בתהליך גרם−{(2,3
ℝ. 

את נגדיר . V תת מרחב של U ויהא כלשהואמרחב מכפלה פנימית ממימד סופי מעל שדה  Vיהא  .2

} להיות Uהתת מרחב הניצב ל  }:( , ) 0U v V v u u U⊥ = ∈ = ∀ רי אוסף כל הווקטורים  ק∋

 :הוכיחו. Uהניצבים ל 

a. U U V
⊥ ⊕ = 

b. dim dim dimU U V
⊥+ = 

c. ( )U U
⊥⊥ = 

)נתון בסיס  .3 ) ( )1 2
2,1 , 1,3v v= 2 ל =

V = ℝ. 

a.  מצאו את הבסיס הדואלי ל{ }1 2
,v v ב *

V .מצאו קרי 
1 2
,ϕ ϕ כך ש 

( ) 1

0
i j

i j
v

i j
ϕ

=
= 

≠
)כלומר מצאו במפורש את .  ),i x yϕ. 

b.  2ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית על
ℝ מצאו את הבסיס הדואלי ל { }1 2

,ϕ ϕ ב V .

קרי מצאו שני וקטורים 
1 2
,u u שמקיימים ( ) ( ), ,i iv u v v V iϕ = ∀ ∈ ∀. 

4. V  פ מעל "מכמרחבℂ .0ל "נתונה טT TTכלומר  (עצמו לV נורמלית מ ≠ T T∗ הוכיחו . )=∗

0 כך ש nנילפוטנטית אם קיים נקראת  Tכזכור  ( לא נילפוטנטיתTש 
n

T =(. 

2ל "טנתונה  .5 2
:T →ℝ ℝי " ע( ) ( ), 5 8 , 3 4T x y x y x y= + − פ הסנדרטית על " ונתונה המכ+

2
ℝ . יהא הבסיס( ) ( ){ }1,1 , 0, 2A 2 ל =

ℝ. 

a.  חשבו אתT ∗. 

b.  חשבו את[ ]A

A
T. 

c.  חשבו את
A

A
T
∗  . 

d. שני הסעיפים הקודמים עבור רו על חז( ) ( ){ }1,1 , 1, 1A′ = −. 

e.  הסבירו מדוע[ ]( ) AA

A A
T T

∗ ′′ ∗
′ ′

 =   אבל [ ]( ) AA

A A
T T

∗
∗ ≠  . 

f.  אם קיים בסיסA שעבורו [ ]A

A
T אוניטרית האם בהכרח לכל בסיס A′ מתקיים ש [ ]A

A
T

′

′
 

 ?אוניטרית
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 פתרון

 

3יהא המרחב הוקטורי  .1
ℝ עבור הוקטורים . עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית

{(1,1,1), (1, 2,1), (1, 3שמידט וקבלו בסיס אורתונורמלי ל - השתמשו בתהליך גרם−{(2,3
ℝ. 

 :פתרון

ווקטורים משמאל לימין ונקבל נבצע גרם שמידט על ה
1 1 1

{ (1,1,1), (1, 2,1), ( 1,0,1)}
3 6 2

− −. 

את נגדיר . V תת מרחב של U ויהא כלשהוא מרחב מכפלה פנימית ממימד סופי מעל שדה Vיהא  .2

} להיות Uהתת מרחב הניצב ל  }:( , ) 0U v V v u u U⊥ = ∈ = ∀ רי אוסף כל הווקטורים  ק∋

 :הוכיחו. Uהניצבים ל 

a. U U V
⊥ ⊕ = 

 :פתרון

vאם  U U
⊥∈ ) אז ∩ ), 0v v 0v ולכן = }יהא . = }

1

k

i i
ε

=
 ונשלים אותו Uנ ל " בסיס א

}נ "לבסיס א }
1

n

i i
ε

=
vאזי כל איבר . V לכל המרחב  V∈ הוא מהצורה 

1 1 1

n k n

i i i i i i

i i i k

a a aε ε ε
= = = +

= +∑ ∑ 1k והסכום מ Uהוא ב  k כשהסכום עד ∑ U הוא ב +
⊥ .

 .ל"מש

b. dim dim dimU U V⊥+ =. 
 :פתרון

Wבאופן כללי  U V⊕ dim  גורר ש= dim dimU W V+  כיוון ש איחוד הבסיסים =
 .למרחב כולוהוא בסיס 

c. ( )U U
⊥⊥ = 

 :פתרון

)לפי הגדרה  )U U
 . ומצד שני מסעיף קודם נובע שהם שווי מימד ולכן יש שוויון⊇⊥⊥

)נתון בסיס  .3 ) ( )1 2
2,1 , 1,3v v= 2 ל =

V = ℝ. 

a.  מצאו את הבסיס הדואלי ל{ }1 2
,v v ב *

V .מצאו קרי 
1 2
,ϕ ϕ כך ש 

( ) 1

0
i j

i j
v

i j
ϕ

=
= 

≠
)כלומר מצאו במפורש את .  ),i x yϕ. 

 :פתרון

}לפי הבסיס  }1 2
,v v ב V ו { ]  נקבלℝ ב 1{ ] ( ) [ ] ( )1 2

1,0 , 0,1ϕ ϕ=  מטריצת =

}המעבר מ  }1 2
,v v לבסיס הסטנטרטי 

2 1

1 3

 
 
 

 ולהיפך 
3 11

1 25

− 
 − 

 ולכן אם נתרגם 



 את ייצוג הפונקציונאלים לבסיס הסנדרטי נקבל באופן מפורש

( ) ( )1 2

3 1 1 2
, , ,

5 5 5 5
x y x y x y x yϕ ϕ= − = − + 

b.  2ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית על
ℝ מצאו את הבסיס הדואלי ל { }1 2

,ϕ ϕ ב V .

קרי מצאו שני וקטורים 
1 2
,u u שמקיימים ( ) ( ), ,i iv u v v V iϕ = ∀ ∈ ∀. 

 :פתרון
1 2

3 1 1 2
, , ,

5 5 5 5
u u

   = − = −   
   

 

4. V  פ מעל "מכמרחבℂ .0ל "נתונה טT TTכלומר  (עצמו לV נורמלית מ ≠ T T
∗ הוכיחו . )=∗

0 כך ש nנילפוטנטית אם קיים נקראת  Tכזכור  ( לא נילפוטנטיתTש 
nT =(. 

 :פתרון
היא  ℂע שלה שווים אפס וכיוון שהיא נורמלית מעל "ל נילפוטנטית אז כל הע"אם בשלילה הט

-ל אפס זהותית"לכסינה כלומר היא יש בסיס שלפיו היא מיוצגת כמטריצת האפס כלומר זו הט
 .סתירה

2ל "טנתונה  .5 2
:T →ℝ ℝי " ע( ) ( ), 5 8 , 3 4T x y x y x y= + − פ הסנדרטית על " ונתונה המכ+

2
ℝ . יהא הבסיס( ) ( ){ }1,1 , 0, 2A 2 ל =

ℝ. 

a.  חשבו אתT
∗. 

) :פתרון ) ( ), 5 3 ,8 4T x y x y x y∗ = − + 

b.  חשבו את[ ]A

A
T. 

 :פתרון

[ ]
13 16

6 4

A

A
T

 
=  − − 

 

c.  חשבו את
A

A
T

∗  . 

 :פתרון

2 6

5 7

A

A
T ∗ − 
  =   

 
 

d. הסעיפים הקודמים עבור רו על שני חז( ) ( ){ }1,1 , 1, 1A′ = −. 

[ ]
7 5

6 2

A

A
T

′

′

− 
=  
 

 

7 6

5 2

A

A
T

′∗

′

 
  =    − 

 

e.  הסבירו מדוע[ ]( ) AA

A A
T T

∗ ′′ ∗
′ ′

 =   אבל [ ]( ) AA

A A
T T

∗
∗ ≠  . 

הייצוג לפי בסיס כזה -ווקטורים ניצבים שווי אורך  ′Aנ ואילו " אינו בסיס אA :פתרון
ל "נ והכפלת המטריצה המייצגת בסקלר שונה מאפס ואותו כנ"הוא כמו ייצוג לפי בסיס א

 ).עם בדיוק אותו סקלר(לצמודה



f.  אם קיים בסיסA שעבורו [ ]A

A
Tבסיס  אוניטרית האם בהכרח לכל A′ מתקיים ש [ ]A

A
T

′

′
 

 ?אוניטרית
 :פתרון

לפי הבסיס הסטנדרטי המיוצגת ל "טהדוגמה , לא
1 11

1 12

 
 − 

 ולפי הבסיס 

( ) ( ){ }1,1 ,   נקבל0,2
1 1

2
1 2 1

 
 − − 

. 
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��
����������������:T V V→��( ),Z Tα������ 	����������	����!�T�����������Vα ∈������

�������������������[ ]{ ( ) : }p T p F tα ∈����

� ����������, ,V T α�������	������W V⊂����������( ),S Wα�����[ ]{ : ( ) }p F t p T Wα∈ ∈���

������������[ ]I F t⊂��������������������"��

� ����I�������������	����� ����

�����( )p t I∈���[ ]( )q t F t∈�����������( ) ( )p t q t I⋅ ∈���

� ����( )p t I∈��������������������[ ]I F t⊂����( )p t�������������	�����������������!I���

� �#���	������������������������[ ]F t��������( )p t�����I�$��
��

�������	����( ),Z Tα���	�����������!T�����������������������������α���
�����������	����W V⊂�������������������	������( ),S Wα���������

��

��	��"������������������[ ]F t��������������

���
�����������������( ),{0}S α����� ��![ ]( )p t F tα ∈��������T!�� ����α���
��

������������������( )p tα��������������r������1{ , ,..., }rT Tα α α−��� � ��( ),Z Tα��������� �

( )deg( ( )) dim( , )p t Z Tα α=���

�������������( )p tα�����������������������( ),Z T
T α���

��

���
���Vα ∈������������������:T V V→��������������( ),Z Tα%V���
��
�����������������!T��������������������������������������������������������T���������
���������������������������������	������������������������"��

� �&����

2 3 0

0 2 0
0 0 2

T
� �
� �= � �
� �
� �

� �'��

2 3 0

0 2 3
0 0 2

T
� �
� �= � �
� �
� �

�� �(��

2 3 0

0 2 0
0 0 1

T
� �
� �= � �
� �
� �

���

��

���������������������"

01 0

0 1
0 0

A

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

�

� � �

�

�

#������������������)*�)����)&�)�������� �������$

�����������T������ � �� 	���1{ ,..., }ne e������������T�!������ ����!ie�����

� ����	���"��������������������������������������( ),iZ e T���i���



  11תרגיל  – 2אלגברה לינארית 
  

)הוכיחו כי . 1 ),Z Tαהינו התת מרחב ה-T אינווריאנטי המינימלי המכיל את α. 

  :פתרון
  : טענותארבענוכיח 

). א ),Z Tαהינו תת מרחב :  

)אם : סגירות לחיבור ),Z Tα,v w )פ הגדרת  קיימים פולינומים " אז ע∋ ), ( )p t q t כך ש -( )v p T α=ו  - 

( )w q T α=.  

)      – מכך נובע  ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )v w p T q T p T q T p q Tα α α α+ = + = + = +  

v, לכןו w+  הוא תמונה שלα ביחס לפולנום של T ולכן ( ),Z Tαv w+ ∈.  

  .הוכחת הסגירות לכפל בסקלאר נעשית בדיוק באותו אופן

). ב ),Z Tα הוא Tאינווריאנטי :  

)נניח כי  ),Z Tαv )קיים פולינום   אז∋ )p tכך ש - ( )v p T α=.  

       :אז מתקיים
[ ] [ ]

( ) ( ( ) ) ( )( ( ) ) ( ( ) ( ))( )
F x F x

T v T p T id T p T id t p t Tα α α= = = ⋅   

 כאשר (
[ ]

( )
F x

id t t=הוא פולינום הזהות ב -[ ]F x המקיים 
[ ]

( )
F x

id T T=(  

)לכן  )T vהוא תמונה של αי איזשהו פולינום ב"ע-T ולכן ( ),Z Tα ( )T v ∈.  

). ג ),Z Tα מכיל את α:  

)1ניקח את הפולינום הקבוע  ) 1t )1 אז = )T id=1 - ו( ) ( )T idα α α= )לכן ו = ),Z Tαα ∈.  

)את ) אינווריאנטיות( אזי הוא מכיל α אינווריאנטי המכיל את T הינו תת מרחב Wאם . ד )T α ובאינדוקציה 

)גם את  )
iT α לכל i וכן כל צירוף לינארי 

1

( )
n

i

i

i

a T α
=

 W לכן .T-י פולינום ב" עαכלומר כל תמונה של  ∑

)מכיל את  ),Z Tα ולכן ( ),Z Tαה) ביחס להכלה(מלי יחב המינ הינו המר-T אינווריאנטי המכיל את α.  

  

Wהוכיחו כי אם . 2 V⊂  תת מרחב אינווריאנטי אזי ( ),S Wαאידיאל .  

  :פתרון

)נניח כי  ),S Wα( ), ( )p t q t )לומר  כ∋ ) , ( )p T W q T Wα α∈  נקבל כי גם W- אזי מסגירות לחיבור ב. ∋

( )( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )p q T p T q T p T q T Wα α α α+ = + = + )לכן . ∋ ),S Wαסגור לחיבור.  

]נניח כי  ]F t∈( )s T=
1

n
i

i

i

a t
=

)צריך להראות כי .  פולינום כלשהו∑ ),S Wα( ) ( )s t p t⋅ כלומר צריך , ∋

)∋Wלהראות  )( )s p T α⋅.  

)נתון כי . תת מרחב אינווריאנטי Wנשתמש בעובדה ש  )p T Wα לכן גם , ∋

( ( ))( ) ( ( ) )t p t T T p T Wα α⋅ = ):iנקבל לכל  ובאינדוקציה ∋ ( ))( ) ( ( ) )
i it p t T T p T Wα α⋅ = ∈.  

  :כעת נוכל לכתוב

1 1 1

( ( ))( ) ( ( ))( ) (( ( ))( ) )
n n n

i i i

i i i

i i i

a t p t T a t p t T a t p t Tα α α
= = =

⋅ = ⋅ = ⋅∑ ∑ ∑  

)כלומר   ( ) ( ))s t p t Tα⋅סכום לינארי של איברים ב -W ומאחר ש  -W תת מרחב נקבל W∈( )( )s p T α⋅.  

  



)אם   הראו כי.  א.3 )p t
α

1אזי , r פולינום מדרגה 
{ , ,..., }

rT Tα α α
)ס של  בסי− ),Z Tα . הסיקו כי

( )deg( ( )) dim( , )p t Z T
α

α=.  

)הראו כי .  ב )p t
α

 הוא הפולינום המינימלי של 
( ),Z T

T
α

.  

  :פתרון

1נראה כי . א
{ , ,..., }

rT Tα α α
1נניח בשלילה ש : ל" קבוצה בת−

1 2 1
... 0

r

r
c c T c Tα α α

−

−
+ + + וכי לא , =

1: אז מתקיים, 0כל המקדמים הם 

1 2 1
( ... )( ) 0

r

r
c c t c t T α

−

−
+ + + שונה מאפס  קיים פולינום כלומר. =

) -ב  r-קטנה ממדרגה  ),{0}S α בסתירה לכך שה T- מאפס שלα דרגה הוא מr.סתירה .  

1נראה ש   
{ , ,..., }

rT Tα α α
  : קבוצה פורשת−

1               נסמן

1 2 1
...

r r

r
c c t c t t

−

−
+ + + +=( )p t

α
  

1                  אז

1 2 1
... 0

r r

r
c c T c T Tα α α α

−

−
+ + + + = 

1                                                    לכן

1 2 1
...

r r

r
T c c T c Tα α α α

−

−
= − − − −     

1לכן 
{ , ,..., }

r rT span T Tα α α α
−

∈.  

1, כעת 2

1 2 1
...

r r

r
T c T c T c Tα α α α

+

−
= − − − −   

1  לכן 1
{ , ,..., } { , ,..., }

r r rT span T T span T Tα α α α α α α
+ −

∈ =.  

k לכל באינדוקציה מראים כי r≥  1 1
{ , ,..., } { , ,..., }

k k rT span T T span T Tα α α α α α α
− −

∈ = 

  -לכן גם כל צרוף לינארי 
1 2

...
k

k
b b T b Tα α α+ + 1-נמצא ב +

{ , ,..., }
rspan T Tα α α
−.  

1  נקבלכ"סה
{ , ,..., }

rT Tα α α
) פורשת את − ),Z Tα ,כנדרש.  

) פולינום כלשהומספיק הראות ש .ב )p t מאפס את 
( ),Z T

T
α

)ם רק " אם ),{0}S α( )p t ) כיוון ש .∋ )p t
α

 

) - הפולינום המתוקן בעל הדרגה המינימלית ב ),{0}S αתנבע מיד הטענה .  

)נניח כי    )p t מאפס את 
( ),Z T

T
α

)כלומר לכל ,  ),x Z Tα∈ מתקיים ( ) 0p T x = .  

)בפרט  ) 0p T α ) פ ההגדרה נקבל" ע ולכן= ),{0}S α( )p t ∈.  

) כימאידך נניח    ),{0}S α( )p t }שהרי ( אז על פי השאלה הקודמת ∋ )אינווריאנטי ולכן - T תמיד 0{ ),{0}S α 

)לכל פולינום ) אידיאל )s tמתקיים : ( ( ) ( ))( ) 0p t s t T α⋅ =.  

) לכן  )( ( ) ) 0p T s T α ) ולכן = )( ) 0p T x ) לכל = ),x Z Tα∈ כלומר ( )p t מאפס את 
( ),Z T

T
α

.  

  
  .ים שווTשל והפולינום האופייני וקטור ציקלי אז הפולינום המינימלי קיים  T- להראו כי אם. א. 4

  : מצאו וקטור ציקלי או הוכיחו כי לא קיים כזהל הבאות"עבור הט. ב 

  1  . 

2 3 0

0 2 0

0 0 2

T

 
 

=  
 
 

  2 .

2 3 0

0 2 3

0 0 2

T

 
 

=  
 
 

   3 .

2 3 0

0 2 0

0 0 1

T

 
 

=  
 
 

.  

  :פתרון

)נניח כי  . א ),Z Tα=V ,שאלה הקודמת ב' סעיף אפ "אז ע

( )deg( ( )) dim( , ) dim( ) deg( ( ))Tp t Z T V p t
α

α= = ) כאשר = )Tp t הפולינום האופייני של T.  

)באותה שאלה ' פ סעיף ב"ע )p t
α

 T ולכן לפולינום המינימלי והאופייני של T  הוא הפולינום המינמלי של

  .אותה דרגה ולכן הם שווים



3 הוא Tקל לוודא שפולינום האופייני של . 1. ב
( 2)t 2 הוא  T בעוד הפולינום המינימלי של −

( 2)t  לכן  −

  . וקטור ציקליT -אין ל' פ סעיף א"ע

נבחר . 2    
3

eα 2אז . =

0 9

( ) 3 12

2 4

T Tα

   
   

= =   
   
   

בדיקה מהירה מראה שהדטרמיננטה של . 

9 0 0

12 3 0

4 2 1

 
 
 
 
 

  

2שונה מאפס לכן 
{ , ( ), ( )}T Tα α αכלומר , ל" קבוצה בת

3
eα   . וקטור ציקלי=

: לדוגמא, קיים וקטור ציקלי. 3    

0

1

1

 
 
 
 
 

.  

  

:המטריצה הבאה נתונה .5

01 0

0 1

0 0
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 =
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L

) מעל האלכסון הראשי' 1'מלבד ' 0'כלומר כל הערכים הם  (

 ביחס לבסיס נתון Tל "המייצגת ט
1

{ ,..., }ne e . מצאו את הT -מאפסים של ה -ie .   

)הפולינום המתוקן מדרגה מינימלית במצאו את : הנחייה   ),iZ e T לכל i.  

  : פתרון

1
( ) 0T e = .  

1nלכל  i j≥ > 1 מתקיים ≤

1( ) ( ) ...
j j

i i i jT e T e e
−

− −
= = = .  

iאם  j≤ 1 אזי 1

1 1
( ) ( ) ... ( ) 0

j j j i

i iT e T e T e
− − +

−
= = = =.  

]       -כ נובע ש "סה ]
2

( , ) { ( ) : } { , ( ), ( ),...}i i i iZ e T p T p F t span e T e T eα= ∈ = =  

 1

1 1
{ , ( ),..., ( )} { , ,..., }

i

i i i i ispan e T e T e span e e e
−

−
= =  

 שווה לפולנום המינימלי של ieמאפס של -Tה ',  סעיף ב3פ שאלה "לכן ע  
1 1{ , ,..., }i ispan e e e

T
−

כל שנותר הוא . 

מלי שווה לפולינום האופייני  מאחר שהמרחב הוא ציקלי הפולניום המינ.ל"למצוא את הפולינום המינימלי הנ

)קל לבדוק שזהו הפולינום ו ) ' סעיף א4שאלה ( )
ip t t=.  

  



2 zix`ipil dxabl`a 12 libxz

2005 i`na 19

.A =


−2 3 0 2 2
−1 1 0 1 1
1 −1 −1 0 1
−1 3 1 0 −1
0 −1 −1 1 2

 zihphetlipd dvixhnd dpezp .1

.P−1AP = J -y jk J ocxe'b zxeva dvixhne P dkitd dvixhn `vn

yiy gked .A4
i = 0 i lkly jk i = 1, . . . , 12 Ai ∈ M7(F ) zevixhn zepezp .2

.efl ef zenec ody odpian miizy

? M2(F ) -a yi zeihphetlip zevixhn dnk .mixai` q mr F iteq dcy oezp .3

eA def
=

∑∞
n=0

1
n!A

n xicbp qt` oivnn dcy lrn A zihphetlip dvixhn ozpida .4
:ze`ad zeprhd z` gked .

(
iteq mekq wx edf

)
zihphetlp mb A + B f` AB = BA mbe zeihphetlp A,B ∈ Mn(F ) m` (`)

.eA+B = eAeB e

.1 `ed dly cigid invrd jxrde dkitd eA f` zihphetlp A m` (a)

.zihphetlp `l A + B y jke zeihphetlp A,B ∈ M2(F ) ly dnbec oz (b)

zihphetlp A = P−1BP mb f` dkitd P e zihphetlp B ∈ Mn(F ) m` (c)
.eA = P−1eBP miiwzne

1



2 zix`ipil dxabl`a 12 libxz oexzt

2005 i`na 19

.A l qe`b jildz rvap .A3 = 0 A2 =

(−1 1 0 1 1
0 0 0 0 0
−2 2 0 2 2
0 0 0 0 0
−1 1 0 1 1

)
aygp :1 dl`y oexzt

dpeeka .Ker(A) = Span
{

u =

(
1
0
2
0
1

)
, v =

(
1
0
1
1
0

)}
ok enke 3 dbxcn `idy dlbp

,u l A2 zgz xewn xgap .A2 ly dpenza zeidl oey`xd xehweed z` o`k izxga
.eply oey`xd welal qiqa eidi u = A2w,Aw,w f`e ,w = e3 + e5 lynl

xgape Ax = v d`eeynd z` xeztp .Ker(A) ⊆ Im(A) y aiigzn cnin ilewiyn

.eply ipyd welal qiqa md v, x f` .x =

(
2
1
0
1
0

)
lynl ,itivtq oexzt

-y ozep xvw aeyig .P =

(
1 2 0 1 2
0 1 0 0 1
2 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 1 1 0 0

)
z` eiykr zepal mileki epgp`

.P−1AP =

(
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

)
zn`ae .P−1 =

( 0 1 1 −1 −1
1 −2 −1 0 1
−1 1 0 1 1
1 −3 −1 1 1
−1 3 1 0 −1

)

lr htynd .[a, b, c, d, e, f ] =

( 0 a 0 0 0 0 0
0 0 b 0 0 0 0
0 0 0 c 0 0 0
0 0 0 0 d 0 0
0 0 0 0 0 e 0
0 0 0 0 0 0 f
0 0 0 0 0 0 0

)
oeniqa ynzyp :2 dl`y oexzt

zniiwny ray lr ray xcqn dvixhn lky epl xne` ocxe'b zxev zecigie meiw
:ze`ad zevixhnp oian zg`l wxe zg`l dnec `id A4 = 0

[0, 0, 0, 0, 0, 0]
[1, 0, 0, 0, 0, 0] [1, 0, 1, 0, 0, 0] [1, 0, 1, 0, 1, 0]

[1, 1, 0, 0, 0, 0] [1, 1, 0, 1, 0, 0] [1, 1, 0, 1, 0, 1] [1, 1, 0, 1, 1, 0]
[1, 1, 1, 0, 0, 0] [1, 1, 1, 0, 1, 0] [1, 1, 1, 0, 1, 1]

.x2−(a+d)x+(ad−bc) `ed A =
(

a b
c d

)
ly ipiite`d mepiletd :3 dl`y oexzt

.−a2 − bc = 0 d`eeyna opeazp .det(A) = 0 mbe d = −a m"m` zihphetlp `id okle
eiykr cr .xzety cigie cg` c yi a lkly miiwzn

(
el`k q − 1 yie

)
b 6= 0 lkl

.xzet c lk f`e a = 0 m"m` oexzt yi f` b = 0 m` .zepexzt q(q − 1) k"dq epxtq
-xhn q2 okle ,zepexzt q(q − 1) + q = q2 yi k"dq .mitqep zepexzt q ep`vn xnelk

.zeihphetlp zevi

1



:4 dl`y oexzt

.(A+B)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
AkBn−k mepiad zgqepa ynzydl xyt` f` AB = BA m`

.qt` xak md mixaegnd lk ik (A + B)r+s+1 = 0 xak f` Ar = Bs = 0 m` okl
: itpi`a enk weica ,dgqepd z` gztp eiykr

eA+B =
∞∑

n=0

1
n!

(A + B)n =
∞∑

n=0

1
n!

( n∑
k=0

n!
k! (n− k)!

AkBn−k

)
=

=
∞∑

n=0

( n∑
k=0

1
k! (n− k)!

AkBn−k

)
=
∞∑

k=0

1
k!

Ak

( ∞∑
n=k

1
(n− k)!

Bn−k

)
=

okle k -a ielz `l miixbeqa iehiad

=
( ∞∑

k=0

1
k!

Ak

)( ∞∑
n=0

1
n!

Bn

)
= eAeB

.miiteq md lirl miriteny minekqd lky oiivp
.eAe−A = e0 = I dgqepd on ciin zihphetlp A xear zixlebx eA -y mi`ex

`ed zetlgzn zeihphetlp ly mekqy dcaerdne eA ly dxcbdd on :ztqep jxc
U mr eA = I − U aezkl xyt` okl .zihphetlp `id eA − I -y ciin raep ihphetlp
iabl .dkitd I−U okle ,(I−U)(I+U +U2+ . . .+Un) = I−Un+1 la` .zihphetlp
,ocxe'b zxeva `id P−1UP y jk zixlebx P yiy mircei epgp` :miinvrd mikxrd

okl .iy`xd oeqkl`d lr qt` mr dpeilr ziyleyn okle
oeqkl`d lr cg` mr dpeilr ziyleyn `id P−1eAP = P−1(I−U)P = I−P−1UP

.dly cigid invrd jxrd `ed cg` okle ,iy`xd
c sirq z` d`xny aeyigd .`l onekqe zeihphetlp od

(
0 1
0 0

)
,
(

0 0
1 0

)
zevixhnd

:`ed

eA =
∞∑

n=0

1
n!

An =
∞∑

n=0

1
n!

(P−1BP )n =
∞∑

n=0

1
n!

P−1BnP = P−1

( ∞∑
n=0

1
n!

Bn

)
P = P−1eBP

2



  31תרגיל  -) 2(אלגברה ליניארית 

  

   :1שאלה 

, Jורדן נילפוטנטית ' דומה למטריצה בצורת זAונניח כי  ,n×n מסדר  נילפוטנטיתה מטריצAתהי   .א

  :הוכיחו כי, n1כך שהבלוק הגדול ביותר הוא מסדר ,  בלוקיםk-המורכבת מ

• n1 שווה לאינדקס הנילפוטנטיות של A)  כלומרA
n1=0 אך A

n1-1≠0(. 

 .A הוא הדרגה של r(A) כאשר ,n-r(A) - שווה לk הבלוקים מספר •

(t-λ) בעלת פולינום אופייני n×n מטריצה כלשהי מסדר Aתהי   .ב
n ובעלת פולינום מינימלי (t-λ)

s ,
 :הוכיחו כי

 .s הוא מסדר A-ורדן הדומה ל'הבלוק הגדול ביותר במטריצת ז •

  .n-r(A-λI) - שווה לA-ורדן הדומה ל'מספר הבלוקים במטריצת ז •

   :2שאלה 

  :M3×3(C) -נתונות המטריצות הבאות ב
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DCBA.  

 .רדנת'ורדן שלה ואת המטריצה המז'מצאו את צורת ז, עבור כל אחת מהמטריצות  .א

P - כך שPמצאו מטריצה ו,  דומותB - וA כי הסיקו  .ב
-1

AP=B. 

 ?  דומותD - וCהאם המטריצות   .ג

  :3שאלה 

T:Cורדן האפשריות עבור טרנספורמציות ליניאריות 'מצאו את כל צורות ז
5
�C

שיש להן שני ערכים  5

  .b- וa שוניםעצמיים 

  ).?T מה יכולים להיות הפולינום האופייני והפולינום המינימלי של :רמז(

  :4שאלה 

  !).שוניםשימו לב שהם לא בהכרח  (A את הערכים העצמיים של a,b,c - ונסמן בA∈M3×3(C)תהי 

 .Aורדן האפשריות של המטריצה 'מיינו את צורות ז  .א

 .'א -אחת מהצורות ב-את הפולינום האופייני והפולינום המינימלי המתאים לכל מצאו  .ב

אז , עם אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי שתי מטריצות A,B∈M3×3(C) אם –הסיקו   .ג

Aו - Bדומות . 

  . הוכיחו או הביאו דוגמא נגדיתM4×4(C)? -נכונה גם ב' האם טענה ג  .ד

  :5שאלה 

הראו כי הבלוקים   .א
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10

1

0

OO
 . דומים

A דומה למטריצה המשוחלפת שלה Aכל מטריצה י כהסיקו   .ב
t.  
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  13תרגיל פתרון ל –) 2(אלגברה ליניארית 

  

   :1שאלה 

  :'סעיף א

, Jורדן נילפוטנטית ' דומה למטריצה בצורת זAונניח כי , n×n מסדר Aנתונה מטריצה נילפוטנטית 

  . n1כך שהבלוק הגדול ביותר הוא מסדר ,  בלוקיםk-המורכבת מ

Ji -שים לב ש נ.ni ונניח שהוא מסדר J של i-ורדן ה' את בלוק זJi -נסמן ב
ni=0 לכל i .מהמקסימליות בפרט 

n1, Jiשל 
n1=0 לכל i , ולכןJ

n1=0 .לא ייתכן ש - J
n1-1=0משום ש  - J1

n1-1≠0.   

  .J1 היא מאינדקס נילפוטנטיות Aגם , J- דומה לA-משום ש. n1 היא מאינדקס נילפוטנטיות J, לכן

- עמודות בלתיni-1 תורם Ji שכל בלוק נשים לב. J - שווה למספר העמודות הבלתי תלויות בJהדרגה של 
תלויות זו - י בלוקים שונים הן כמובן בלתי" העמודות הנתרמות ע.ים המופיעים בו-1-כמספר ה, תלויות

  : הואJ -תלויות ב-לכן מספר העמודות הבלתי, בזו

r(J) = (n1-1) + (n2-1) + … (nk-1) = (n1+n2+…+nk) – k = n – k  � k = n-r(J) 

Aדומה ל -J , לכןr(A) = r(J) ולכן k = n-r(A).  

  :'סעיף ב

הבלוק הגדול ביותר בצורת ', לפי סעיף א,  לכן.s היא מטריצה נילפוטנטית מאינדקס A-λI, פי הנתון-על

  .s הוא מסדר Aורדן של 'לכן הבלוק הגדול ביותר בצורת ז. s הוא מסדר A-λIורדן של 'ז

וזהו בדיוק מספר הבלוקים , k = n-r(A-λI) הוא A-λIל ורדן ש'זם בצורת בלוקיהמספר ', לפי סעיף א

  .Aורדן של 'בצורת הז

  

   :2שאלה 

  .רדנת'ורדן ואת המטריצה המז'אחת מהמטריצות נמצא את צורת ז-לכל :'סעיף א

  . 1 ומדרגה 2 היא מטריצה נילפוטנטית מסדר A-2I -וש, 2 הוא Aע היחיד של "קל לראות שהע

u=(0,0,1)} את שני הוקטורים Ker(A-2I) -ניקח בתור בסיס ל
t
 , w=(1,-1,0)

t
v=(1,0,0) - ונמצא ש, {

t 

  . v=u(A-2I) -מקיים ש

כלומר , P={u,v,w}ניקח 
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APP.  

  .1 ומדרגה 2 היא מטריצה נילפוטנטית מסדר B-2I -וש, 2 הוא Bע היחיד של "קל לראות שהע

u=(0,1,-2)} את שני הוקטורים Ker(B-2I) -ניקח בתור בסיס ל
t
, w=(0,1,0)

t
v=(1,0,0) - ונמצא ש, {

t 

  .v=u(B-2I) -מקיים ש

כלומר , P={u,v,w}ניקח 
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ע " וה של בתור מטריצPניקח את .  לכסינהC- קל לוודא ש,בנוסף. 3-  ו2 הם Cע של "קל לראות שהע

אז , 3- ו2ע "המתאימים לע
















−=

103

012

001
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CPP.  

w=(1,-1,0)ניקח את . 3- ו2 הם Dע של "קל לראות שהע
tואת 3ע "ע המתאים לע" בתור הו u=(0,0,1)

t 

v=(0,1,0) - נמצא ש.2ע "עע המתאים ל"בתור הו
t מקיים ש- (D-2I)v=u.  

כלומר , P={w,u,v}ניקח 
















−=

010

101

001

P ,ורדן של 'ואז צורת זDהיא  :
















=
−

200

120

003
1
DPP.  

  :'סעיף ב

  :ניקח את המטריצה. ורדן' דומות משום שיש להן את אותה צורת זB- וAהמטריצות 
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Q  

Q - שוודא לניתן
-1

AQ=B.  

  :'סעיף ג

 אינה D- לכסינה וC, בפרט. ורדן'משום שאין להן את אותה צורת ז,  אינן דומותD- וCהמטריצות 
  .לכסינה

  

  :3שאלה 

  .λע " שמתאים לעn×nורדן בגודל ' את בלוק זJn(λ) -נסמן ב

הפולינומים ,  לכן.bע " הבלוק המתאים לע מגודלקטן aע "המתאים לעורדן 'זכ נניח שגודל בלוק "בה

(t-b)(t-a)הם  Tשל האפשריים האופייניים 
(t-a) - ו4

2
(t-b)

 נבדוק מהם הפולינומים המינימליים .3
  .האפשריים

  ורדן'צורות ז  פולינום מינימלי  פולינום אופייני

(t-a)(t-b) J1(a)J1(b)J1(b)J1(b)J1(b)  

(t-a)(t-b)
2 

J1(a)J2(b)J1(b)J1(b) 

J1(a)J2(b)J2(b)  

(t-a)(t-b)
3 

J1(a)J3(b)J1(b)  

  

  

(t-a)(t-b)
4

 

 

(t-a)(t-b)
4 

J1(a)J4(b) 

(t-a)(t-b)  J1(a)J1(a)J1(b)J1(b)J1(b)  

(t-a)(t-b)
2  

J1(a)J1(a)J2(b)J1(b)  

(t-a)(t-b)
3  

J1(a)J1(a)J3(b)  

(t-a)
2
(t-b)  J2(a)J1(b)J1(b)J1(b)  

(t-a)
3
(t-b)

2  
J2(a)J2(b)J1(b)  

  

 

(t-a)
2
(t-b)

3 

(t-a)
4
(t-b)

3  
J2(a)J3(b)  



 3 

  :4שאלה 

  :'ב- ו' סעיפים א

a,b,c ורדן'צורת ז  הפולינום המינימלי  הפולינום האופייני  

  

a,b,cזה מזה שונים   

  

(t-a)(t-b)(t-c) 

  

(t-a)(t-b)(t-c) 

















c

b

a

  

  

(t-a)(t-b) 

















b

b

a

  

  

  ע שונים" מתוך הע2רק 

a≠b , b=c  

  

  

(t-a)(t-b)
2  

  

(t-a)(t-b)
2 

















b

b

a

1  

 

(t-a) 

















a

a

a

  

  

(t-a)
2  

















a

a

a 1

  

  

  ע שווים"שלושת הע

a = b = c 

 

(t-a)
3

 

  

(t-a)
3  

















a

a

a

1

1

  

  

  :'סעיף ג

ולכן כל שתי , ורדן יחידה'צורת זייני ופולינום מינימלי קיימת לכל פולינום אופמהטבלה לעיל קל לראות ש
  .עם אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי הן דומות 3מסדר יצות מטר

  :'סעיף ד

אופייני לשתי המטריצות הבאות יש אותו פולינום , למשל. 4אינה נכונה למטריצות מסדר ' הטענה בסעיף ג

(t-a)
(t-a) ופולינום מינימלי 4

  ).6 בתרגיל 4ראו גם שאלה (ורדן שלהן שונה 'צורת זאך  2









































a

a

a

a

a

a

a

a

1

1

,

1
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  :5שאלה 

  :'סעיף א

ניתן לוודא כי המטריצה 





















1

1

1

N
 היא מטריצת הדמיון בין הבלוקים 
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  :'סעיף ב

P - כך שPאז קיימת מטריצה , Aורדן של 'יצה בצורת ז את המטרJ-נסמן ב
-1

AP = J ,לכן:  

J
t
 = P

t
A

t
(P

-1
)
t
 = P

t
A

t
(P

t
)
-1. Aו - A

tם "אםכלומר , ורדן'ם יש להן אותה צורת ז" דומות אםJו -J
tדומות . 

J - לJניתן לבנות במפורש את מטריצת הדמיון בין אך 
tא-  בתור מטריצת בלוקים מהצורה שמצאנו ב'.  

  



   תרגיל סיכום– 2 תאריילינאלגברה 
  

ובמיוחד (עומדים לרשותכם כל משפטי הקורס .  ממבחנים משנים קודמותושנלקח) רובן קלות(זהו אוסף שאלות 
  .וזאת בתנאי שאינכם משתמשים במשפט אשר שקול לטענה אשר אותה אתם רוצים להוכיח) Jordanצורת 

 שאלות מהחלק הראשון ולהגישם ישירות לתאי הבודקים 5ים לפתור תלמידים המעוניינים להגיש תרגיל נוסף מוזמנ
  .15/6- עד ה

  
T: -  וnסופי ו ממימד " מVבכל השאלות הבאות : 1חלק  V V→ל" ט.  

  
. )קטורים עצמייםושל   בסיס קייםכלומר (י מטריצה אלכסונית"עייצוג  אם קיים לה "לכסינה"ל נקראת "ט, כזכור

  .י מטריצה משולשית"עייצוג  אם קיים לה "ניתנת לשילוש"ל תקרא "ט
  
  . ניתנת ללכסוןT ערכים עצמיים שונים אזי n קיימים T -אם ל. 1
  
2 .Tם הפולינום האופייני של " ניתנת לשילוש אםTארייםי מתפרק לגורמים לינ.  
  
3 .Tאריים זריםילה מתפרק לגורמים לינם הפולינום המינימלי ש" ניתנת ללכסון אם.  
  
  . לכסינהT אוניטרית וניתנת לשילוש אזי  Tכי אםהוכיחו , ל נורמליות"מבלי להשתמש במשפט לכסון ט. 4

י " עB- בסיס המתקבל מE-י מטריצה משולשית ו"מיוצגת ע  T בסיס אשר ביחס אליוBהראו שאם : הנחייה
 בסיס Eכעת השתמשו בכך ש .  גם משולשיתE- ביחס לT שמידט אזי המטריצה המייצגת את-תהליך גרהם
  . אוניטריתT - אורתונורמלי ו

2Tכלומר ( אידמפוטנטית Tהראו כי אם . 5 T= (י " ייצוג עהאזי קיים ל
0

0 0

rI 
 
 

 כאשר (
r

I מטריצת הזהות

  .)rמסדר
  
6הוכיחו כי מטריצות נילפוטנטיות מסדר .6   .ם הן מאותה דרגה ובעלי אותו פולינום מינימלי" הן דומות אם×6
  

תארו עד צמידות את כל המטריצות . 7
5 5

( )A M
×

∈ F2- כך ש
0A =.  

  
 שווה לפולינום האופייני של  T אזי הפולינום המינימלי של T- וקטור ציקלי ביחס לVהראו שאם קיים למרחב .8

T.  
  
Tvע עצמי יחיד כלומר "ע אזי קיים ע" הוא וV- הראו כי אם כל וקטור ב.9 vλ= לכל v V∈.  
  

22תהי . 10
: RRS כלומר נגד כיוון , בכיוון מתמטי חיובי (θ העתקת הסיבוב במישור סביב הראשית בזוית →

  .אומטרית שלהי ואת המשמעות הגS -מצאו את ההעתקה הצמודה ל). השעון
    



  :)יתכן שהן לא ניתנו בכל הקבוצות (טענות אלו נלקחו מהתרגולים/שאלות: 2חלק 
  
σ,כלומר אם , הראו את תכונת הכפליות של סימן תמורות. 1 τתמורות אזי   

  ( * ) ( ) * ( )sign sign signσ τ σ τ=.  

  
  .Tשל הפולינום האופייני של ) כלשהי( מחלק חזקה Tהוכיחו כי הפולינום המינימלי של . א.2

  .קה המינימלית המקיימת את אמהווה את החז) כלומר מימד המרחב (n-הראו דוגמא ש.    ב
   
  .מותו אינן דB ו A בעלות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי כך ש A,Bהראו דוגמא למטריצות . א. 3

  ? לכסינותB- וAהאם קיימת דוגמא כזו כאשר ?  אותה דרגהB- וA-האם קיימת דוגמא כזו כאשר ל. ב
  . של מטריצה ובין תכונות שונות של המטריצהJordanאתם יכולים להשתמש בקשר בין צורת : הערה

  

)הוכיחו כי  , Tנטי תחת אמרחב אינוורי- תתWויהי , Vל אוניטרית על " טTתהי . 4 )T W W⊥ ⊥
=.  

 ל אוניטרית הם מערך " טשל,הרמיטית הם מדומים-ל אנטי"טשל , ל הרמיטית הם ממשיים"ע של ט"הוכיחו כי הע .5
  .1מוחלט 

  

*  הראו.א. 6
Im( ) (ker )T T ⊥

=.  

* נורמלית אזי Tאם הראו כי .     ב *
ker ker , Im ImT T T T= =.  

  

A*הוכיחו כי. 7 B B= ם "םאA שליליים-ע העצמיים שלה ממשיים אי"נורמלית והע.  
  
0λאפסים מלבד רק  מטריצה שאלכסונה מורכב כולו אחדות ומחוץ לאלכסון יש . 8    כלשהי יחידהבקורדינטה  ≠

  . דומותtransvection -הוכיחו כי כל מטריצות ה .transvectionנקראת 
  .Jordanהראו שלכולן אותה צורת : רמז

  

RMA)(תהי . 9 n∈ מטריצה סימטרית אזי Aדומה אורתוגונלית למטריצה אלכסונית מעל  R .  

  
  .שווה לריבוי האלגברי שלו/ע קטן"הראו כי ריבוי הגיאומטרי של ע. א.10

  .ריבוי הגיאומטרי שווה לאלגבריכלומר לכל ערך עצמי ה,  לכסינה אזי קיים שוויון Tהראו שאם .      ב
כלומר אם ,  מתפרק למכפלה של גורמים ליניאריים אז ההפך גם נכוןTהראו שאם הפולינום האופייני של .      ג

  . לכסינהTע אזי "קיים שוויון בין הריבוי הגיאומטרי והריבוי האלגברי של כל ע
  

  . ממשייםTרכים העצמיים של ם כל הע" הרמיטית אםT. א: הראו.  נורמלית Tנניח כי . 11
  . מדומים Tם כל הערכים העצמיים של "הרמיטית אם-  אנטי T.       ב        
  .1 הם בעלי ערך מוחלט Tם כל הערכים העצמיים של " אוניטרית אםT.        ג        

  



   בילינאריותתבניות – 15פתרון תרגיל 
  
 לכן  יהיה המספר כאשר במקום ההמטריצה המייצגת תהייה מטריצ. א .1

  ).למ. (

2ה  3× ,i j2 3( , )i j   f e e

23של 

0
0

( , 0 ) 6
1

1
a f

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟ 1 2 3

4 5 6
A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
21 12 30
12 7 18

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

12

0
1

( , 1 ) 2 10 12
2

0
b f

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟

. ו אופן לפי הבסיסים הנתונים באות. ב

    ).ל(

נקבל

=משל = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

כלומר ) 
1 0 0

1 1
, 1 1 0

1 2
0 0 2

P Q
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

tP AQ B=

1 1,

B יהיו פשוט מטריצות המעבר מהבסיסים של Q,P הבסיסים ( לבסיסים הסטנדרטיים  מטריצות החפיפה

A ת  . ואכן. מיוצגלפיהם 

  
  :316-317' עמיצור עמ, 5נעבוד לפי האלגוריתם הנתון בהוכחת משפט . ג

) כך שראשית נמצא  ,f .1ניקח למα . נסמן

1 1V  בהתאמה כלומר המאפסים של 

2V במקרה שלנו קל לראות . =

V a.  

α β1 1) 1  α β 1של =

1
1

, 0
0

0
β

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 { }W sp 1{ },sp α β= =2 3
2 2,V W⊆ ⊆1 1, βיהיו .  α

2 3
1 2{ | ( , ) 0}, { | ( , ) 0v f v W w f wβ α1 }∈ = = ∈ =

2 2

3 0
4

0} { }, { | 2 3 0} { 0 , 3
1

1 2

x
a

b sp W y x y z sp
b

z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = = = + + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 3
1 2 1,V V W W= ⊕ = ⊕

{ | 4 }

נתבונן בצמצום של . ) וגם אפשר לראות ישירות(אנו יודעים לפי המשפט 
V Wהמטריצה המייצגת את הצמצום לגבי הבסיסים שבחרנו:ל" ונפעל באותו אופן על הצמצום הנ  

נסמן . f א.C היא

 ולכן  כי ברו. V בתוך להיות המאפסים של 

3V אפשר בקלות למצוא בעזרת המטריצה (מחישוב . =

2כי 

f 2 על 2×

: 2ל  2,V W ( )6 3= − 2נבחר  − 2

3
1, 0

1 6
1

α β
⎛ ⎞

⎛ ⎞ − ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

4
−

−⎝ ⎠
2 2( , ) αז 1 β =

3 2 3,V V W⊆ ⊆2 2, 2Wβ α2 2,W3 2V V⊂2 3V αר   ∉
{0}C ( יוצא

W s ,3  . נ

3 0 3
{ 0 2 3 } { 6

1 2 3
p sp
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

3

3
6

3
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟ }

⎞
⎟− ⎟
⎟
⎠

=סמן  −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠



 ל אם כן המטריצה המייצגת את "לפי הבסיסם הנ.  ל  ו ל : ניקח את הבסיסים

Dנראית  : בדקו שאכן. 2D דומה למטריצת כלומר . =

⎛ש. ( ⎞
⎜ ⎟.(  

1 2,α α1 2 3, , 2 β β β3f

: ךכ
1 0 0
0 1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

f

2

11 3
2

0 0 6
10 3
6

A D

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ימו לב 
1 4
0 1

t
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
1 0
4 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0
4 1− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1( , ) 0f

  
: 322-323'  עמ14 ומשפט 319'   המוצג בעמיצור עמ10 בהוכחת משפט נתוןעתה נשתמש באלגוריתם ה. 2

2 - אז אנו יודעים מניקח למש.  עבונמצא 
1α αרו ∋ α 1ל ≠

0
1

α
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1( , ) 4f A  .
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