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  אלגברה לינארית  2 – פתרון תרגיל  2 (הגשה בעוד שבועים)
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 תמורות
 :הציגו את התמורות הבאות כמכפלה של חילופים .1

 .)5,4,3,2,1( .א

 .(12)(13)(14)או  בצורה קצרה יותר  ((45)(34)(23)(12):  פתרון .ב

 .)6,4,1)(3,5,2( .ג

  (53)(25)(46)(14): פתרון

 .)1,4,2)(5,3,2( .ד

 (35)(23)(41)(24): פתרון

 .)3,2,1)(2,1)(5,4,3( .ה

,1): פתרון 2,3)(1, 2)(3,4,5) (5134) (51)(13)(34)= = 
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 . עם איברים השכנים לו16כללי המשחק זה בעצם חילופים של האיבר : פתרון
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 .  ובסוף הוא חוזר לתא זה דורש מספר זוגי של חילופים וכך נקבל סתירהשל המטריצה 
 למטה או 16דורש לבסוף בהתאמה הזזה של המספר ,  ימינה או למעלה16מכיוון שכל הזזה של המספר 

,4) - בתא ה16שמאלה לכן נקבל שמספר החילופים כאשר מתחילים מ   . וחוזרים לתא זה הוא זוגי(4
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FMA)(מטריצה :  הגדרה .5 n∈ נקראת מטריצת פרמוטציה אם בכל שורה ובכל עמודה יש 

 .1-קורדינטה אחת בלבד השונה מאפס והשווה ל
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 זוגי מספר ניתן לכתוב את התמורה ב  אם 1ון שסימן של פרמוטציה הוא ומכיו, את סימן הדטרמיננטה
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 כפול הסימן של 1פשוט מהדגרת הדטרמיננטה הרכיב היחידי השונה מאפס הוא זה  : פתרון שני
 .αהפרמוטציה 
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   הגורם היחיד בהגדרת הדטרמיננטה השונה מאפס הוא הגורם עם -עבור שתי המטריצות : פתרון

 .ת הזהות ולכן הדטרמיננטה היא מכפלת איברי האלכסוןתמור
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מותר .A ל המצורפת =המטריצה adj(A) ,det(A) = |A| נסמן זה בתרגיל
.|AB| = |A||B| כי האומר המכפלה בכלל להשתמש

אלמנטריות פעולות ביצוע ע״י תחילה

 1 2 3
4 5 6
7 8 0

 של הדטרמיננטה את חשבו .1

האמצעית. העמודה לפי פיתוח ע״י ואח״כ והעמודות השורות על

של הדטרמיננטה את חשבו זוגי אי n עבור .2

.B =


0 1 · · · 1

−1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1
−1 · · · −1 0

 ∈ Mn(F)

היא |aij | = 1 שעבורה (aij) ∈ Mn(R) מטריצה של הדטרמיננטה כי הוכיחו .3
.2n−1 ב המתחלק שלם מספר

אם .aij ∈ {0, 1 · · · , 6} כי נניח .n מסדר ריבועית מטריצה A = (aij) תהא .4
של כאיבר A את לראות ניתן אז איברים 7 עם השדה את F7 ב נסמן
אז Mn(F7) ב הפיך איבר A אם כי הראו .Mn(Q) של כאיבר וגם Mn(F7)

נכון? ההיפך האם .Mn(Q) ב הפיך A

.A =

 3 −1 1
0 2 4
1 −1 1

 של המצורפת המטריצה את חשבו .5

.adj(adj(A)) = |A|n−2A אז הפיכה A ∈ Mn(F) אם כי הוכיחו א) .6
הדרכה מתקיים. הנ״ל השיויון אז הפיכה, לא A אם גם כי הראו ב)
ו rank(A) = n − 1 ,(00 = 1 ש (תניחו n = 2 הבאים: למקרים חלקו
הבאים המקרים ובשני ישירות טפלו הראשון במקרה .rank(A) < n − 1
מדרגה למטריצה המצורפת המטריצה דרגת על לאמר תוכלו מה לב שימו

.n − 1 מ קטנה

הכרחי תנאי מצאו .Mn(Q) בחוג הפיכה A כי נניח .A ∈ Mn(Z) תהא .7
.Mn(Z) בחוג הפיכה תהיה A ש בשביל ומספיק

1
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השוררות\עמודות על אלמנטריות פעולות נבצע .A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 0

 נסמן .1

מהשורה נחסיר עליונה): (משולשית מדורגת לצורה המטריצה את ונביא
פעמים שבע השלישית ומהשורה הראשונה השורה פעמים ארבע השניה

הראשונה: השורה

A →

 1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −21


השנייה: השורה את פעמיים השלישית מהשורה נחסיר כעת

→

 1 2 3
0 −3 −6
0 0 −9


.|A| = 1·(−3)·(−9) = 27 ולכן הדטרמיננטה את שינינו לא שבצענו בפעולות
האמצעית: העמודה לפי הפיתוח נוסחת לפי הדטרמיננטה את נחשב כעת

|A| =
3∑

i=1

(−1)i+2ai2mi2 = (−2)m12 + 5m22 + (−8)m32

נחשב: .i, j ה המינור הוא mij כמובן כאשר

m12 = det

(
4 6
7 0

)
= −42 , m22 = det

(
1 3
7 0

)
= −21 , m32 = det

(
1 3
4 6

)
= −6

ולכן

.|A| = 84− 105 + 48 = 27

ולכן B = −Bt ש לב נשים .2

|B| = | −Bt| = (−1)n|Bt| = (−1)n|B| = −|B|

1



.|B| = 0 כי מתחייב לכן זוגי. אי n ש מההנחה נובע האחרון השיוויון כאשר
אז 2 ממציין שדה מעל עובדים אנו שאם ויאמרו שיקפצו מביניכם יהיו
חשבון את ,2 ממציין בשדה מדובר כאשר גם אבל תקיפה לא המסקנה
אם .2 מודולו שארית לוקחים ואז Z ב מבצעים אנו B של הדטרמיננטה

אפס. יוצאת 2 מודולו השארית גם אז Z ב אפס יוצא מהחשבון

הפחתת או הוספת בעזרת .εij = ±1 המקיימת A = (εij) ∈ Mn(R) תהא .3
הדטרמיננטה את לשנות (מבלי A את נביא השורות מיתר הראשונה השורה

לצורה שלה)

Ã =
(

±1 ∗
0 bij

)
n− 1 באורך שורה היא ∗ ה ,n− 1 בגובה אפסים עמודת הוא 0 ה כאשר
.bij = ±2 או bij = 0 מקיימת (bij) ∈ Mn(R) והמטריצה אותנו) תעניין (שלא
2 היא (bij) ב שורה כל אבל |A| = |Ã| = (±1)det(bij) ש כמובן מתקיים
הוא m כאשר det(bij) = 2n−1m ולכן ±1־ים ו אפסים של וקטור כפול

כלשהוא. שלם מספר

הפיכה A ש מתקיים .Ã ∈ Mn(Z) ו A ∈ Mn(F7) נסמן ההבחנה לשם .4
כלומר ,F7 ב נעשה הדטרמיננטה של החישוב (כאשר det(A) 6= 0 אם״ם
את מחלק לא 7 אם״ם Mn(F7) ב הפיכה A כלומר .(7 מודולו בשלמים
אז הפיכה A אם בפרט .(Z מעל כמובן נעשה החישוב כאן (כאשר det(Ã)
מכאן רואים אנו שני מצד .Mn(Q) של הפיך איבר Ã ולכן det(Ã) 6= 0
הפיכה Ã ולכן F7 ב det(A) = 0 אז det(Ã) = 7 ש כך Ã את נבחר שאם

לא. A ש בעוד

מתקיים A =

 3 −1 1
0 2 4
1 −1 1

 עבור אז .mij ב ij ה המינור את נסמן .5

m11 =
∣∣∣∣ 2 4
−1 1

∣∣∣∣ = 6 , m12 =
∣∣∣∣ 0 4

1 1

∣∣∣∣ = −4 , m13 =
∣∣∣∣ 0 2

1 −1

∣∣∣∣ = −2

m21 =
∣∣∣∣ −1 1
−1 1

∣∣∣∣ = 0 , m22 =
∣∣∣∣ 3 1

1 1

∣∣∣∣ = 2 , m23 =
∣∣∣∣ 3 −1

1 −1

∣∣∣∣ = −2

m31 =
∣∣∣∣ −1 1

2 4

∣∣∣∣ = −6 , m32 =
∣∣∣∣ 3 1

0 4

∣∣∣∣ = 12 , m33 =
∣∣∣∣ 3 −1

0 2

∣∣∣∣ = 6

היא המצורפת המטריצה כן אם

adj(A) = ( (−1)i+jmji ) =

 6 0 −6
4 2 −12
−2 2 6



2



מההגדרה ישירות מתקיים n = 2 עבור .6

ש ההנחה תחת ולכן adj(adj

(
a b
c d

)
) = adj

(
d −b
−c a

)
=

(
a b
c d

)
אם בין 2 × 2 מטריצה לכל מתקיימת הזהות x0 = 1 מתקיים x ∈ R לכל

לאו. אם ובין רגולרית
מקרים: לשני ההוכחה את ונחלק n > 2 כי נניח בהמשך

ולכן A−1 = 1
|A|adj(A) כי יודעים אנו זה במקרה רגולרית. A א׳: מקרה

נוסחה אותה לפי ומתקיים הפיכה adj(A)

(adj(A))−1 =
1

|adj(A)|
adj(adj(A))

|adj(A)| = |A|n−1 וכן (adj(A))−1 = 1
|A|A נקבל הראשון מהשיויון אבל

נקבל וסה״כ

adj(adj(A)) = |A|n−2A

המינורים כל אז n − 1 מ קטנה A דרגת אם סינגולרית. A ב׳: מקרה
adj(adj(A)) = adj(0) = 0 ונקבל מתאפסים המצורפת המטריצה בחישוב

כנדרש.
נקבל adj(A)A = |A|I = 0 מהשיויון אז n − 1 בדיוק היא A דרגת אם
1 < n − 1 הנחתנו לפי .1 היותר לכל היא המצורפת המטריצה שדרגת
ושוב מתאפסים adj(A) ל המצורפת המטריצה בחישוב המינורים כל ולכן

כנדרש. adj(adj(A)) = 0

אז A−1 ∈ Mn(Z) קיימת כלומר שם, הפיכה A אם ,A ∈ Mn(Z) עבור .7
|A| = ±1 אם שני מצד .|A| = ±1 ש מתחייב ולכן |A|, |A|−1 ∈ Z ש מתחייב
A−1 = להופכי: הנוסחה את מכירים אנו אבל Mn(Q) ב הפיכה A אז

.A−1 ∈ Mn(Z) ש נקבל הדטרמיננטה לגבי ומהנחתנו 1
|A|adj(A)

3
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.n(n+1)
2 ב־ מתחלק det


1 2 3 ... n
n 1 2 ... n− 1
. .
. .
2 3 4 ... 1

 כי הראו .1

כי הראו רגולריות מטריצות A,B עבור .2
.adj(AB) = (adjB)(adjA) א.

.adj(At) = (adjA)t ב.

והוא יחיד פתרון יש
a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

המשוואות שלמערכת נתון .3

.(−2, 1, 0)
הוא?) (ומה יחיד פתרון לה יש האם בדקו הבאות, מהמערכות אחת לכל

פתרון. לה אין אם או פתרונות, סוף אין לה יש אם
a1x + b1y + d1z = c1

a2x + b2y + d2z = c2

a3x + b3y + d3z = c3

d1x + b1y + c1z = a1

d2x + b2y + c2z = a2

d3x + b3y + c3z = a3

קרמר. נוסחת על חשבו רמז:

כאשר ,p(x) = |xI − A| הבא; באופן פולינום נגדיר .A ∈ M2(F ) תהי .4
xI − A המטריצה של הדטרמיננטה על ומסתכלים היחידה, מטריצת I

.xב־ כפולינום
איברי סכום הוא trA (כזכור . p(x) = x2 − trA · x + |A| · I כי הראו

.(A של האלכסון

המקיימת; , G : Mn(F ) → F פונקציה לכל כי נראה זה בתרגיל .5
G(A ·B) = G(A) ·G(B) א.

G(I) = 1 ׂ ב.
המקיימת השדה על פונקציה g : F → F כאשר G(A) = g(detA) מתקיים:

.∀a, b ∈ F g(a · b) = g(a)g(b)
שלהן האלכסון איברי שכל האלכסוניות המטריצות Tλ

i תהיינה א. הדרכה:
(רמז .i ב־ תלוי אינו G(Tλ

i ) כי הראו .λ יש שבו i, i ה־ מהמקום חוץ 1 הם
אלמנטריות ועמודה שורה פעולות בעזרת לעבור כיצד חישבו ־ למתקשים
במטריצות וכפל ועמודה שורה פעולות בין בקשר היזכרו .Tλ

j ל־ Tλ
i מ־

1



ומשמאל) מימין
במקום ,1 הם האלכסון איברי כל בהן המטריצות (i 6= j) Sλ

ij תהיינה ב.
הראו (רמז־ .G(Sλ

ij) = 1 כי הראו .0 המקומות שאר ,ובכל λ ישנו i, jה־
((S1

ij)
2 את חשבו אח״כ ,Sλ

ij = S1
ij כי תחילה

ניתן כיצד (חישבו תחילה. הפיכות למטריצות המסקנה את עתה הסיקו ג.
הזהות). למטריצת אלמנטריות ועמודה שורה פעולות בעזרת לעבור

.A לכל G(A) = 1 השני ושבמקרה ,G(0) = 1 או G(0) = 0 כי הראו ד.
שלפחות D האלכסוניות המטריצות לכל כי הראו ,G(0) = 0 ש נניח ה.
מספר על באינדוקציה (למשל .G(D) = 0 מתקיים 0 הוא מאיבריהם אחד

האלכסון) על האחדות
ג׳). לסעיף דומה (באופן הכללי המשפט את הסיקו ו.

2
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אחת) פעם אחת (כל הקודמות העמודות כל את האחרונה לעמודה נוסיף .1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ונקבל;

1 2 3 ... n
n 1 ... n− 1
. .
. .
2 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ...

∑n
i=1 i

n 1 ...
∑n

i=1 i
. .
. .
2 3

∑n
i=1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (

n∑
i=1

i)·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ... 1
n 1 ... 1
. .
. .
2 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ו־ שלמים) המטריצה איברי כל (כי שלם מספר היא משמאל הדטרמיננטה

התוצאה. ומכאן ־
∑n

i=1 i = n(n+1)
2

מתקיים כלשהן A,B עבור א. .2
A · adj(A) = I · |A|, B · adj(B) = I · |B|, ABadj(AB) = I · |AB|

(AB)−1 = ו־ הפיכה AB גם A,Bהפיכות שאם (זיכרו הפיכות A,B אם מכאן,
adj(AB) = |AB|B−1A−1 = |B|B−1|A|A−1 = adj(B)adj(A) ־ אז ,(B−1A−1

למעלה) שכתבנו ובשוויונות לדטרמיננטה המכפלה בנוסחת (משתמשים

ו־ מ־0), שונה הדטרמיננטה כי (ברור, At גם הפיכה A אם טענה: ב.
.(At)−1 = (A−1)t

מהשוויון נובע מימין השוויון כאשר ,(A−1)t · At = (AA−1)t = I נבדוק:
.(AB)t = BtAt

At · adj(At) = |At| · I ⇒ adj(At) = |A| · (A−1)t = (|A| ·A−1)t ְ לכן
(adjA)t = (|A| ·A−1)t ולכן adjA = |A| ·A−1 אבל

.(adjA)t = adj(At) ־ ומכאן

קרמר. נוסחת ע״י נתון
a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

למערכת הפתרון .3

.−2 =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
מקבלים (−2, 1, 0) הוא שהפתרון מכיוון
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d1x + b1y + c1z = a1

d2x + b2y + c2z = a2

d3x + b3y + c3z = a3

המערכת של המצומצמת המקדמים מטריצת של הדרגה בפרט,

יחיד. פתרון קיים ולכן מקסימלית, היא
בסימונים לקצר כדי קרמר. נוסחת בעזרת שוב המערכת פתרון את נמצא

.|a, b, c| הסימן את

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ במקום נכתוב
,x1 = |a,b,c|

|d,b,c| = − 1
2 נקבל

x2 = |d,a,c|
|d,b,c| = −|a,d,c|

|d,b,c| = − |a,d,c|
|a,b,c| ·

|a,b,c|
|d,b,c| = (−1) · (− 1

2 ) = 1
2

x3 = |d,b,a|
|d,b,c| = −|a,b,d|

|d,b,c| = − |a,b,d|
|a,b,c| ·

|a,b,c|
|d,b,c| = 0 · |a,b,c|

|d,b,c| = 0
.(− 1

2 , 1
2 , 0) הוא הפתרון ולכן

המערכת עבור קרמר (מנוסחת 0 =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
מתקיים זאת לעומת

∣∣∣∣∣∣הראשונה)
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ = 0 כלומר .

a1x + b1y + d1z = c1

a2x + b2y + d2z = c2

a3x + b3y + d3z = c3

המערכת של המצומצמת המקדמים מטריצת דרגת לכן

המקדמים מטריצת דרגת אם לכן, מ־3). קטנה ־ (כלומר מקסימלית אינה
הדרגות ואם פיתרון, אין המצומצמת המערכת מדרגת גדולה המורחבת

פתרונות. אינסוף יש שוות
בת״ל הן a, b, c העמודות כי ,3 היא המורחבת המטריצה שדרגת ברור אבל

ההנחה. לפי
פתרון. אין הזאת למערכת לכן

אז A =
(

a11 a12

a21 a22

)
אם .4

|xI −A| =
∣∣∣∣( x 0

0 x

)
−

(
a11 a12

a21 a22

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ x− a11 −a12

−a21 x− a22

∣∣∣∣
= (x− a11)(x− a22)− a12a21 = x2 − (a11 + a22)x + a11a22 − a12a21

= x2 − trA + detA
כנדרש.
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Pi = (pij) = i
i + 1


1

.
0 1
1 0

.
1

ֵ נסמן א. .5

ובכל ,pi,i+1 = pi+1,i = 1 ,pii = pi+1,i+1 = 0 ,k 6= i, i + עבור1 pkk = 1)
אפסים) יש אחר מקום

מימין וכפל .i + ה־1 והשורה iה־ השורה את מחליף Pi ב־ משמאל כפל
(חישוב (Pi)−1 = Pi ש־ גם לב נשים .i + 1 וה־ i ה־ העמודה את מחליף

ישיר).
השורות החלפת של התוצאה (זו (Pi)−1Tλ

i Pi = PiT
λ
i Pi = Tλ

i+1 נקבל
(Tλ

i ב־ המתאימות והעמודות
מתקיים: A הפיכה מטריצה שעבור לב נשים

כן (וכמו G(A−1) = G(A)−1 לכן .1 = G(I) = G(AA−1) = G(A)G(A−1)ׂ
בהמשך) בכך נשתמש ־ G(A) 6= 0

ולכן ־ G(Ti+1) = G((Pi)−1TiPi) = G(Pi)−1G(Ti)G(Pi) = G(Ti) נובע:
.i ב־ תלוי לא G(Tλ

i )
,G(Sλ

ij) = G(S1
ij) כי תחילה הראו להיות; צריך היה ברמז, טעות נפלה ב.

.G((Sλ
ij)

2) את חשבו אח״כ
ואז היחידה מטריצת את נקבל (אחרת λ 6= 0 בה״כ נניח בהוכחה. נמשיך
Tλ

i (כאשר (Tλ
i )−1Sλ

ijT
λ
i = S1

ij כי מראה ישיר חישוב ברורה). התוצאה

מאותו נובע לכן .((Tλ
i )−1 = T

(λ−1)
i ש־ לב שימו א׳. בסעיף כמו מוגדר

ש־ א׳ בסעיף השתמשנו בו שיקול
.G(S1

ij) = G((Tλ
i )−1Sλ

ijT
λ
i ) = G(Tλ

i )−1G(Sλ
ij)G(Tλ

i ) = G(Sλ
ij)

לכן ישיר), מחישוב נובע זה (גם (S1
ij)

2 = S2
ij ּ מאידך

ממה נובע האחרון (השוויון .(G(S1
ij))

2 = G((S1
ij)

2) = G(S2
ij) = G(S1

ij)
(כפי לכן הפיכה S1

ij אבל .1 או 0 שווה G(S1
ij) לכן עתה). זה שהוכחנו

כנדרש. G(Sλ
ij) = 1 , λ שלכל נובע .G(S1

ij) 6= 0 א׳) בסעיף שהזכרנו
ניתן אלמנטריות ועמודה שורה פעולות שבעזרת בעובדה עתה נשתמש ג.
ואפסים. אחדות רק שבאלכסונה אלכסונית, למטריצה A מטריצה מכל לעבור
קשה לא אך עמודות, או שורות החלפת של בפעולה נשתמש לא אנו אמנם
האלכסון על איפה לנו אכפת שלא (בהנחה בטענה פוגע לא שזה להיווכח
ניתן אבל בפירוט הטענה את נוכיח לא האפסים). ואיפה האחדות יופיעו
הראשונה השורה את לחלק נוכל ,aij 6= 0 אם ,A = (aij) בהנתן כללי: כיוון
לכל הראשונה השורה של מתאימה כפולה להוסיף נוכל אח״כ .a11 ב־
מתאימה כפולה ולהוסיף ,k > 1 לכל ak1 את לאפס מנת על הבאות השורות
a1k האיברים את לאפס מנת על הבאות לעמודות הראשונה העמודה של
הראשונה בעמודה או הראשונה בשורה איבר וישנו ,a11 = 0 אם .k > 1 לכל
עמודה השורה/ את הראשונה לשורה/עמודה להוסיף נוכל מאפס, השונה
מאפס, שונה (1, 1) ־ ה במקום האיבר בה מטריצה לקבל כדי המתאימה
והעמודה הראשונה השורה איברי כל אם קודם. שתיארנו כמו ונמשיך
במקום לאיבר נעבור הבא בשלב בעיה. כלל אין אז ־ אפס הם הראשונה
וכן השניים, והעמודה השורה את לאפס דומה באופן ונמשיך (2, 2) ה־
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הלאה.
והעמודה השורה פעולות בעזרת נגיע הפיכה מטריצה עבור לעניננו. נחזור
מתאימות כאלו ועמודה שורה שפעולות מכיוון היחידה. למטריצת הנ״ל

לכתוב נוכל א׳,ב׳, מסעיפים Tλ
i , Sλ

ij במטריצות ומשמאל מימין לכפל
עבור Tλ

i , Sλ
ij מהצורה מטריצות Lj , Rk כאשר ,Πm

j=1Lj · A · Πl
k=1Rk = I

נקבל: מכפליות .A = (ΠLj)−1(ΠRk)−1 כלומר כלשהם. i, j, λ 6= 0
מטריצות אלה גם ־ R−1, L−1 ֻ במקום R′, L′ (נסמן G(A) = ΠG(L′

j)ΠG(R′
j)

אלמנטריות).
Tλ

i מהצורה אלה יהיו המכפלה את שישנו היחידות המטריצות כי לב נשים
ב׳). בסעיף שהוכח (כפי

שאגף מכיוון .g(λ) = G(Tλ
i ) הבא; באופן g : F → F פונקציה עתה נגדיר

g(λµ) = G(Tλµ
i ) = בנוסף היטב. מוגדרת הפונקציה ,λ ־ ב רק תלוי ימין

ש־ לראות קל כפלית. g לכן G(Tλ
i · Tµ

i ) = G(Tλ
i )G(Tµ

i ) = g(λ)g(µ)
.g(1) = 1

.G(A) = g(detA)ׂ ש־ להראות נרצה
וכן G(Tλ

i ) = g(λ) = g(det(Tλ
i )) כי לב נשים

.g(det(Sλ
ij)) = g(1) = 1 = G(Sλ

ij)
המטריצות (כאשר G(A) = ΠG(L′

j)ΠG(R′
k) = ΠG(Sλ

ij)ΠG(Tλ
i ) ־ עתה

שווה: וזה (L′
j , R

′
k המטריצות כל הן מימין

= Πg(det(Sλ
ij))Πg(det(Tλ

i )) = Πg(det(L′
j))Πg(det(R′

k))
= g(Πdet(L′

j)Πdet(R′
k)) = g(det(ΠL′

jΠR′
k) = g(detA)

הדטרמיננטה. ובכפליות g של בכפליות כאן ־השתמשנו

מטריצות עבור נכונותה את להראות צריך הטענה הוכחת את להשלים כדי
מה לחשב כך לשם מספיק ג׳, בסעיף שראינו מה לאור הפיכות. שאינן
האלכסון; על (ואחדות) אפסים עם אלכסוניות מטריצות על G של הערך

,G(0) = 1 אם אחד. או אפס שווה G(0) לכן ,G(0) = G(0 · 0) = G(0)2 ד.
הטענה כזה במקרה .G(A) = G(A)G(0) = G(A ·0) = G(0) = 1 ,A לכל אז

.G(0) = 0 ש־ מעתה להניח נוכל לכן נכונה, ודאי שלנו הכללית
אחד 1 יש שלהם האלכסון שעל אלכסוניות במטריצות תחילה נתבונן ה.

אז .((i, i) ־ ה במקום 1) Di =


0

.
1

.
0

 נסמן אפסים. והשאר

אבל .G(D1) = 0 בה״כ מתקיים בפרט .G(D1)G(D2) = 0 לכן D1 ·D2 = 0
בסעיף כמו אופן ובאותו PiDiPi = Di+1 נקבל א׳ בסעיף כמו אופן באותו

.i לכל G(Di) = 0 ולכן , G(Di) = G(Di+1) ש־ נקבל זה
אחדות kמ־ פחות עם אלכסוניות למטריצות הטענה את שהוכחנו עתה נניח
האלכסון על אחדות k עם אלכסוניות במטריצות ונתבונן האלכסון, על

המטריצה)). סדר n× n ) k < n (כאשר
אלכסונית מטריצה נותנת A,B כאלה שונות מטריצות שתי של מכפלה
G(C) = 0 ההנחה לפי לכן .k מ־ ממש קטן עליה האחדות שמספר C
באיברים הצמדות בעזרת שוב אבל .G(B) = 0 או G(A) = 0 ומכאן
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k עם כלשהי ממטריצה לעבור ניתן הצמדות) לכמה שנזדקק (ייתכן Pi

הפעולה היא (הצמדה סוג מאותו אחרת מטריצה לכל האלכסון על אחדות
כל לקבל נוכל Pi ־ ב השונות ההצמדות שבעזרת לראות (קל (A → P−1AP
.((i, i+ 1) לחילופים מתאימות אלה הצמדות כי ־ האלכסון באיברי תמורה
לאפס. שווה ולכן שווה, הוא האלה המטריצות כל על G של הערך לכן

שאינה A במטריצה ונתבונן ,G ≡ 1 הקבועה הפונקציה אינה Gש־ נניח ו.
הפיכה.

מטריצות Lj , Rk כאשר ,Πm
j=1Lj ·A·Πl

k=1Rk = J לכתוב ג׳ בסעיף כמו נוכל
אלכסונית מטריצה J הפעם אבל כלשהם, i, j, λ 6= 0 עבור Tλ

i , Sλ
ij מהצורה

נקבל ה׳ סעיף לפי האגפים. שני על G ׂ את נפעיל האלכסון. על אפסים עם
.Πm

j=1G(Lj) · G(A) · Πl
k=1G(Rk) = G(Πm

j=1Lj · A · Πl
k=1Rk) = G(J) = 0

ש־ ומכאן ,G(Lj), G(Rk) 6= 0 לכן הפיכות, כולן ,Lj , Rk המטריצות אבל
כמו .G ≡ 1 אם אלא g(0) = 0 ,g הגדרת שלפי עתה לב נשים .G(A) = 0
ובכך ,g(detA) = 0 = G(A) ולכן ,det(A) = 0 הפיכה אינה Aש־ מכיוון כן

.A ∈ Mn(F ) לכל הטענה הוכחת את השלמנו
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 2 אלגברה לינארית 6 בית ליתרג

  ולכסינותע"ו, ע"ע

  

)יהיו  .1 )
n

A M F∈ע "עם עλ ופולינום ( ) [ ]p x F x∈כלשהו . 

)הוכיחו כי . א )p λע של " ע( )p A.  

, ם הפרטיים מספיק קודם להראות זאת למקרי: הדרכה   (
nx a x⋅(  

 ?האם ההיפך נכון. ב

)תהא  .2 )
n

A M F∈ .הוכיחו כי: 

 . לא הפיכהAמ " אמAע של " ע0 .א

 .−1Aע של " ע−1λמ " אמAע של " עλ:הראו כי.  הפיכהAתהא . ב

)ע של מטריצה "כזכור הגדרנו ע .3 )
n

A M F∈וקטורי עמודה קריי כפל מימין של" ע  :Av vλ=. 

 , משמאלע יתקבלו גם אם נפעל על וקטורי שורה"הראו כי בדיוק אותם ע

0יש  :כלומר הוכיחו
n

v F≠ Av ו ∋ vλ=0מ יש " אמ
n

u F≠ t ו ∋ t
u A uλ=. 

,יהיו  .4 ( )
n

A B M F∈ . 

A,כזכור  B  נקראות דומות אם קיימתP 1 הפיכה כך שA P BP−=. 

 . נקראת לכסינה אם היא דומה למטריצה אלכסוניתAכזכור 

)תהא . א )
n

A M F∈ לכסינה הדומה ל 

1 0

0
n

a

a

 
 
 
 
 

 ותהא תמורה ⋰
n

Sσ  . כלשהיא∋

 דומה ל Aהראו כי 

(1)

( )

0

0
n

a

a

σ

σ

 
 
 
  
 

⋱. 

 .ן דומותמ ה"א אמ" יש להן אותו פ: מתקיים לכסינותB ו A עבור. ב

מצאו שתי מטריצות ב . ג
2
( )M ℝא אך שאינן דומות"ם אותו פ ע. 

) אתה .5 )
n

A M F∈ . ל יש הוכיחו כי אםA יש nע שונים אז " עAלכסינה . 

,יהיו  .6 ( )
n

A B M F∈ .הראו כי: 

 מתחלפת עם B אם .א

1 0

0
n

a

a

 
 
 
 
 

 ו ⋰
1
, ,

n
a a…הם  n סקלרים שונים אז Bאלכסונית . 

 , אז הן לכסינות במשותףתחלפת איתה מBו ע שונים " עnלכסינה עם A אם. ב

1  הפיכה כך שP יש :כלומר     1
,P BP P AP−  .אלכסוניות −

 

















 
 

 

 )כולל פתרון (2 אלגברה לינארית 6 בית ליתרג

  ולכסינותע"ו, ע"ע

  

)יהיו  .1 )
n

A M F∈ע "עם עλ ופולינום ( ) [ ]p x F x∈כלשהו . 

)הוכיחו כי . א )p λע של " ע( )p A.  

, אות זאת למקרים הפרטיים מספיק קודם להר: הדרכה  ( 
nx a x⋅(  

 ?האם ההיפך נכון. ב
 

 :פתרון
)ע של " וv אז λע " עם עAע של " וvנראה שאם . א )p Aע " עם ע( )p λ. 

)ה על דרגת באינדוקצי )p x .בסיס האנדוקציה: 

)אם  )p x c≡ לאיזה קבוע אז ברור ש ( ) ( )p A v cIv cv p vλ= = =. 

deg :צעד האנדוקציה ( ) 0p x 1 ולכן <

0 1 1
( ) ..

n

n
p x a a x a x

+
+= +   ולכן+

1

0 1 1

*

0 1 1 0 1 1

1

0 1 1

( ) ( .. )

( .. ) ( ) ( .. ) ( )

( .. ) ( )

n

n

n n n n

n n n n

n n

n n

p A v a I a A a A v

a I a A a A v a A A v a a a v a A v

a a a v a v p v

λ λ λ

λ λ λ λ

+
+

+ +

+
+

= + + =

+ + + = + + + =

+ + + =

 

 .פ הנחת האנדוקציה"ע(*) 

יהא , לא.ב
1 0

0 1
A

 
=  
 

2 ו 
( )p x x= . אז( 1)p )ע של " ע− )p A ע של " אינו ע−1 אבלA. 

)תהא  .2 )
n

A M F∈ .הוכיחו כי: 

 . לא הפיכהAמ " אמAע של " ע0 .א

 .−1Aע של " ע−1λמ " אמAע של " עλ:הראו כי.  הפיכהAתהא . ב
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 ).nw=1 -ש, כלומר, n שורש היחידה מסדר =

∑ע " עם עAע של "ו kvלכן    
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הוכיחו כי . ב

110
,...,, −nvvv הם בסיס של n

C , והסיקו כיAלכסינה .  

njiשלכל , נשים לב ≤≠≤0 ,ji ww לכן המטריצה שעמודותיה הן הוקטורים . ≠

110
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,...,, −nvvvמאחר ומדובר ב.ל" בת -nל במרחב ממימד " וקטורים בתn , יק שזהו בסיסנס. 
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 שעבורם המטריצה aמצא את כל הערכים של  .1

2 3 0 0

3 3

3

a

a a a

a a a

+ 
 − − + 
 + 

 אינה לכסינה והסבר 

 .aמדוע המטריצה לכסינה עבור שאר ערכי 

 

תהי ) שאלה ממבחן( .2
2
( )A M∈ R  ) המקיימת לכל וקטור )הממשייםמטריצה מעל α      : 

( )A A A cα α α= +  )cמספר ממשי ( 

  שני וקטורים עצמיים בלתי תלויים A- אם ידוע שיש לcמהם הערכים האפשריים של 
 ?לינארית

 

) יחד עם מכפלה פנימית  מעל המרוכביםVנתון מרחב מכפלה פנימית   .3 vעבור . ,( V∈ 

:נגדיר העתקות , )קבוע(נתון 
v

f V F→ו - :
v

g V F→י " ע( )( ) ,vf w w v=ו -

( )( ) ,
v

g w v w= . הוכיחו כי
v

f ו - 
v

gל" הן ט. 

 

V: הינה פונקציה  Vו " פונקציית נורמה על מ:הגדרה
+→ ℝהמקיימת : 

0v:  חיוביות1. =� � 0v = ⇔ 

2 .v vα α=� � � �     α∀ ∈F 

v: אי שוויון המשולש. 3 w v w+ ≤ +. 

 .מרחב וקטורי יחד עם נורמה יקרא מרחב נורמי

)פ" יחד עם מVנתון מרחב מכפלה פנימית  . 4 )(:  נגדיר העתקה.  ,( ,v v v= .הראו ש-  

עבור אי . שימו לב לדרישה שנורמה היא פונקציה אי שלילית. (מוגדרת היטב וכי היא אכן נורמה

)Re    :שוויון המשולש כדאי אולי להשתמש בזהות הבאה במרוכבים )z z<    z∀ ∈ℂי ובא-

 .שוורץ-שוויון קושי
 

 : המקביליתשוויוןפ להוכחת "השתמשו בתכונות המ, 3 כבשאלה - וV עבור .5

 2 2 2 2
2( )x y x y x y+ + − = +� � � � � � � �. 

 

 - וn מרחב מכפלה סקלארית ממימד Vנתונים .6
1
,...,

n
v v נגדיר מטריצה ריבועית .  בסיס

11 1

1

n

n nn

a a

A

a a

 
 =  
 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

)י " ע ),
,

i j i j
a v v=)   כאשר(  ).  הנתונההמכפלה הסקלארית היא ,(

 

 וקטורים בהינתן הוכיחו כי .א
1

n

i i

i

v vα
=

 - ו∑=
1

n

i i

i

w vβ
=

): מתקיים ∑= ) ( ) ( )1 1
, ... ...

T

n n
v w Aα α β β= 

 :כלומר



( ) ( )
111 1

1

1

, ...

n

n

n nn n

ba a

v w a a

a a b

  
  =   

  
  

…

⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

. 

   

,שתי מטריצות ריבועיות : הגדרה . ב ( )
n

A B M F∈  נקראות חופפות אם קיימת מטריצה רגולרית 

( )
n

P M F∈כך ש - tB P AP= 

כלומר בהנתן בסיס שונה (עוברת למטריצה חופפת  Aהמטריצה , אם מחליפים את הבסיסהסיקו כי 
1
,...,

n
w w של

V נגדיר את Pאם  .  להיות מטריצת מעבר הבסיסים המתאימה

11 1

1

n

n nn

b b

B

b b

 
 =  
 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

י "מוגדרת ע

( ),
,

i j i j
b w w=אז מתקיים  ש -TB P AP=.( 
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 שעבורם המטריצה aמצא את כל הערכים של  .1

2 3 0 0

3 3

3

a

a a a

a a a

+ 
 − − + 
 + 

 אינה לכסינה והסבר 

 .aמדוע המטריצה לכסינה עבור שאר ערכי 

 
 .Aנחשב קודם את הפולינום האופיני של :   פתרון

2

2

2 3 0 0
3

( ) | | 3 3 ( 2 3)
3

3

( 2 3)[( )( 3) ( )( 3)] ( 2 3)[ (2 3) ]

( 2 3)

t a
t a a

p t tI A a t a a t a
a t a

a a t a

t a t a t a a a t a t a t

t t a

− −
− − −

= − = + − − − = − −
− − −

− − − −

= − − − − − − − − − = − − − +

= − −

 

 :כדי שנוכל לקבוע את הריבוב האלגברי של שורשי הפולינום נבחין בשני המקרים הבאים

2) א 3 0a + 1.5aכלומר  (= = 3במקרה זה הפולינום האופיני הוא ) −
( )p t t= לכן קיים ערך עצמי 

0λ, דאח  .3 עם ריבוי אלגברי =

1.5aנציב  =  ונקבל A במטריצה −

0 0 0

1.5 1.5 1.5

1.5 1.5 1.5

 
 − 
 − 

לכן מימד מרחב הפתרונות של המערכת , 

)ההומוגנית  ) 0I A xλ −  .2ע הוא "אומטרי של העלכן הריבוי הגי.  הוא אחד=

 . אינה לכסינהAקיבלנו שבמקרה זה המטריצה 
 

2) ב 3 0a + 1:  במקרה זה לפולינום האופיני יש שני שורשים≠
0λ  -ו, 1 עם ריבוי אלגברי  =

2
2 3aλ =  .2 עם ריבוי אלגברי +

2נבדוק מהו הריבוי הגיאומטרי של 
2 3aλ = כלומר את מימד מרחב הפתרונות של המערכת , +

[(2 3) ] 0a I A+ −  : מטריצת המערכת היא.  =

0 0 0

3 3 3a a a

a a a

 
 + + − 
 − − 

 :שורה אלמנטריות נמצא את דרגתה עי ביצוע פעולות 

3 2
3

2 2 3 3

0 0 0 0 0 0

3 3 3 3 3 3

0 0 0

a
R R

R R R R

a a a

+
← + ←

   
   → − → −   
   − −   

 

2עבור הריבוי הגיאומטרי ולכן , 1לפיכך הדרגה של מטריצת המערכת היא 
2 3aλ =  .2  הוא +

 
2כאשר : סיכום 3 0a +  שווה לריבוי A העצמיים של  הריבוי הגיאומטרי של כול אחד מהערכים≠

 . לכסינהAהאלגברי שלו ולכן 
1.5a אינה לכסינה הוא A שעבורו aמכאן שהערך היחיד של  = −. 

 
 



תהי ) שאלה ממבחן( .2
2
( )A M∈ R  ) המקיימת לכל וקטור )הממשייםמטריצה מעל α      : 

( )A A A cα α α= +  )cמספר ממשי ( 

 ים  שני וקטורים עצמיים בלתי תלויA- אם ידוע שיש לcמהם הערכים האפשריים של 
 ?לינארית

 
 מתקיים,  λ  עם ערך עצמיAוקטור עצמי של   αלכל : 5פתרון 

  ( )A A A cα α α= 2 ולכן + 2
c cλ α λα α λ λ= + ⇒ = −. 

 

2:  מקייםA של λע "א  כל ע.ז
c λ λ= − 

2   -שימו לב ש
( )A M∈ R  ולכן λ ממשי. 

2למשוואה 
0cλ λ− − יש פתרונות ממשיים עבור =

1

4
c ≥ −. 

לכן             
1

4
c ≥  .וקטור עצמי\ ערך עצמיA-שיש להוא תנאי הכרחי לכך    −

, מצד שני            
1

4
c ≥  : המקיימת את הנדרש בשאלהA הוא גם תנאי מספיק לקיום   −

,21אם  λλ  2פתרונות של המשוואה
0cλ λ− − מציה הלינארית  שמיוצגת  אז הטרנספור=

: י"ע








2

1

0

0

λ
λ

 . ביחס לבסיס כלשהו  מקיימת את הנדרש בשאלה

 :הערה
לערכים עצמיים  שני וקטורים עצמיים בלתי תלויים לינארית שמתאימים A-אם יש ל

 אז שונים
4

1
−>C. 

 לאותו ערך עצמי שני וקטורים עצמיים בלתי תלויים לינארית שמתאימים A-אם יש ל

אז 
4

1
−=C . לכן

2

1
=λ ולכן 

1

2
A I=. 

 

) יחד עם מכפלה פנימית  מעל המרוכביםVנתון מרחב מכפלה פנימית   .3 vעבור . ,( V∈ 

:נגדיר העתקות , )קבוע(נתון 
v

f V F→ו - :
v

g V F→י " ע( )( ) ,vf w w v=ו -

( )( ) ,
v

g w v w= . הוכיחו כי
v

f ו - 
v

gל" הן ט. 

 :פתרון

לינאריות 
v

fנובעת מיד מהלינאריות וההומוגניות של המכפלה הפנימית בקורדינטה הראשונה   .

הביטויים המפורשים דומים לביטוייים במקרה של 
v

gונסתפק בהם : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( ) , , , , , ( ) ( )

v v v
g w w v w w v w v w v w v w g w g w+ = + = + = + = + 

( ) ( ) ( )( ) , , , ( )v vg w v w v w v w g wα α α α α α= = = = 

 

V:ה   הינה פונקציVו " פונקציית נורמה על מ:הגדרה
+→ ℝהמקיימת : 

0v:  חיוביות1. =� � 0v = ⇔ 

2 .v vα α=� � � �     α∀ ∈F 



v: אי שוויון המשולש. 3 w v w+ ≤ +. 

 .מרחב וקטורי יחד עם נורמה יקרא מרחב נורמי

)פ" יחד עם מVב מכפלה פנימית  נתון מרח. 4 )(:  נגדיר העתקה.  ,( ,v v v= .הראו ש-  

עבור אי . שימו לב לדרישה שנורמה היא פונקציה אי שלילית. (מוגדרת היטב וכי היא אכן נורמה

)Re:    מרוכביםשוויון המשולש כדאי אולי להשתמש בזהות הבאה ב )z z<    z∀ ∈ℂי ובא-

 .שוורץ-שוויון קושי
 :פתרון

- אי שלילית כיוון שפעולת לקיחת שורש היא אי. פ"פ חיוביות המ" מוגדרת היטב ע

0v -שלילית ו )(ם " לאפס אם שווה= , 0v v 0vם "אם)  פ"פ חיוביות המ"וע (= =. 

:     נראה הומוגניות

)( )( )( )(2
, , , ,v v v v v v v v v vα α α αα α α α= = = = =� � � �. 

  :אי שוויון המשולש

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2
2Re , 2 ,v w v v w w v v w w v v w w v w+ = + + ≤ + + ≤ + + = +

)Reשוויון הראשון נובע מהזהות   -האי )z z<    z∀ ∈ℂ. 

 .ש שוורץ"האי שוויון השני נובע מא
 .כנדרש, כעת נוכל לקחת שורש על שני האגפים ולקבל את אי שוויון המשולש

 

 : המקביליתשוויוןפ להוכחת "השתמשו בתכונות המ, 3 כבשאלה - וV עבור .5

 2 2 2 2
2( )x y x y x y+ + − = +� � � � � � � �. 

 :פתרון

( ) ( )2 2
, ,x y x y x y x y x y x y+ + − = + + + − − =� � � � 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,x x x y y x y y x x y x x y y y= + + + + + − + − + − − = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
2 , , , , , , 1 , 2 , , 2( )x x x y y x y y y x x y y y x x y y x y= + + + − − + − = + = +� � � �

 
 

 - וn מרחב מכפלה סקלארית ממימד Vנתונים .6
1
,..., nv v נגדיר מטריצה ריבועית .  בסיס

11 1

1

n

n nn

a a

A

a a

 
 =  
 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

)י " ע ),
,

i j i j
a v v=)   כאשר(  ).  הנתונההמכפלה הסקלאריתהיא  ,(

 

 וקטורים בהינתן הוכיחו כי .א
1

n

i i

i

v vα
=

 - ו∑=
1

n

i i

i

w vβ
=

):  מתקיים∑= ) ( ) ( )1 1
, ... ...

T

n n
v w Aα α β β= 

 :כלומר

( ) ( )
111 1

1

1

, ...

n

n

n nn n

ba a

v w a a

a a b

  
  =   

  
  

…

⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

. 

   



,שתי מטריצות ריבועיות : הגדרה . ב ( )
n

A B M F∈יימת מטריצה רגולרית   נקראות חופפות אם ק

( )
n

P M F∈כך ש - tB P AP= 

כלומר בהנתן בסיס שונה (עוברת למטריצה חופפת  Aהמטריצה , אם מחליפים את הבסיסהסיקו כי 
1
,...,

n
w w של

V נגדיר את Pאם  .  ת מעבר הבסיסים המתאימהלהיות מטריצ

11 1

1

n

n nn

b b

B

b b

 
 =  
 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

י "מוגדרת ע

( ),
,

i j i j
b w w=אז מתקיים  ש -TB P AP=.( 

  
 
 :פתרון
  . א

 ( ) ( )
1111 1

1 1

1

... ...

j jn

n n i ij j

i j

n nn n nj j

aa a

a

a a a

ββ

α α α α α β
β β

   
    = = =   

    
    

∑
∑∑

∑

…

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 

( ) ( ) ( ), , , , ,i i j j i i j j i i j j i i j j

i j i j i j i j

v v v v v v v v v wα β α β α β α β
   

= = = =   
   

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
= 

 

נתונים  בסיס . ב
1
,...,

n
w w שלV ,הבסיסים מעבר ומטריצת P כך ש- ( )0...1...0

T

i
P זהו וקטור 

המקדמים המבטא את 
i

wביחס ל -
1
,...,

n
v v . כלומר

j ij i

i

w p v=∑  .די להוכיח כי :

( ) ( ) ( ),
, 0...1...0 0...1...0

T
T

i j i j
i j

b w w P AP=  :נקבל. פ סעיף א"ע. =

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
0...1...0 0...1...0 0...1...0 0...1...0 ,

TT TT
T

i j i j
i j i j

P AP P A P w w b
  = = =   

   
 

TPלכן  AP B= ,כנדרש. 
 

 



.2 לינארית אלגברה 9 תרגיל

2006 במאי 20

U כאשר v0 + U מהצורה: קב׳ זו ,A ⊂ V ישרייה ,V מ״ו עבור תזכורת: .1
.U של המימד להיות מוגדר הישרייה מימד .v0 ∈ V ו V של ת״מ

n − 1 ישרייה A תהא .n ממימד סקלרית מכפלה מרחב (V,<,>) יהי
ש כך α ∈ R ו w0 ∈ V קיים כי הוכיחו .V ב מימדית

. A = {v ∈ V | < v, w0 >= α}

וקטור מצאו .v1 . . . vn−1 בסיס לו בחרו .n−1 ממימד ת״מ U יהא הדרכה:
שנותר כל כעת .(3 שאלה 8 בתרגיל מוגדר fv) fvi(w0) = 0 שעבורו w0 6= 0

הנכון. בוקטור U = kerfw0 את להזיז הוא לעשות

את Hom(V, R) ב מסמנים תזכורת: הקודמת. כבשאלה (V,<, >) יהא .2
נקרא f ∈ Hom(V, R) איבר .R ל V מ הלינאריות ההעתקות מרחב

לינארי. פונקציונל
.fv ∈ Hom(V, R) פונקציונל מגדיר v ∈ V כל כי הראיתם 3 שאלה 8 בתרגיל
V בין וקטוריים מרחבים של איזומורפיזם הינה v 7→ fv ההעתקה כי הראו

.Hom(V, R) לבין
כי להראות בכדי בקלות. לכם ללכת צריכים והחח״ׂע הלינאריות הדרכה:
שאלה לפי ומצאו f 6= 0 לינארי פונקציונל בחרו על, היא הנ״ל ההעתקה
x ∈ R סקלר ישנו כי הוכיחו כעת .ker(fw0) = ker(f) שעבורו w0 ∈ V, 1

.x · f = fw0 שעבורו

v ∈ V עבור עמודה. וקטורי בתור V = Rn ב וקטורים על נחשוב סימונים: .3
A ∈ Mn(R) מטריצה עבור לו. המתאים השורה וקטור את vt ב נסמן
3 של כפל ממש (זה fA(v, w) = vt · A · w ע״י fA : V × V → R נגדיר

הוכיחו: מגדירה. A ש הבי־לינארית התבנית נקראת fA מטריצות)
כלומר, ) ∀ּvi, w ∈ V, α ∈ R fA(v1 + αv2, w) = fA(v1, w) + α · fA(v2, w) א)
תראה דומה שהוכחה כמובן הראשון). ברכיב לינארית באמת התבנית

השני. ברכיב גם לינארית שהתבנית
כלומר סמטרית, תהיה שהתבנית בכדי A על ומספיק הכרחי תנאי מצאו ב)

∀v, w ∈ V fA(v, w) = fA(w, v)
מנוונת, תהיה לא שהתבנית בכדי A על ומספיק הכרחי תנאי מצאו ג)

.∀w ∈ V fA(v, w) = 0 שעבורו v ∈ V יהיה שלא בכדי כלומר
,∀v 6= 0 fA(v, v) > 0 כלומר חיובית, ומוגדרת סימטרית A שאם הסיקו ד)
שכך תלמדו בכתה .V על סקלרית מכפלה היא < v,w >= fA(v, w) אז

.V = Rn על הסקלריות המכפלות כל מתקבלות

1
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שבתרגיל. ההדרכה לפי נפעל .V ב מימדית n− 1 ישרייה A = v0 +U תהא .1
שעבורו ,0 מ שונה w0 וקטור ישנו כי נטען .v1 . . . vn−1 ,U ל בסיס נבחר
דרכים. בכמה זאת לנמק ניתן .1 ≤ i ≤ n− 1 לכל < vi, w0 >= 0 מתקיים
מכיל ולכן חד־מימדי הוא U ל הניצב שהמרחב לומר היא אחת אפשרות
אינה היא כי כאן אותה מפרט (שאני שנייה ואפשרות 0 מ שונים וקטורים
1 ≤ i ≤ n − 1 שלכל לומר היא הסקלרית) המכפלה במבנה משתמשת
מימדי n− 1 ת״מ הוא fvi(w) =< w, vi > הלינארי הפונקציונל של הגרעין

ולכן

dim∩n−1
i=1 ker fvi ≥ 1

עם W1 כלשהו ת״מ חותכים שכאשר מכך נובע האחרון השיויון אי כאשר
W1 של ממימדו שווה גדול שמימדו ת״מ מקבלים W2 מימדי n − 1 ת״מ

.1 פחות
U של בסיס מכיל fw0 של הגרעין כן, אם כנ״ל. w0 6= 0 לנו יש כך או כך
נזכר כעת .U = kerfw0 ש מתחייב מימדיהם משיויון אך U את מכיל ולכן

כי ונטען α = fw0(v0) =< v0, w0 > נסמן .A = v0 + U שלנו בישריה

(∗) A = {v ∈ V | < v,w0 >= α}

לכן .u ∈ U איזה עבור v = v0 + u מהצורה הוא A ב כללי איבר הוכחה:
ההכלה לגבי .(∗) ב ⊂ ההכלה מכאן .< v,w0 >= α ש נקבל α הגדרת לפי
ברור אז .u = v − v0 ונגדיר < v,w0 >= α המקיים v ∈ V נבחר ההפוכה,
u ∈ U ולכן < u,w0 >=< v − v0, w0 >= α − α = 0 ש וכן v = v0 + u ש

כנדרש. v ∈ v0 + U לחילופין או

ההעתקה את ψ : V → V ∗ ב נסמן .V ∗ = Hom(V,R) כמקובל נסמן .2
של איזומורפיזם היא ψ כי צ״ל .fv לפונקציונל v ∈ V הוקטור את השולחת

שלכל להראות צריך לינאריות להראות בכדי לינארים. מרחבים
מתקיים v, w ∈ V, a ∈ R

fav+w = afv + fw

מתקיים u ∈ V שלכל צ״ל כלומר פונקציונלים. בין הוא כאן השיויון כאשר

fav+w(u) = afv(u) + fw(u)

1



ונקבל בהגדרה נשתמש

fav+w(u) =< u, av + w >= a < u, v > + < u,w >= afv(u) + fw(u)

לינאריות והראנו מאחר ועל. חח״ע ψ ש להשתכנע צריך כעת כנדרש.
לכל כלומר ,v ∈ kerψ כי נניח טריויאלי. יהיה שהגרעין מכך תנבע החח״ע
אם ,v = 0 ולכן < v, v >= 0 בפרט אז < u, v >= 0 ש מתקיים u ∈ V
העובדה מתוך על היא ψ ש להסיק ניתן כעת חח״ע. ψ ו kerψ = {0} כן
משום ישירות זאת אוכיח אני .dimV ∗ = dimHom(V,R) = n · 1 = n ש

להבנה. תורמת ההוכחה שלדעתי
n − 1 ת״מ הוא U .U = ker f נסמן 0 6= f ∈ V ∗ לינארי פונקציונל בהנתן
וקטור ישנו .(dimV = dim ker f+dim Imf ש מכך נובע כמובן זה ) מימדי
גרעין. אותו יש f, fw0 לפונקציונלים .(1 בשאלה (כמו U ל הניצב w0 6= 0
מתקיים .U ל u1 . . . un−1 בסיס נבחר בסקלר. כפל ע״י נבדלים הם כי נטען
ערכיו ע״י ביחידות נקבע לינארי פונקציונל ולכן V ל בסיס w0, u1 . . . un−1 ש
a||w0||2 = f(w0) מתקיים שעבורו a ∈ R סקלר נבחר זה. בסיס איברי על
מתאפס afw0 = faw0 שהפונקציונל ונקבל afw0(w0) = f(w0) לחילופין או
ואלו מאחר ולכן w0 על f כמו ערך אותו את ומקבל f כמו ui־ים ה על

כלומר שווים. הם בסיס, על המזדהים לינאריים פונקציונלים שני

ψ(aw0) = f

כנדרש. על ψ ו

מטריצות. כפל של מדסטריביוטיביות נובע השיויון א) .3
סימטרית. A המטריצה אם״ם סימטרית fA התבנית טענה: ב)

נחשב סימטרית. מטריצה A = (aij) ש נניח הוכחה:

fA(v, w) = vtAw =
∑
i,j

aijviwj =
∑
i,j

aijwivj = wtAv = fA(w, v)

מההגדרה. והאחרים A מסמטריות נובע האמצעי השיויון כאשר
ש נקבל v, w של בחירה לכל אז סימטרית. תבנית fA כי נניח השני, בכיוון

ונבחר {ei} ב הסטנדרטי הבסיס את נסמן .fA(v, w) = fA(w, v)
מתקיים .v = ek, w = e`

fA(v, w) = vtAw =
∑
i,j

aijviwj =
∑
i,j

aijδk` = ak`

fA(w, v) = wtAv =
∑
i,j

aijwivj =
∑
i,j

aijδ`k = a`k

אם קבלנו אחרת. 0 ו k = ` אם 1 מסמנת קרונקר) של (הדלטא δk` כאשר
סימטרית. A ולכן k, ` אנדקסים זוג לכל ak` = a`k ש כן

רגולרית. A אם״ם מנוונת אינה fA טענה: ג)
מתקיים w לכל .0 6= v ∈ kerAt וקטור קיים אז סינגולרית A אם הוכחה:
אז רגולרית A אם מנוונת. fA ולכן fA(v, w) = vtAw = (Atv)tw = ~0w = 0
הסטנדרטי הבסיס מתוך w אפילו קיים ולכן vtA 6= 0 מתקיים v ∈ V לכל

2



מנוונת. אינה fA ולכן vtAw 6= 0 שמקיים
כל את מקיימת fA אז חיובית ומוגדרת סימטרית A לנו נתונה אם ד)
(סעיף סימטריות א׳), (סעיף בי־לינאריות הסקלרית: המכפלה אקסיומות
בדיוק שזו (v = 0 אם״ם ושיויון fA(v, v) ≥ 0 (כלומר שליליות ואי ב׳)

חיובית. מוגדרות של ההגדרה

3
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הריבועים שסכום הממשיות הסדרות מרחב ־ l2(R) = {(ai)∞i=1|ai ∈ R,
∑∞

i=1 a2
i < ∞} נסמן א. .1

מתכנס. איבריהם של
קושי שוויון אי ־ (רמז בהחלט מתכנס

∑∞
i=1 aibi הטור (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 ∈ l2(R) עבור כי הראו

< (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 >=
∑∞

i=1 aibi שהתבנית וכן וקטורי, מרחב הינו l2(R) כי הראו שוורץ). ־
.l2(R) על פנימית מכפלה מגדירה

אז B = (bij)n
i,j=1 אם כלומר, ,B

∗ =t B כאשר < A, B >= tr(AB∗) נגדיר Mn(C) על ב.
.B∗ = (bji)n

i,j=1

בסיס הינו {Eij} הסטנדרטי הבסיס כי הראו כן כמו .Mn(C) על פנימית מכפלה זו כי הראו
זו. למכפלה ביחס אורתונורמלי

וקטורי מרחב של מבנה גם V ל־ כזכור .< x, y > המכפלה עם ,C מעל מ״פ מרחב V יהי ג.
.R מעל כמרחב V על פנימית מכפלה מגדיר Re < x, y > כי הראו .R מעל

הפנימית המכפלה עם ,[−1, 1] הקטע על הרציפות הפונקציות מרחב V = C[−1, 1] יהי .2
הזוגיות הרציפות הפונקציות כל של המרחב תת W ויהי ,< f, g >=

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

?W⊥ מהו הקטע. על (f(x) = f(−x))
(נמקו) ?V = W

⊕
W⊥ מתקיים האם

.α ∈ V יהי .W ל־ אורתונורמלי בסיס {ε1, ...εk} ויהי מ״פ, במרחב מרחב תת W ⊂ V יהי .3
הוקטור הוא ,(α מהוקטור W−ל הניצב (כלומר γ = α − ∑k

i=1 < α, εi > εi כי הראו .i.א
לישר הניצב בין ליחס לב ושימו ,R2 ב־ ציור ציירו ־ (עצה .W עם α את המחבר ביותר הקצר

והנקודה) הישר את המחבר אחר ישר כל ובין מנקודה
כיצד .(2 שאלה (ראו C[−1, 1] במרחב x3 ל־ ביותר הקרוב 2≥ ממעלה הפולינום את מצאו .ii
קבוע גורם ללא (כלומר ?c ∈ R ,cx מהצורה פולינום שיתקבל מפורש חישוב ללא לדעת אפשר

.2 שאלה ־ רמז ריבועי). גורם וללא
המינימלית היא (W על α של ההיטל (כלומר

∑n
i=1 < α, εi > εi ו־ α בין שהזוית הראו ב.

.W ב־ אחר וקטור וכל α בין מהזויות

:R3 על הבאה הפנימית למכפלה המתאים אורתונורמלי בסיס מצאו א. .4

< (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) >= x1y1 +
1
2
x1y3 +

1
2
x3y1 + 2x2y2 + x3y3

פנימית!) מכפלה אכן שזו עצמכם את (שכנעו
המוגדרת הפנימית המכפלה עם ,R מעל 2≥ מדרגה הפולינומים של הוקטורי המרחב P 2 יהי ב.

ע״י

< f(x), g(x) >=
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

זה. מ״פ למרחב אורתונורמלי בסיס מצאו .(2 היותר לכל מדרגה פולינומים f, g ∈ R[x])
הוקטורים־ ע״י הנפרש R4 של המרחב לתת אורתונורמלי בסיס מצאו ג.

המרחב) לתת מצומצמת ־ הרגילה הסקלרית למכפלה (ביחס (1, 0, 1, 0), (2, 1, 0, 0), (0, 2, 0, 1)

היינו וקטורים אילו גרם־שמידט. של האורתוגונליזציה תהליך על המשפט בהוכחת התבוננו א. .5
לינארית? תלויים וקטורים של קבוצה עם התהליך את מתחילים היינו אם מקבלים

ו־ שמידט, גרם תהליך ע״י ממנו שהתקבל בסיס {e1, ..., en} בסיס, {v1, ..., vn} שאם הראו ב.
ו־ סקלרים ai כאשר ,fi = ai · ei אז המשפט תנאי כל את המקיים אחר בסיס {f1, ..., fn}

.∀i, |ai| = 1

1
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∞

=

)ולכן .  מתכנס∑= ) ( )2

n
z l∈ ℝוכן ניטרלי לחיבור . 

)לכל : קיום איבר נגדי )n
a נגדיר ( )n

a−י " ע( ) ( )n n
a a− = )ברור שאם . − ) ( )2

n
a l∈ ℝ אזי 

( )2 2

1 1

n n

n n

a a
∞ ∞

= =

− =∑ ) מתכנס ולכן ∑ ) ( )2

n
a l− ∈ ℝ .כמו כן ברור ש-( ) ( )( ) ( )n n na a z+ − =. 

 
) יהיו :אקסיומות הכפל בסקלר ) ( ) ( )2

,
n n

a b l∈ ℝו -,c d ∈ℝ. 



 2

)-יש להראות ש: סגירות ) ( )2

n
c a l∈ ℝ . אבל( ) ( )n n

c a ca= .2-נניח ש

1

n

n

a S
∞

=

אזי לפי אריתמטיקה של . ∑=

)-טורים מתכנסים נקבל ש )2 2 2 2 2 2

1 1 1

n n n

n n n

ca c a c a c S
∞ ∞ ∞

= = =

= = =∑ ∑ )כלומר . ∑ )2

1

n

n

ca
∞

=
כלומר .  מתכנס∑

( ) ( )2

n
c a l∈ ℝ. 

)שהרי . יבוציות של הכפל בשדה הממשייםהקיבוציות נובעת מהק: קיבוציות ) ( )n n
c d a c d a⋅ ⋅ = ⋅  ולכן ⋅

( ) ( ) ( )( )n nc d a c d a⋅ ⋅ = ⋅ ⋅. 

)-ברור ש. גם אלה נובעים מחוקי הפילוג בשדה הממשיים: חוקי הפילוג ) n n n
c d a c a d a+ = ⋅ +  וכן ⋅

( )n n n n
c a b c a c b+ = ⋅ + ) ולכן ⋅ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n

c d a c a d a c a d a c a d a+ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ן  ובאופ⋅

)דומה  ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n n n n nc a b c a b c a b c a c b c a c b c a c b+ = ⋅ + = ⋅ + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅. 

)שהרי .  הוא אכן ניטרלי לכפל בסקלרℝ∋1: איבר ניטרלי לכפל ) ( ) ( )1 1
n n n

a a a⋅ = ⋅ =. 

)לכן . הראנו שמתקיימות כל אקסיומות המרחב הוקטורי )2
l ℝמרחב וקטורי מעל הממשיים  .☺ 

 

)ית התבנ: טענה ) ( )
1

,
n n n n

n

a b a b
∞

=

) מגדירה מכפלה פנימית על ∑= )2
l ℝ. 

ן מוגדרת היטב משום שלפי הטענה הראשונה בהינתן כראשית נציין שהתבנית א: הוכחה

( ) ( ) ( )2
,

n n
a b l∈ ℝ הטור 

1

n n

n

a b
∞

=
 .ה הפנימית כעת נראה שמתקיימות תכונות המכפל. מתכנס∑

)יהיו : סימטריות ) ( ) ( )2
,

n n
a b l∈ ℝ . ברור שלפי הקומוטטיביות בממשיים

n n n n
a b b a= ולכן 

1 1

n n n n

n n

a b b a
∞ ∞

= =

=∑ )כלומר . ∑ ) ( ) ( ) ( ), ,n n n na b b a=. 

)יהיו : לינאריות ) ( ) ( ) ( )2
, ,

n n n
a b c l∈ ℝ . אזי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

1 1

*

1 1

, ,

, ,

n n n n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n n n

n n

a b c a b c a b c a c b c

a c b c a c b c

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

+ = + = + = + =

= + = +

∑ ∑

∑ ∑
 

נכון משום שהראינו בטענה הראשונה שטור מכפלת האיברים מתכנס ולכן ניתן (*) כאשר מעבר 
 .להשתמש באריתמטיקה של טורים

) יהיו :הומוגניות ) ( ) ( )2
,

n n
a b l∈ ℝו -c∈ℝ . אזי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , ,
n n n n n n n n n n n n

n n n

c a b ca b ca b c a b c a b c a b
∞ ∞ ∞

= = =

= = = = =∑ ∑ ∑ 

) יהי :חיוביות ) ( )2

n
a l∈ ℝ .2-ברור ש

0
n

a≤ לכל n∈ℕ . לכן( ) ( ) 2

1

, 0
n n n

n

a a a
∞

=

= ≥∑. 

)ראינו שמתקיימות כל תכונות המכפלה הפנימית ולכן התבנית  ) ( )
1

,
n n n n

n

a b a b
∞

=

 אכן מגדירה מכפלה ∑=

)פנימית על  )2
l ℝ .☺ 
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)על . ב )n
M ℂ נגדיר ( )*

,A B tr AB= כאשר * t
B B=. 

 

)התבנית : טענה )*
,A B tr AB= על  מגדירה מכפלה פנימית( )n

M ℂ. 

 .יש להראות שמתקיימות תכונות המכפלה הפנימית: הוכחה

,-רצה להראות שנ: הרמיטיות ,B A A B=כלומר ש -( ) ( )* *
tr BA tr AB= .נניח ש-( ),i jA a=ו -

( ),i jB b= . לכן*

,
,

j ii j
A a  = ו -*

,
,

j ii j
B b  =  . כעת נחשב את,B A רשבאופן מפו: 

( ) [ ]* * *

, ,,, ,
1 1 1 1 1

,
n n n n n

i k i ki ki i k i
i i k i k

B A tr BA BA B A b a
= = = = =

   = = = = ⋅   ∑ ∑∑ ∑∑ 

A,מצד שני נחשב את  Bבאופן מפורש ונקבל : 

( ) [ ]* * *

, ,,, ,
1 1 1 1 1

,
n n n n n

i k i ki ki i k i
i i k i k

A B tr AB AB A B a b
= = = = =

   = = = = ⋅   ∑ ∑∑ ∑∑ 

לכן 
, , , , , , , , , ,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

,
n n n n n n n n n n

i k i k i k i k i k i k i k i k i k i k

i k i k i k i k i k

A B a b a b a b a b b a
= = = = = = = = = =

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑. 

,-כלומר קיבלנו ש ,B A A B=. 

) יהיו :לינאריות ), ,
n

A B C M∈ ℂ .נראה ש-, , ,A B C A C B C+ = -כלומר נראה ש. +

( )( ) ( ) ( )tr A B C tr AC tr BC+ = )-נניח ש. + ),i jA a= ,( ),i jB b=ו -( )*

,i jC c=.אז נקבל ש - 

( )( ) ( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( )

* * *

,, ,
1 1 1

, , , , , , , , , , ,

1 1 1 1 1 1 1 1

* * * *

, ,
1 1

,

,

n n n

i ki i k i
i i k

n n n n n n n n

i k i k k i i k k i i k k i i k k i i k k i

i k i k i k i k

n n

i i i i
i i

A B C tr A B C A B C A B C

a b c a c b c a c b c

AC BC tr AC tr BC A

= = =

= = = = = = = =

= =

   + = + = + = + =   

= + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

   = + = + =   

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑ ,C B C+

 

) יהיו :הומוגניות ),
n

A B M∈ ℂו -c∈ℂ .נראה ש-, ,cA B c A B= .כלומר נראה ש-

( )( ) ( )* *
tr cA B c tr AB= )-נניח ש. ⋅ ),i jA a=ו -( )*

,i jB b= .נחשב באופן מפורש: 

( )( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] ( )

* * * *

, ,, , ,
1 1 1 1 1

* * *

, , ,
1 1 1

,

,

n n n n n

i k i ki i k i k i
i i k i k

n n n

i k k i i i
i k i

cA B tr cA B cA B cA B c A B

c A B c AB c tr AB c A B

= = = = =

= = =

     = = = = =     

   = = = ⋅ =   

∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑
 

)תהי : חיוביות ) ( ),i j nA a M= ∈ ℂ . אזי*

,
,

j ii j
A a  = . 

( ) [ ]* *

, ,, ,
1 1 1 1

,
n n n n

i k i ki k k i
i k i k

A A tr AA A A a a
= = = =

 = = = ⋅ ∑∑ ∑∑ 

 מתקיים z∈ℂידוע שלכל 
2

z z z +⋅ = ∈ℝ . לכן
, ,

1 1

0
n n

i k i k

i k

a a
= =

≤ 0 כלומר ∑∑⋅ ,A A≤. 

)התבנית לכן . הראנו שמתקיימות כל התכונות של מכפלה פנימית )*
,A B tr AB= מגדירה מכפלה 

)פנימית על  )n
M ℂ. ☺ 

 

}הבסיס הסטנדרטי : טענה },i jEהינו בסיס אורתונורמלי ביחס למכפלה הפנימית המוגדרת למעלה . 

- נניח ש.1יש להראות שאיברי הבסיס מאונכים זה לזה וכן שהנורמה שלהם היא : הוכחה

( ) ( ), , , ,i j t s i t j sE a δ δ= = 1אזי לכל . ⋅ ,i j n≤   מתקיים ≥

2

, , , , , , , , , , ,

1 1 1 1 1 1 1

, 1
n n n n n n n

i j i j i j t k t k t i k j t i j j i i j j

t k t k t k t

E E E a a δ δ δ δ δ δ
= = = = = = =

= = = = ⋅ = ⋅ = ⋅ =∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ 

כלומר 
,

1i jE =. 

i' יהיו מצד שני i≠ .אזי 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ', , ', , ',, , , ,
1 1 1 1

, , ', , , , ', , , ',

1 1 1 1

,

0

n n n n

i j i j i j i j i j i jq k q k q k q k
q k q k

n n n n

i q j k i q j k i q j j i q j j i q i q

q k q q

E E E E E E

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

= = = =

= = = =

       = ⋅ = ⋅ =       

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑
 

j' באותו אופן עבור j≠נקבל ש -
, , '

, 0i j i jE E }כלומר אם . = },
, i jA B E∈ו -A B≠ אז , 0A B = ,

 .כלומר כל איברי הבסיס מאונכים זה לזה
כלומר הבסיס הסטנדרטי הוא בסיס .  ומאונכים זה לזה1כ קיבלנו שאיברי הבסיס בעלי נורמה "בסה

 ☺ .אורתונומלי
 
 
x, עם המכפלה ℂ מרחב מכפלה פנימית מעל Vיהי . ג y .Vוקטורי מעל חב הוא גם מר ℝ . 

 
Re: טענה ,x y מגדיר מכפלה פנימית על V כמרחב מעל ℝ. 

 : מתקיימות התכונות הבאותℂ מעל V מכפלה פנימית על ,-מאחר ש: הוכחה

,: הרמיטיות ,x y y x= 

,': לינאריות , ',x x y x y x y+ = + 

,: וגניותמהו ,cx y c x y= 

0: חיוביות ,x x≤ 

Reנראה שמתקיימות התכונות הדרושות עבור  ,: 

Re- נקבל ש,מההרמיטיות של : תסימטריו , Re ,x y y x= .אבל ידוע ש-Re Rez z= .  לכן

Re , Re ,y x y x= , כלומרRe , Re ,x y y x=. 

)- נקבל ש,בגלל הלינאריות של : לינאריות )Re ', Re , ',x x y x y x y+ = - אבל ידוע ש+

( )Re ' Re Re 'z z z z+ = Re ולכן + ', Re , Re ',x x y x y x y+ = +. 

)- נקבל ש,מההומוגניות של : הומוגניות )Re , Re ,cx y c x y= . אבל ידוע שאםc∈ℝ אז 

( )Re Recz x z= . לכן( )Re , Re ,c x y c x y= כלומר Re , Re ,cx y c x y=. 

0- נובע ש,מהחיוביות ש: חיוביות ,x x< ∈ℝ . 0לכן Re , ,x x x x≤ =. 

Re לכן .הראנו שמתקיימות כל התכונות של מכפלה פנימית על מרחב מעל שדה הממשיים  מכפלה ,

 ☺. פנימית
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 2שאלה 
 
 

]יהי : טענה ]1,1V = −Cהפונקציות הרציפות על הקטע ב מרח [ עם המכפלה הפנימית , −1,1[

( ) ( )
1

1
,f g f x g x dx

−
= )יהי . ∫ ) ( ){ }:W f V f x f x= ∈ = )אזי . − ) ( ){ }:W f V f x f x

⊥ = ∈ − = − 

Wומתקיים  W V
⊥⊕ =. 

)נסמן : הוכחה ) ( ){ }:D f V f x f x= ∈ − = D- ונראה ש− W
W וגם ⊃⊥ D

⊥ ⊂. 

gתהי  D∈, כלומר ( ) ( )g x g x− = fותהי . − W∈ , כלומר( ) ( )f x f x= נחשב את המכפלה הפנימית . −

): שלהן ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1t x
dt dx

f x g x dx f t g t dt f t g t dt f t g t dt
−

− − −=−
=−

= − − − = − − = −∫ ∫ ∫ כלומר . ∫

, ,f g f g= ,-מאחר שאנחו במרחב מעל הממשיים נובע מכאן ש. − 0f g f כלומר = W ולכן , ∋⊥

D W
⊥⊂. 

gכעת תהי  W fכלומר לכל . ∋⊥ W∈ מתקיים ( ) ( )
1

1
0f x g x dx

−
כמו קודם ניתן לרשום , מצד שני. ∫=

)גם  ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1
0

t x
dt dx

f x g x dx f t g t dt f t g t dt f t g t dt
−

− − −=−
=−

= = − − − = − − = −∫ ∫ ∫  גם ולכן. ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1

1 1 1
0f x g x dx f t g t dt f x g x g x dx

− − −
+ − = + − =∫ ∫ - נשים לב שךא*. ∫

( ) ( ) ( )h x g x g x W= + − ) שכן ∋ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x g x g x g x g x h x− = − + − − = + − (*) -לכן מאחר ש. =

fנכון לכל  W∈הוא נכון בפרט גם ל -f h= . כלומר, 0h h אבל לפי תכונות המכפלה הפנימית . =

0h-נובע מכאן ש )מר  כלו= ) ( )g x g x− = gכלומר . − D∈ ולכן W D
⊥ ⊂. 

)הראינו הכלה לשני הכיוונים ולכן באמת מתקיים  ) ( ){ }:W f V f x f x
⊥ = ∈ − = −. 

}-ברור ש, כעת }0W W
⊥∩ ) שהרי אם = ) ( )f x f x= ) וכן − ) ( )f x f x− = ) אזי − ) ( )f x f x= − 

)- נקבל שℝומאחר שאנחנו במרחב מעל  ) 0f x ≡. 

W-נראה ש W V
⊥+ fכלומר נראה שכל . = V∈ניתן להציג כ -f o e= e כאשר + W∈ו -o W

לכל . ∋⊥

f V∈ נגדיר ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

2 2

f x f x f x f x
o x e x

− − + −
=  אז. =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2

f x f x f x f x f x f x
o x o x

f x f x f x f x f x f x
e x e x

− − − − − − − −
− = = = − = −

− + − − − + + −
− = = = =

 

eכלומר  W∈ו -o W
)-ברור ש. ∋⊥ ) ( ) ( )f x o x e x= Wלכן . + W V

⊥+ וכעת לפי ההגדרה . =

W W V
⊥⊕ = .☺ 

 
 
 
 
 
 



 6

 3שאלה 
 
 

Wיהי  V⊂ תת מרחב במרחב מכפלה פנימית ויהי { }1
,...,

k
ε εבסיס אורתונורמלי ל -W . יהיVα ∈. 

 
 

: טענה
1

,
k

i i

i

γ α α ε ε
=

=  .W עם αהקצר ביותר המחבר את   הוא הווקטור∑−

min-אנחנו רוצים בעצם להוכיח ש: הוכחה
w W

wα γ
∈

− נסמן . =
1

,
k

i i

i

p α ε ε
=

w ברור שלכל .∑= W∈ 

pמתקיים  w W− pלפי משפט שהוכחנו בכיתה , כמו כן. ∋ Wγ α ⊥= − )כלומר . ∋ ) ( )p w pα− ⊥ − .

)לפי משפט פיתגורס  ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2

w p p w p p w pα α α α γ− = − + − = − + − ≥ −  לכן .=

min
w W

wα γ
∈

− =. ☺ 

 
]נסתכל במרחב  ]1,1V = −C 2 ובתת מרחב

W P= .לפי הטענה המרחק הכי קצר בין W3- ל
x Vα = ∈. 

 מתקבל עבור
1

,
k

i i

i

p Wα ε ε
=

= } כאשר ∑∋ }1
,...,

k
ε ε בסיס אורתונורמלי של W . נראה 4בשאלה 

2שבסיס אורתונורמלי של 
P ביחס למכפלה הפנימית  ( ) ( )

1

1
,f g f x g x dx

−
= , למשל הוא ∫

2

1 2 3

1 3 45 10
, ,

2 8 42
x xε ε ε= = =  :נחשבנוכל לחשב  לכן .−

3 3 3 2 2

1

1 1 1
3 4 5 3 2

1 1 1

1 1
4 5

2

1 1

1 1 3 3 45 10 45 10
, , , ,

2 2 8 4 8 42 2

1 1 3 3 45 10 45 10

2 2 8 4 8 42 2

1 3 45 10

2 4 2 5 8 4

k

i i

i

x x x x x x x

x dx x dx x x x dx x

x x x
x

α ε ε
=

− − −

− −

 
= ⋅ + ⋅ + − ⋅ − =  

 

       
= ⋅ + ⋅ + − ⋅ − =                      

   
= + + −   

   

∑

∫ ∫ ∫
1 1

6 4

1 1

45 10 3

8 6 4 4 5

x x
x

− −

      
 − =            

 

 אם המרחק הכי קצר .c∈ℝ כאשר cxברור כי הייתה אמורה להתקבל תוצאה מהצורה , בדיעבד 
3xמתקבל עבור  pγ = 3x אז − pγ= 3אבל . +

x פונקציה אי זוגית ולכן כדי שיתקיים השוויון הזה חייב 

 לא יכולים להיות לא גורם לינארי ולא גורם p-לכן ב.  פונקציות אי זוגיותγ וגם pלהתקיים שגם 

 .ריבועי
 

- וαהזווית בין : טענה
1

,
k

i i

i

p α ε ε
=

 .W- וכל וקטור אחר בα היא המינימלית בין ∑=

nמאחר שאנחנו עובדים במרחב כללי כלשהו ולא בהכרח : הוכחה
ℝ הזווית בין וקטורים היא לא המושג 

)י "הגיאומטרי שאנו מכירים אלה היא מוגדרת ע )
,

cos ,
p

p
p

α
α

α
 להשוואת כדי שתהיה משמעות. =

 יכול להיות cosθ תאחר (ℝ מעל Vגדלים של הזוויות נצטרך להניח כי אנחנו עובדים במרחב וקטורי 
וס  כאשר אומרים שזווית היא מינימלית הכוונה היא שקוסינ).מספר מרוכב והרי במרוכבים אין סדר

 .הזווית הוא מקסימלי

)ן מנס )p p p hα α= + − = } יהיו .+ }
1

k

i i
a F

=
 :אז. ⊃

1 1 1

1

1 1

, , ,

cos ,

k k k

i i i i i ik
i i i

i i k k
i

i i i i

i i

a p a h a

a

a a

α ε ε ε
α ε

α ε α ε

= = =

=

= =

+
 

= = 
 

∑ ∑ ∑
∑

∑ ∑
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h-ראינו קודם ש W
לכן . ∋⊥

1

, 0
k

i i

i

h a ε
=

 - ולכן בעזרת אי שוויון קושי שוורץ נקבל ש∑=

1 1 1

1

1 1 1

, ,

cos ,

k k k

i i i i i ik
i i i

i i k k k
i

i i i i i i

i i i

a p a p a
p

a

a a a

α ε ε ε
α ε

α
α ε α ε α ε

= = =

=

= = =

 
= = ≤ = 

 

∑ ∑ ∑
∑

∑ ∑ ∑
 

-כעת נשים לב ש
2 2

1 1

, , ,
k k

i i i

i i

p a pα α ε α ε
= =

= = =∑ ) ולכן ∑ )
2

cos ,
p p

p
p

α
α α

= קיבלנו . =

}שלכל  }
1

k

i i
a F

=
⊂ ( )

1

cos , cos ,
k

i i

i

a pα ε α
=

 
≤ 

 
 ☺. ולכן קיבלנו את הדרוש. ∑
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 4שאלה 
 
 
3נתונה המכפלה הפנימית הבאה על . א

ℝ: 

( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 1 1 3 3 1 2 2 3 3

1 1
, , , , , 2

2 2
x x x y y y x y x y x y x y x y= + + + + 

)אזי  ) 2 2 2

1 2 3 1 1 3 2 3
, , 2x x x x x x x x= + + +. 

לצורך כל נשתמש בתהליך שמתואר במשפט . נחפש בסיס אורתונורמלי שמתאים למכפלה פנימית זו
 :שמידט-גראם

3נתחיל מהבסיס הסטדנדרטי של 
ℝ :( ) ( ) ( )1 2 3

1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1α α α= =   ונבצע עליו את תהליך=

 :גראם שמידט

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

1
2 2 2

1

1

2 2 2 2 2 1 1

1

2 2 2

2

2

2

2

3 3 3

1,0,0
1,0,0

1 1 0 2 0 0

' , , 0,1,0 0,1,0 , 1,0,0 1,0,0

1 1
0,1,0 0 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0 1,0,0 0,1,0

2 2

' 0 0 0 2 1 0 2

0,1,0' 2
0, , 0

' 22

'

i i

i

α
ε

α

ε α α ε ε α α ε ε

ε

ε
ε

ε

ε α α

=

= = =
+ ⋅ + ⋅ +

= − = − = − =

 = − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = 
 

⇒ = + ⋅ + ⋅ + =

 
⇒ = = =   

 

= −

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

3 3 1 1 3 2 2 3 3 1 1 3 2 2

1

, , , , ,

2 2
0,0,1 0,0,1 , 1,0,0 1,0,0 0,0,1 , 0, , 0 0, , 0

2 2

1 1 1 1 2 2
0,0,1 0 1 0 0 1 1 2 0 0 1 0 1,0,0 0 0 0 0 1 0 2 0 1 0 0, , 0

2 2 2 2 2 2

i i

i

ε ε α α ε ε α ε ε α α ε ε α ε ε
=

= − − = − − =

   
= − − =      

   

  = − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅       

∑

( ) ( )

2

2 2

3

3

3

3

1 1
0,0,1 1,0,0 ,0,1

2 2

1 1 3 3
' 1 2 0 1

2 2 4 2

1 1
2 ,0,1 2 3 ,0,1

' 3 2 32 2
,0,

' 3 3 33

ε

ε
ε

ε


=


 = − ⋅ = − 
 

   ⇒ = − + − ⋅ + ⋅ + = =   
   

   − −        ⇒ = = = −  
 

 

)כלומר  )1 2 3

2 3 2 3
1,0,0 , 0, , 0 , , 0,

2 3 3
ε ε ε

   
= = = −      

   
3- בסיס אורתונורמלי ל

ℝ ביחס למכפלה 

 .הפנימית הנתונה
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)יהי . ב ) [ ]{ }2
: deg 2P g x x g= ∈ ≤ℝי " עם המכפלה הפנימית המוגדרת ע( ) ( )

1

1
,f g f x g x dx

−
= ∫ .

)אזי  )
1

2

1
f f x dx

−
= ∫. 

2P :2של הרגיל נתחיל מהבסיס 

1 2 3
1, ,x xα α α= =  : ונבצע עליו את תהליך גראם שמידט=

1

1
1

1

1

1
21

1

2 2 2 2 2 1 1
1

1 1

1
3

1
2

2
1

1

2

2

2

2

3 3 3 3 3 1 1 3 2 2 3 3 1 1

1

1 1

21

1 1 1 1 1 1
' , , ,

22 2 2 2 2 2

2
'

3 3

' 3

' 2

' , , , ,

i i

i

i i

i

dx

x
x x x x dx x x

x
x dx

x

α
ε

α

ε α α ε ε α α ε ε

ε

ε
ε

ε

ε α α ε ε α α ε ε α ε ε α α ε ε α

−

−
= −

−
−

=

= = =
⋅

     = − = − = − ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅ =        

⇒ = = =

⇒ = =

= − = − − = − −

∫

∑ ∫

∫

∑ 3 2 2

2 2 2

3 3 1 1 3 2 2

1 1
3 4

1 1
2 2 2 2 2

1 1
1 1

12 5
1 1 1 1

2 4 2

3
1 1 1 1

1

,

1 1 3 3
, , , ,

2 22 2

1 1 3 3 1 1 3 3 1

2 2 3 2 4 2 32 2 2 2

1 2 1
'

3 3 9 5

x x x x x

x x
x x dx x xdx x x x x

x
x dx x dx x dx dx

ε ε

α α ε ε α ε ε

ε

− −
− −

− − − −
−

=

= − − = − − =

      
= − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − = −              

 ⇒ = − = − + = − 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
1

3

1

23

3

3

2 2 8

3 3 9 45

' 45 10

' 8 4

x

x
ε

ε
ε

−

 
+ = 

 

⇒ = = −

 

2כלומר 

1 2 3

1 3 45 10
, ,

2 8 42
x xε ε ε= = = ה הפנימית  ביחס למכפל2P- בסיס אורתונורמלי ל−

 .הנתונה
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)נחפש בסיס אורתונורמלי של . ג ) ( ) ( ){ } 4
span 1,0,1,0 , 2,1,0,0 , 0, 2,0,1 ⊂ ℝ ביחס למכפלה הסקלרית 

)כלומר . הרגילה מצומצמת לתת מרחב זה ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4
, , , , , , ,x x x x y y y y x y x y x y x y= + + - ו+

( ) 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4
, , ,x x x x x x x x= + + +. 

)נסמן  ) ( ) ( )1 2 3
1,0,1,0 , 2,1,0,0 , 0, 2,0,1α α α= =  :אם שמידט ונבצע עליהם את תהליך גר=

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1
2 2 2 2

1

1

2 2 2 2 2 1 1

1

1,0,1,0 1,0,1,0 2 2
,0, , 0

2 221 0 1 0

2 2 2 2
' , , 2,1,0,0 2,1,0,0 , , 0, , 0 ,0, , 0

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2,1,0,0 2 1 0 0 0 0 ,0, , 0 2,1,0,0 2 ,0, , 0

2 2 2 2 2 2

i i

i

α
ε

α

ε α α ε ε α α ε ε
=

 
= = = =   + + +  

   
= − = − = − =      

   

  
= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = − ⋅  

  

∑

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

22 2 2

2

2

2

2

2

3 3 3 3 3 1 1 3 2 2 3 3 1 1 3 2 2

1

2,1,0,0 1,0,1,0 1,1, 1,0

' 1 1 1 0 3

1,1, 1,0' 3 3 3
, , , 0

' 3 3 33

' , , , , ,

2 2 2 2
0, 2,0,1 0, 2,0,1 , , 0, , 0 ,0, , 0

2 2 2 2

i i

i

ε

ε
ε

ε

ε α α ε ε α α ε ε α ε ε α α ε ε α ε ε
=


=  


= − = −

⇒ = + + − + =

 −
⇒ = = = −  

 

= − = − − = − − =

   
= −       

   

∑

( )

( )

( ) ( )

3 3 3 3 3 3
0, 2,0,1 , , , , 0 , , , 0

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
0, 2,0,1 0 2 0 0 1 0 ,0, , 0 0 2 0 1 0 , , , 0

2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

2 3 3 3 3 2 2 2 2 4 2
0, 2,0,1 , , , 0 0, 2,0,1 , , 0 , , ,1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

   
− − − =      

   

   
= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − =      

   

    = − − = − − = −        
2 2 2

2

3

3

3

3

2 4 2 4 16 4 9 11
' 1

3 3 3 9 9 9 9 3

' 3 2 4 2 2 33 4 33 2 33 33
, , ,1 , , ,

' 11 3 3 3 33 33 33 11

ε

ε
ε

ε


 



     ⇒ = − + + + = + + + =     
     

  ⇒ = = − = −       
 

כלומר 
1 2 3

2 2 3 3 3 2 33 4 33 2 33 33
,0, , 0 , , , , 0 , , , ,

2 2 3 3 3 33 33 33 11
ε ε ε

     
= = − = −          
     

בסיס  

)-אורתונורמלי ל ) ( ) ( ){ } 4
span 1,0,1,0 , 2,1,0,0 , 0, 2,0,1 ⊂ ℝביחס למכפלה הסקלרית הרגילה . 
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 5שאלה 
 
 

יהיו : טענה
1
,...,

n
α αוקטורים תלויים לינארית כך ש -

1k
α אם .  הראשון שהינו צירוף לינארי של קודמיו+

) בסימוני התהליך(נחיל את תהליך גראם שמידט על וקטורים אלה נקבל 
1
' 0

k
ε + =. 

0אם : הוכחה
k

α 0 הטענה ברורה ולכן נניח מעתה כי =
k

α 1לכן גם ניתן להניח כי . ≠ k<. 

}-נניח ש }1 1
span ,...,

k k
α α α+ }אזי קיימים . ∋ }

1

k

j j
t

=
- כך ש

1

1

k

k j j

j

tα α+
=

  אזי .∑=

1 1 1

1 1 1 1

' , ,
k k k k

k k k i i j j j j i i

i j i j

t tε α α ε ε α α ε ε+ + +
= = = =

= − = −∑ ∑ ∑ ∑ 

}ראינו בכיתה שאם  }1
,...,

k
ε εמערכת אורתונורמלית ו -

1

k

i i

i

aα ε
=

 אזי ∑=
1

,
k

i i

i

α α ε ε
=

לכן . ∑=

1 1 1

,
k k k

j j i i j j

i j j

t tα ε ε α
= = =

=∑ ∑ כלומר . ∑
1

1 1

' 0
k k

k j j j j

j j

t tε α α+
= =

= − =∑ } נציין רק שכאן .∑ }1
,...,

k
ε ε מוגדרים 

-היטב משום שהנחנו ש
1k

α י -k-השלב ה הוא הווקטור הראשון שהוא צירוך לינארי של קודמיו ולכן עד +

 ☺. תהליך גראם שמידט עבד כראוי
 

}יהי : טענה }1
,...,

n
v v בסיס של V מרחב מכפלה פנימית מכל F . יהי{ }1

,...,
n

ε ε הבסיס שהתקבל ממנו 

}יהי . ם שמידטי תהליך גרא"ע }1
,...,

n
f fבסיס אורתונורמלי אחר שמקיים ש -

{ } { }1 1
span ,..., span ,...,

i i
f f v v= 1 לכל i n≤ 1אזי לכל . ≥ k n≤ ≤ 

k k k
f a ε=  כאשר ⋅

k
a F∈ו -

1
k

a =. 

1לכל : הוכחה k≤ }מתקיים  ≥ } { } { }1 1 1
span ,..., span ,..., span ,...,

k k k
f f v v ε ε= } שהרי = }1

,...,
n

ε ε 

}-מהתקבל  }1
,...,

n
v v בתהליך גראם שמידט. 

}לכן  }1
span ,...,

k k
f ε ε∈ . כלומר קיימים{ }

1

k

i i
a

=
- כך ש

1

k

k i j

i

f a ε
=

-מאחר ש,  מצד שני.∑=

{ } { } { }1 1 1
span ,..., span ,..., span ,...,p p pf f v v ε ε= 1 לכל = p n≤ 1 אז לכל ≥ i k≤ } קיימים ≥ }

1

i
i

j j
a

=
 כך 

-ש
1

i
i

i j j

j

a fε
=

, לפי משפט שלמדנו בכיתה מתקיים. ∑=
i k i

a f ε=ו -
1

,
k

k k i i

i

f f ε ε
=

לכן בעצם . ∑=

,

1 1 1 1 1 1

, ,
k i k i k i

i i i k

k k j j i j k j i j k j i k k

i j i j i j

f f a f a f f a aε ε δ ε ε
= = = = = =

   
= = = ⋅ = ⋅   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ -ידוע ש, מצד שני. ∑

1
k

f 1לכן . = 1
k k k k

k k k k k k kf a a a aε ε= = ⋅ = = ⋅ 1 אכן קיבלנו .= k n≤ ≤ 
k k k

f a ε=  כאשר ⋅

k
a F∈1- ו

k
a = .☺ 
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הרגילה הסקלרית המכפלה עם Rn למרחבים קושי־שוורץ שוויון מאי 1.א.
n∑נקבל:

i=0 |ai||bi| = (|a1|, ..., |an|)·(|b1|, ...., |bn|) ≤ ‖(|a1|, ..., |an|)‖·‖(|b1|, ...., |bn|)‖ =√∑n
i=1 a2

i ·
√∑n

i=1 b2
i ≤

√∑∞
i=1 a2

i ·
√∑∞

i=1 b2
i

מתכנס. ולכן ־ חיוביים איברים עם חסום טור הוא שלנו הטור לכן .n ∈ N לכל
קבוע) מספר מופיע השוויון של הימני שבצד לב (שימו

האינסופיות הסדרות מרחב של מרחב תת זהו לינארי. מרחב הוא l2(R) כי נראה
כמו ההוכחה ־ א׳ בסמסטר מ״ו הוא הסדרות שמרחב (ראינו .Rב־ איברים של

.(Rn ל־
שגם ברור ,(ai)∞i=1 ∈ l2 נניח וחיבור. בסקלר לכפל סגירות להראות מספיק לכן
(
∑∞

i=1(λai)2 = λ2 ·∑∞
i=1 a2

i שמתקיים לראות (קל λ · (ai)∞i=1 = (λai)∞i=1 ∈ l2

:(ai + bi)∞i=1 ∈ l2 ש־ ונראה (bi)∞i=1 ∈ l2 שגם n∑נניח
i=1(ai + bi)2 =

∑n
i=1(a

2
i + 2aibi + b2

i ) =
∑n

i=1 a2
i + 2

∑n
i=1 aibi +

∑n
i=1 b2

i

מהנתון, והשמאלי הימני האיבר ־ לגבול מתכנס שמאל אגף n → ∞ כאשר
לגבול. מתכנס ימין אגף גם לכן ־ קודם שהוכחנו בהחלט מההתכנסות והאמצעי

לחיבור. גם סגור l2 לכן
מכפלה מגדירה < (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 >=

∑∞
i=1 aibi התבנית כי להראות נותר

מתכנס. מימין שהטור הוכחנו כי היטב מוגדרת המכפלה .l2(R) על פנימית
גבולות על הרגילים מהמשפטים נובעת הראשון במשתנה והומוגניות לינאריות א.

בקבוע: סדרה של ומכפלה סדרות סכום של

< (ai)∞i=1 + (ci)∞i=1, (bi)∞i=1 >=< (ai + ci)∞i=1, (bi)∞i=1 >=
∑∞

i=1(ai + ci)bi

=
∑∞

i=1(aibi+cibi) =
∑∞

i=1 aibi+
∑∞

i=1 cibi =< (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 > + < (c)∞i=1, (bi)∞i=1 >
< λ · (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 >=< (λai)∞i=1, (bi)∞i=1 >=

∑∞
i=1 λaibi = λ

∑∞
i=1 aib וכן:

= λ < (ai)∞i=1, (bi)∞i=1 >
(
∑∞

i=1 aibi =
∑∞

i=1 biai ש־ מכך (נובע ברורה. הסימטריות ב.
ומכאן a2

k > 0 לכן ,ak 6= 0 ש־ כך k ישנו אז (ai)∞i=1 6= 0 אם חיוביות: ג.
.
∑∞

i=1 a2
i > a2

k > 0
העקבה מלינאריות נובעים אלה הראשון: במשתנה והומוגניות לינאריות ב.

בעבר: שהוכחנו
,λ ∈ C A,A′, B ∈ Mn(C) עבור

< A + A′, B >= tr((A + A′)B∗) = tr(AB∗ + A′B∗) = tr(AB∗) + tr(A′B∗)
=< A, B > + < A′, B >

1



< λA, B >= tr(λAB∗) = λtr(AB∗) = λ < A, B >
:A = (aij), B = (bij) עבור התבנית את מפורש באופן נחשב הרמיטיות:

.(B∗ = (bji) ש־ (זכרו cii =
∑n

j=1 aijbij אזי ,C = AB∗ ֻ נסמן
.tr(C) = tr(AB∗) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijbij לכן

.< A,B >= < B, A > ש־ ברור ולכן ,tr(BA∗) =
∑n

i=1

∑n
j=1 bijaij דומה ובאופן

.< A,A >=
∑n

i=1

∑n
j=1 aijaij =

∑n
i=1

∑n
j=1 |aij |2 שקיבלנו: בנוסחה נשתמש חיוביות:

של aij מהקואורדינטות אחת ואם , שליליים אי איברים של סכום הוא ימין אגף
ממש. חיובי הסכום אז 0 אינו המטריצה

ביחס אורתונורמלי הוא {Eij} הסטנדרטי הבסיס כי גם להראות רוצים אנו
זו. למכפלה

נשים אחר. מקום בכל ואפס (i, j) ה־ במקום 1 עם מטריצה היא Eij כי נזכיר
מתקיים: בנוסף .E∗

ij = Eji כי תחילה לב

.δjk = { 1,
0,

j = k
j 6= k

כאשר Eij · Ekl = δjkEil

< Eij , Eij >= tr(EijEji) = tr(Eii) = 1 ־ לכן
.< Eij , Ekl >= tr(EijElk) = tr(δjlEik)ומאידך

tr(Eik) = 0 מקבלים אז i 6= k אבל j = l אם ,tr(0) = 0 מקבלים אז j 6= l אם
.0 הם Eik של האלכסון על האיברים כל כי

הראשון: במשתנה והומוגניות לינאריות נראה ג.
.λ ∈ R ־ ו x, x′, y ∈ V נניח

מהנתון. < x + x′, y >=< x, y > + < x′, y >
< x + x′, y >= Re < x + x′, y > +i · Im < x + x′, y > אבל

< x, y > + < x′, y >= ו־
Re < x, y > +i · Im < x, y > +Re < x′, y > +i · Im < x′, y >=

Re < x, y > +Re < x′, y > +i(Im < x, y > +Im < x′, y >)
נקבל הממשיים החלקים מהשוואת

Re < x + x′, y >= Re < x, y > +Re < x′, y >
< λx, y >= λ < x, y >= λ(Re < x, y > +i · Im < x, y >) בנוסף,

= λ ·Re < x, y > +λ · i · Im < x, y >
λ ·Re < x, y > בדיוק >הוא λx, y > של הממשי שהחלק נובע ממשי λ ש־ מכיוון

להראות. שרצינו מה בדיוק וזה
שאם נובע V על הפנימית המכפלה מתכונות סימטריות:

< x, y >= Re < x, y > +i · Im < x, y >
< y, x >= < x, y > = Re < x, y > +i · Im < x, y > אז

Re < y, x >= Re < x, y > ולכן , = Re < x, y > −i · Im < x, y >
חיוביות. מתקיימת לכן .x 6= 0 לכל < x, x >= Re < x, x >> 0 לבסוף,

.∀f ∈ W
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx = 0 ־ ש אומרת זאת ,g ∈ W⊥ אם .2
זוגית. פונקציה f ∈ V כלשהי, פונקציה g ∈ V תהי

באינטגרל משתנה חילוף נבצע
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx =

∫ 0

−1
f(x)g(x)dx+

∫ 1

0
f(x)g(x)dx

ש־ ונקבל x 7→ −x ∫הראשון 0

−1
f(x)g(x)dx =

∫ 0

1
f(−x)g(−x)d(−x) = − ∫ 1

0
f(x)g(−x)(−1)dx =

∫ 1

0
f(x)g(−x)dx∫ 1

−1
f(x)g(x)dx =

∫ 1

0
f(x)g(−x)dx +

∫ 1

0
f(x)g(x)dx ולכן

=
∫ 1

0
f(x)[g(−x) + g(x)]dx
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לכל לאפס שווה הנ״ל האינטגרל עבורם g הפונקציות את מחפשים אנו כזכור
זוגית. פונקציה

פונקציה להגדיר מספיק [−1, 1] הקטע על זוגית פונקציה להגדיר שכדי לב נשים
רק (צריך .h(x) = h(−x) x ∈ [−1, 0] לכל להגדיר ואז [0, 1] הקטע על h(x)

נגדיר אם בפרט מאוד). קל זה אבל רציפה h ש־ להוכיח
.[−1, 1] על זוגית לפונקציה h את להרחיב נוכל [0, 1] על h(x) = g(−x) + g(x)
אבל .0 =

∫ 1

−1
h(x)g(x)dx =

∫ 1

0
h(x)[g(−x) + g(x)]dx =

∫ 1

0
(h(x))2dx ש־ נקבל

זוגית. אי g אומרת זאת ,g(−x) = −g(x) כלומר h(x) = 0 אם רק מתקיים זה
האי־זוגיות. הפונקציות בקבוצת מוכלת W⊥ לכן

בדיוק הוא W⊥ לכן .g ∈ W⊥ אז זוגית אי g שאם לעיל מהחישוב ברור מאידך
זוגיות. האי הפונקציות מרחב

.W + W⊥ = V ־ ש נראה .W ∩W⊥ = {0} כרגיל .W ⊕
W⊥ = V ש־ נראה

לראות קל ,f(x) = f(x)+f(−x)
2 + f(x)−f(−x)

2 כ־ לכתוב אפשר f ∈ V פונקציה כל
זוגית. אי פונקציה והשני זוגית, פונקציה הוא הראשון שהרכיב

כי ,W
⊕

W⊥ = V ש־ בכיתה שראיתם מהמשפט נובעת לא שהטענה לב (שימו
נכון). תמיד לא זה אינסופי במימד סופי, ממימד למרחבים רק זה את הוכחתם

α את המחברים הוקטורים לכן ,
∑k

i=1 aiεi מהצורה הם W ב־ הוקטורים 3.א.1.

נחשב: .β = α−∑k
i=1 aiεi מהצורה הם W עם

‖β‖2 =
∥∥∥α−∑k

i=1 aiεi

∥∥∥
2

= ‖[α−∑n
i=1 < α, εi > εi] + [

∑n
i=1(< α, εi > −ai)εi]‖2

ניצבים הרכיבים לכן ,W ל־ שייך השני ואילו ,W ל־ ניצב הראשון שהרכיב לב נשים
פיתגורס. משפט ומתקיים לזה זה

‖β‖2 = ‖α−∑n
i=1 < α, εi > εi‖2 + ‖∑n

i=1(< α, εi > −ai)εi‖2 לכן
≥ ‖α−∑n

i=1 < α, εi > εi‖2
כנדרש. ‖β‖ ≥ ‖α−∑n

i=1 < α, εi > εi‖2 כלומר
ביותר הקצר הוקטור זה ולכן < α, εi >= ai אם רק מתקיים ששויון לב (שימו

היחיד).
של המרחב תת על x3 של ההטלה את למצוא שצריך נובע הקודם מהסעיף .11

היותר. לכל 2 מדרגה הפולינומים
למרחב ניצב x3 − p(x) ש־ כך p(x) = ax2 + bx + c פולינום מחפשים כלומר
לכל ,< x3 − p(x), xi >=

∫ 1

−1
(x3 − p(x))xidx = 0 לכן .2≥ מדרגה הפולינומים

.0 ≤ i ≤ 2∫ 1

−1
x3 · xidx = a

∫ 1

−1
x2 · xidx + b

∫ 1

−1
x · xidx + c

∫ 1

−1
1 · xidx ∫נקבל: 1

−1
x3dx = 0 = 2

3a+2c = a
∫ 1

−1
x2dx+ b

∫ 1

−1
xdx+ c

∫ 1

−1
1dx :i = 0 עבור ומכאן

שלושה של מערכת קבלנו .0 = 2
5a + 2

3c :i = 2 ועבור 2
5 = 2

3b :i = 1 עבור
.p(x) = 3

5x לכן , a = 0, b = 3
5 , c = 0 הוא: ופתרונה נעלמים, בשלושה משוואות

את ולכתוב 4.ב. משאלה האורתונורמלי הבסיס את לקחת גם אפשר ־ (הערה
(
∑2

i=0 < x3, εi > εi כ־ מפורש באופן p(x) ֵ
בשאלה ־ כלשהו? מספר c עבור p(x) = cx ש־ מראש לומר יכולים היינו מדוע
ל־ ניצבת x3 בפרט לזו, זו ניצבות זוגיות והאי הזוגיות שהפונקציות ראינו 2

.p1(x) = x2, p2(x) = 1
יהיה p(x) = ax2 + bx + c לבין x3 בין המרחק ריבוע −p(x)∥∥לכן ax2 + bx + c

∥∥2 = ‖p(x)‖2+a2
∥∥x2

∥∥2+b2 ‖x‖2+c2 ‖1‖2−2b < p(x), x >
יתקבל המינימלי שהמרחק ברור לכן ,a = c = 0 נבחר אם יקטן תמיד זה ביטוי
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מתקיים. זה תנאי כאשר
אחרת ,R מעל מרחב על מדובר כי להדגיש צריך היה טעות. תיקון תחילה ב.
הערך של לגודל (פרט גודל על לדבר מה ואין מרוכב, מספר לצאת יכול קוסינוס

המוחלט).
גדול יותר הזוית שקוסינוס ככל יותר קטנה וקטורים שני בין הזוית ־ ולשאלה

ל־1). קרוב (יותר
אזי כלשהו. v ∈ W יהי .α = β + γ אזי .β =

∑n
i=1 < α, εi > εi נסמן

cos(v, α) = <v,α>
‖v‖‖α‖ = <v,β+γ>

‖v‖‖α‖ = <v,β>
‖v‖‖α‖ ≤ ‖v‖‖β‖

‖v‖‖α‖ = ‖β‖2
‖β‖‖α‖ = <β,α>

‖β‖‖α‖
קושי שוויון ובאי ,γ ל־ ניצבים β ו־ v ש־ בכך השתמשנו כנדרש. , = cos(β, α)

שוורץ.

הבסיס על גראם־שמידט תהליך נבצע אורתונורמלי בסיס למצוא בכדי .א. 4
:(e1, e2, e3) הסטנדרטי

.v1 = e1 = e1
‖e1‖ נסמן ,לכן < (1, 0, 0), (1, 0, 0) >= 1

(0, 1, 0)− < (0, 1, 0), (1, 0, 0) > (1, 0, 0) = (0, 1, 0)− 0 · (1, 0, 0) = (0, 1, 0)

.‖(0, 1, 0)‖ =
√

2 ,ולכן < (0, 1, 0), (0, 1, 0) >= 2 כן כמו
לבסוף, .v2 = e2

‖e2‖ = (0, 1√
2
, 0) ש־ נובע

(0, 0, 1)− < (0, 0, 1), (1, 0, 0) > (1, 0, 0)− < (0, 0, 1), (0,
1√
2
, 0) > (0,

1√
2
, 0)

= (0, 0, 1)− 1
2
(1, 0, 0)− 0 · (0,

1√
2
, 0) = (−1

2
, 0, 1)

.v3 = (− 1√
3
, 0, 2√

3
) לכן .

∥∥(− 1
2 , 0, 1)

∥∥ =
√

3
2 ולכן , < (− 1

2 , 0, 1), (− 1
2 , 0, 1) >= 3

4

זו. פנימית למכפלה אורתונורמלי בסיס ((1, 0, 0), (0, 1√
2
, 0), (− 1√

3
, 0, 2√

3
)) לסיכום

.(1, x, x2) ,P 2 של הסטנדרטי הבסיס על שמידט גראם תהליך נבצע ב.
יהיה בבסיס הראשון האיבר לכן , < 1, 1 >=

∫ 1

−1
1 · dx = x|1−1 = 2

v1 =
1
‖1‖ =

1√
2

.

x− < x,
1√
2

>
1√
2

= x− (
∫ 1

−1

x√
2
dx)

1√
2

= x− 1
2

∫ 1

−1

xdx = x− 1
4
x2|1−1 = x

לבסוף: .v2 = x
‖x‖ =

√
3
2 · x לכן .< x, x >=

∫ 1

−1
x2dx = x3

3 |1−1 = 2
3

x2− < x2,

√
3
2
x >

√
3
2
x− < x2,

1√
2

>
1√
2

= x2−(
∫ 1

−1

√
3
2
x3dx)

√
3
2
x−(

∫ 1

−1

1√
2
x2dx)

1√
2

4



= x2 − 3x

2

∫ 1

−1

x3dx− 1
2

∫ 1

−1

x2dx = x2 − 3x

2
· 0− 1

2
x3

3
|1−1 = x2 − 1

3

< x2 − 1
3 , x2 − 1

3 >=
∫ 1

−1
(x2 − 1

3 )dx =
∫ 1

−1
(x4 − 2

3x2 + 1
9 )dx = מתקיים

x5

5 − 2
9x3 + 1

9x|1−1 = 2
5 − 4

9 + 2
9 = 8

45

.v3 =
√

45
8 (x2 − 1

3 ) לכן

שלנו. במרחב אורתונורמלי בסיס הוא ( ‘1√
2
,
√

3
2x,

√
45
8 (x2 − 1

3 )) הבסיס לסיכום

.sp{(1, 0, 1, 0), (2, 1, 0, 0), (0, 2, 0, 1)} ⊂ R4 המרחב לתת או״נ בסיס מחפשים ג.
(קל המרחב את הפורשים הנתונים הוקטורים על שמידט גראם תהליך את נבצע

בסיס): ולכן בת״ל שהם לראות
.v1 = ( 1√

2
, 0, 1√

2
, 0) לכן ,< (1, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0) >= 2

(2, 1, 0, 0)− < (2, 1, 0, 0), (
1√
2
, 0,

1√
2
, 0) > (

1√
2
, 0,

1√
2
, 0) = (2, 1, 0, 0)− 2√

2
(

1√
2
, 0,

1√
2
, 0) = (1, 1,−1, 0)

.v2 = ( 1√
3
, 1√

3
,− 1√

3
, 0) ולכן ,< (1, 1,−1, 0), (1, 1,−1, 0) >= 3 מתקיים

(0, 2, 0, 1)− < (0, 2, 0, 1), (
1√
2
, 0,

1√
2
, 0) > (

1√
2
, 0,

1√
2
, 0)

− < (0, 2, 0, 1), (
1√
3
,

1√
3
,− 1√

3
, 0) > (

1√
3
,

1√
3
,− 1√

3
, 0)

= (0, 2, 0, 1)− 2√
3
(

1√
3
,

1√
3
,− 1√

3
, 0) = (−2

3
,
4
3
,
2
3
, 1)

.v3 = (− 2
9 , 4

9 , 2
9 , 1

3 ) ולכן , < (− 2
3 , 4

3 , 2
3 , 1), (− 2

3 , 4
3 , 2

3 , 1) >= 9 מתקיים

אורתונורמלי בסיס הוא {( 1√
2
, 0, 1√

2
, 0), ( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
, 0), (− 2

9 , 4
9 , 2

9 , 1
3 )} לסיכום
למרחב.

הוקטורים כל שלא ונניח (v1, ...vn) וקטורים של קבוצה לנו שיש נניח א. .5
בין לינארית תלות יש אבל איתם), לעשות מה אין (אחרת האפס וקטור הם
שהוקטור נניח . v1 6= 0 איזשהו עם כרגיל בתהליך להתחיל נוכל הוקטורים.
vk ∈ sp{v1, ..., vk−1} = sp{e1, ..., ek−1} אז ,vk הוא בקודמיו התלוי הראשון
, vk −

∑k−1
i=1 < vk, ek > ek = 0 אז אבל .(vi מ־ שקיבלנו הוקטור הוא ei (כאשר

יתקיים בדיוק שיקול אותו הוקטור. את יאפס גראם־שמידט תהליך ביצוע כלומר
התלוי וקטור כל כי ויתקבל אחריו, והבאים vk+1 עבור התהליך עם כשנמשיך
מערכת שייצרו בוקטורים יוחלפו האחרים ואילו האפס, בוקטור יוחלף בקודמיו

5



ייתן עדיין התהליך אז המרחב את פורשים (v1, ..., vk) אם בפרט אורתונורמלית.
(sp{v1, ..., vn} ל־ אורתונורמלי בסיס נקבל כללי (באופן אורתונורמלי. בסיס לנו

האורתונורמלי הבסיס של הדרישות את ממלא (f1, ..., fn) הבסיס שגם נניח ב.
fk ∈ sp(v1, ..., vk) = sp(e1, ..., ek) ש־ אומרת זאת שמידט. גראם מתהליך המתקבל

.(sp(f1, ..., fk) = sp(v1, ..., vk) ש־ דורשים אנו (כי
.fk ⊥ sp(f1, ..., fk−1) = sp(v1, ..., vk−1) = sp(e1, ..., ek−1) ש־ גם דורשים אנו אבל
;sp(v1, ..., vk) של (e1, ..., ek) האורתונורמלי הבסיס לפי בפיתוח fk את נכתוב

.ak כלשהו סקלר עבור fk = akek לכן , fk =
∑k

i=1 < fk, ei > ei =< fk, ek > ek

לכן ,‖fk‖ = ‖akek‖ = |ak| ‖ek‖ = |ak| אבל ,‖fk‖ = 1 ־ ש גם דורשים אנו
.|ak| = 1

6



 2 תליניארי אלגברה –  11 תרגיל

)נתון בסיס  .1 ) ( )1 2
2,1 , 1,3v v= 2V ל = = ℝ. 

a.  מצאו את הבסיס הדואלי ל{ }1 2
,v v ב *V .מצאו קרי 

1 2
,ϕ ϕ כך ש 

( ) 1

0
i j

i j
v

i j
ϕ

=
= 

≠
)ר מצאו במפורש את כלומ.  ),i x yϕ. 

b.  2ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית על
ℝ מצאו את הבסיס הדואלי ל { }1 2

,ϕ ϕ ב V .

קרי מצאו שני וקטורים 
1 2
,u u שמקיימים ( ) ( ), ,i iv u v v V iϕ = ∀ ∈ ∀. 

3יהא המרחב הוקטורי  .2
ℝ נסמן . עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית

1 2 3
( , , ) ((1,1,1), (1, 2,1), (1,2,3))B v v v= = −. 

a .שמידט על -השתמשו בתהליך גרםB3ל ) נ"בא(= וקבלו בסיס אורתונורמלי
ℝ. 

b . מצאו את הבסיס הדואליB* ל B 3 ב
ℝ. 

c . הוכיחו כי לVפ" ממכ ,  Bמ "נ אמ" באB*=B. 

2ל "טנתונה  .3 2
:T →ℝ ℝי " ע( ) ( ), 5 8 , 3 4T x y x y x y= + − פ הסנדרטית על " ונתונה המכ+

2
ℝ . יהא הבסיס( ) ( ){ }1,1 , 0, 2A 2 ל =

ℝ. 

a.  חשבו אתT
∗. 

b.  חשבו את[ ]A

A
T. 

c.  חשבו את
A

A
T ∗  . 

d. רו על שני הסעיפים הקודמים עבור חז( ) ( ){ }1,1 , 1, 1A′ = −. 

e.  הסבירו מדוע[ ]( ) AA

A A
T T

∗ ′′ ∗
′ ′

 =   אבל [ ]( ) AA

A A
T T

∗
∗ ≠  . 

f. ם קיים בסיס אA שעבורו [ ]A

A
T אוניטרית האם בהכרח לכל בסיס A′ מתקיים ש [ ]A

A
T

′

′
 

 ?אוניטרית

2 יהא .4

2
[ ] { : , , }V x ax bx c a b c= = + + ∈ℝ ℝפ " עם המכ

1

1

, ( ) ( )f g f x g x dx
−

< >= ∫. 

2 המוגדרת Vל על " אTתהא 
( ) 2T ax bx c ax b+ + =  .*Tמצאו את . +

* מתקיים V על Tל "הוכיחו שאם לכל א. A עם בסיס Vו "יהא מ .5 *
[ ] [ ]A AT T= אז A בסיס 

 . שווי אורךAנלי ואברי ואורתוג

 :הוכיחו כי .6

a .אם ,U W V⊆ 0 אז מ"ת 0 0
( )U W U W∩ = + 

b .אם ,U W V⊆ 0 אז מ"ת 0 0
( )U W U W+ = ∩ 





















 2 תליניארי אלגברה –  11 תרגיל

)נתון בסיס  .1 ) ( )1 2
2,1 , 1,3v v= 2V ל = = ℝ. 

a.  מצאו את הבסיס הדואלי ל{ }1 2
,v v ב *V .מצאו קרי 

1 2
,ϕ ϕ כך ש 

( ) 1

0
i j

i j
v

i j
ϕ

=
= 

≠
)ר מצאו במפורש את כלומ.  ),i x yϕ. 

b.  2ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית על
ℝ מצאו את הבסיס הדואלי ל { }1 2

,ϕ ϕ ב V .

קרי מצאו שני וקטורים 
1 2
,u u שמקיימים ( ) ( ), ,i iv u v v V iϕ = ∀ ∈ ∀. 

 :פתרון

a . לפי הבסיס{ }1 2
,v v ב V ו { ]  נקבלℝ ב 1{ ] ( ) [ ] ( )1 2

1,0 , 0,1ϕ ϕ=  מטריצת =

}המעבר מ  }1 2
,v v לבסיס הסטנטרטי 

2 1

1 3

 
 
 

 ולהיפך 
3 11

1 25

− 
 − 

 ולכן אם נתרגם 

את ייצוג הפונקציונאלים לבסיס הסנדרטי נקבל באופן מפורש 

( ) ( )1 2

3 1 1 2
, , ,

5 5 5 5
x y x y x y x yϕ ϕ= − = − + 

b . 
1 2

3 1 1 2
, , ,

5 5 5 5
u u

   = − = −   
   

 )b.2ראה הסבר  (

3יהא המרחב הוקטורי  .2
ℝ נסמן . פנימית הסטנדרטיתעם המכפלה ה

1 2 3
( , , ) ((1,1,1), (1, 2,1), (1,2,3))B v v v= = −. 

a .שמידט על -השתמשו בתהליך גרםB3ל ) נ"בא(= וקבלו בסיס אורתונורמלי
ℝ. 

b . מצאו את הבסיס הדואליB* ל B 3 ב
ℝ. 

c . הוכיחו כי לVפ" ממכ ,  Bמ "נ אמ" באB*=B. 
 :פתרון

a . נבצע גרם שמידט על הווקטורים משמאל לימין ונקבל

1 1 1
{ (1,1,1), (1, 2,1), ( 1,0,1)}

3 6 2
− −. 

b .  נכתוב את וקטורי*B בעמודות מטריצה A ואז 

1
1 1 1 8 1 3

1
1 2 1 2 2 0

6
1 2 3 4 1 3

A

−
− −   

   = − = − −   
   − −   

 

c . ישירות מההגדרה שהריB* מוגדר היטב ולכן אם B*=B  מהגדרת B* נקבל ש Bנ" בא. 
 .*B=B נקבל *B ולכן מיחידות *Bשות  מקיים את דריBנ אז " באBואם 

2ל "טנתונה  .3 2
:T →ℝ ℝי " ע( ) ( ), 5 8 , 3 4T x y x y x y= + − פ הסנדרטית על " ונתונה המכ+

2
ℝ . יהא הבסיס( ) ( ){ }1,1 , 0, 2A 2 ל =

ℝ. 

a.  חשבו אתT ) :פתרון .∗ ) ( ), 5 3 ,8 4T x y x y x y∗ = −  בבסיס *Tי חישוב "ע (+

 )נ"הסטנדרטי שהוא בא



b.  חשבו את[ ]A

A
T. פתרון: [ ]

13 16

6 4

A

A
T

 
=  − − 

 )י שנוי בסיס מהייצוג בסעיף קודם"ע (

c.  חשבו את
A

A
T

∗  . פתרון: 
2 6

5 7

A

A
T

∗ − 
  =   

 
 )aי שנוי בסיס מהייצוג מסעיף "ע( 

d. רו על שני הסעיפים הקודמים עבור חז( ) ( ){ }1,1 , 1, 1A′ = −. 

] :פתרון ]
7 5

6 2

A

A
T

′

′

− 
=  

 
 , 

7 6

5 2

A

A
T

′∗

′

 
  =    − 

 

e.  הסבירו מדוע[ ]( ) AA

A A
T T

∗ ′′ ∗
′ ′

 =   אבל [ ]( ) AA

A A
T T

∗
∗ ≠  . 

הייצוג לפי בסיס כזה - ווקטורים ניצבים שווי אורך ′Aנ ואילו " אינו בסיס אA :פתרון
ל "נ והכפלת המטריצה המייצגת בסקלר שונה מאפס ואותו כנ"הוא כמו ייצוג לפי בסיס א

 ).עם בדיוק אותו סקלר(לצמודה

f.  אם קיים בסיסA שעבורו [ ]A

A
T אוניטרית האם בהכרח לכל בסיס A′ מתקיים ש [ ]A

A
T

′

′
 

 ?אוניטרית

ל המיוצגת לפי הבסיס הסטנדרטי "דוגמה הט, לא :פתרון
1 11

1 12

 
 − 

 ולפי הבסיס 

( ) ( ){ }1,1 ,  נקבל 0,2
1 1

2
1 2 1

 
 − − 

 

2 יהא .4

2
[ ] { : , , }V x ax bx c a b c= = + + ∈ℝ ℝפ " עם המכ

1

1

, ( ) ( )f g f x g x dx
−

< >= ∫. 

2 המוגדרת Vל על " אTתהא 
( ) 2T ax bx c ax b+ + =  .*Tמצאו את . +

 היא לפתור שלוש מערכות משוואות לינאריות שכל אחת  היא שלוש משוואות עם 'דרך א: פתרון

למשל . למיםשלוש נע
2 2

(1),1) 1, *(1)

( ),1) , *(1)

( ),1) , *(1)

T T

T x x T

T x x T

< >=< >

< >=< >

< >=< >

ובאותו אופן לחלץ . T(1)* וכך לחלץ את 

)*את  )T x 2 ואת
*( )T x  . 

2ניקח את הבסיס , 'דרך ב
(1, , )x xשמידט ונקבל - נבצע גרם

2

1 2 3

3 51 , , (3 1)
2 2 8

x xε ε ε= = = נחשב את . −
{ }

0 3 0

[ ] 0 0 15

0 0 0

i
T ε

 
 

=  
 
 
 

לכן . 

*

{ }

0 0 0

[ ] 3 0 0

0 15 0

i
T ε

 
 

=  
 
 

י מטריצת המעבר " ונותר לחזור לבסיס המקורי ע



2

{ }

{1, , }

51 0
2 8

3
[ ] 0 0

2

45
0 0

8

i

x x
Id

ε

 
− 

 
 

=  
 
 
 
 
 

. 

 

* מתקיים V על Tל "הוכיחו שאם לכל א. A עם בסיס Vו "יהא מ .5 *
[ ] [ ]A AT T= אז A בסיס 

 . שווי אורךA נלי ואבריואורתוג

 נסמן :פתרון
1

{ , }nA α α= ]ל " הטTתהא . … ]A ijT E= כל אברי הבסיס  כלומרkα0- עוברים ל 

*מההנחה נקבל ש . jα שעובר ל iαפרט ל 
[ ]A jiT E= .לכל אז i j≠ 

*
, , , 0, 0i j i i i i iT Tα α α α α α α< >=< >=< >=< ו . =<

*
, , , ,j j i i i i i iT T T Tα α α α α α α α< >=< >=< >=< *כי  (<

[ ]A iiT T E= (ל"מש. 

 :הוכיחו כי .6

a .אם ,U W V⊆ 0 אז מ"ת 0 0
( )U W U W∩ = + 

]: פתרון 0אם  ⊇[ 0f g U W+ ∈ 0 אז +
, ( )f g U W∈  . ולכן גם סכומם∩

 [  . שני האגפים שווי מימד לכן יש שוויון⊆[

b .אם ,U W V⊆ 0 אז מ"ת 0 0
( )U W U W+ = ∩ 

0י לקיחת מאפסים לשני האגפים והצבת "ע' מחלק א: פתרון 0
,U W במקום ,U Wנסיים . 
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P-כך ש Pמצאו מטריצה אורתוגונלית   .1

t
AP  מטריצה אלכסונית עבור 

 

 

 .תכונות של מטריצה צמודה .2

VVTתהי . פ מעל המרוכבים" ממVיהי   : הוכיחו. ל"ט - :→

0אם  )א
* =TT , 0אז=T. 

)אז ,  הפיכהT אם )ב ) ( )*11* −−
= TT. 

)אם  )ג ) ∑
=

=
d

i

i

iT xmxm
0

T) Cmi פולינום מינימלי של אז , )∋

( ) ( )∑
=

==
d

i

T

i

iT
xmxmxm

0

*. 

)אם  )ד ) ∑
=

=
d

i

i

iT xfxf
0

T) Cf פולינום אופייני של i )אז , )∋ ) ( )xfxf TT
=* 

 

T:תהי . א .3 V V→ סופימדיממ טרנספורמציה ליניארית במרחב מכפלה פנימית מרוכב . 

)(כך ש )  מרוכביםבמקדמים (f קיים פולינום ⇔ נורמלית T: הוכיחו ש  
* TfT =.  

  :הדרכה

}{}{: יהיו:  הוכיחו את הלמה הבאה
11 kk yyBxxA
…………

   שתי קבוצות של==

∋Χ][אז קיים פולינום ,  שונים זה מזהA כך שאיברי , Fאיברים בשדה  Ffשמקיים לכל   

ki ≤≤1       ii yxf =)(. 

 )ג' או האינטרפולציה של לגרנונדרמונדה: הדרכה להדרכה(
T:הוכיחו שאם  . ב V V→נורמלית  ו - TS ST=)  עבור:S V V→ אזי) כלשהי 

* *T S ST= .כלומר ,*T מתחלף עם כל האופרטורים שמתחלפים עם T. 
 

2אם אידימפוטנטית  נקראת Tטרנספורמציה ליניארית : הגדרה .4
T T=. 

. Vל נורמלית על " טT ותהי , )המרוכבים או הממשיים (Fממימד סופי מעל שדה פ "ממ Vיהי 
 :הוכיחו כי

 .ה לעצמה צמודT אזי ית אידימפוטנטTאם  .א
0T נילפוטנטית אזי Tאם  .ב =. 

2אם  .ג 3
T T= אזי Tאידימפוטנטית . 
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P-כך ש Pתמצאו מטריצה אורתוגונלית   .1

t
AP  מטריצה אלכסונית עבור  

  

  
(X-3)(X-6)-  שווה לA הפולינום האופייני של :  פתרון

  הי Aולכן צורתה האלכסונית של   2

  
   .-ל) לאחר נרמול( שווה 6הוקטור העצמי המתאים לערך עצמי 

  
  
  

    הם3וקטורים העצמיים המתאימים לערך עצמי  שני ה
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  :פתרון

) מתקיים ∋Vvלכל ) א ) ( ) 0,,
* == vTvTTvTv , 0לכן=Tv.  
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T:תהי . א .3 V V→וכב ממימד סופי טרנספורמציה ליניארית במרחב מכפלה פנימית מר. 
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* TfT =.   

   :הדרכה

}{}{: יהיו:  הוכיחו את הלמה הבאה 11 kk yyBxxA
…………

    שתי קבוצות של==

∋Χ][אז קיים פולינום ,  שונים זה מזהA כך שאיברי , Fה איברים בשד Ffשמקיים לכל    

ki ≤≤1       ii yxf =)(.  

  )ג'ונדרמונדה או האינטרפולציה של לגרנ: הדרכה להדרכה(
T:הוכיחו שאם  . ב V V→נורמלית  ו  - TS ST=)  עבור:S V V→אזי )  כלשהי

* *
T S ST= .כלומר ,*T מתחלף עם כל האופרטורים שמתחלפים עם T.  
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2T נקראת אידימפוטנטית אם Tטרנספורמציה ליניארית : הגדרה .4 T=. 

. Vל נורמלית על " טTותהי  , )המרוכבים או הממשיים (Fפ ממימד סופי מעל שדה " ממVיהי 
  :הוכיחו כי

  . צמודה לעצמהT אידימפוטנטית אזי Tאם   .א
0T נילפוטנטית אזי Tאם   .ב =. 



2אם   .ג 3T T= אזי Tאידימפוטנטית . 

אזי גם , p(T)=0כלומר , p מקיימת איזשהו פולינום Tאם : עיפים נשתמש בעובדה הבאה בכל הס:פתרון
   .ע שלה מקיימים פולינום זה"הע
 נורמלית לכן לכסינה Tמאידך , 1 או 0  או  הםT אידימפוטנטית לכן הערכים העצמיים של T . א

  . ולכן צמודה לעצמה1 או 0 אואורתוגונלית למטריצה אלכסונית שאברי האלכסון הם 
ל נורמלית לכן לכסינה כאשר " טTמאידך  .  בלבד0 הם T נילפוטנטית לכן הערכים העצמיים של T. ב

  .באלכסון יש יש רק אפסים כנדרש

2. ג 3T T= לכן הערכים העצמיים של - T  אידך , 1 או 0 הם  אוT נורמלית לכן לכסינה אורתוגונלית 

2T ולכן 1 או 0למטריצה אלכסונית שאברי האלכסון הם או  T=.  
 



 : תבניות בילינאריות- 13תרגיל 
 

1 .2 3
:f × →ℝ ℝ ℝארית המוגדרת כךי תבנית בילינ :

( , ) 4 2 5 3 6

x
a

f y ax bx ay by az bz
b

z

 
   

= + + + + +   
   

 

 .בדקו כי זו אכן תבנית בילינארית. 

 .ל לפי הבסיסים הסטנדרטיים" המייצגת את התבנית הנAמצאו את המטריצה . א
 

ל לפי הבסיס "נית הנ המייצגת את התבBמצאו את המטריצה . ב
1 1

,
2 1

   
   
   

2 של 
ℝ והבסיס 

1 0 0

1 , 1 , 0

0 0 2

     
     
     
     
     

3 של 
ℝ . מצאו מטריצותP,Q כך ש tP AQ B= .)שימו לב :

3 3 2 2
,Q M P M× ×∈ ∈.(  

 

2 בסיסים של ומצא. ג
ℝ  3 ו

ℝ כך שלפיהם fי מטריצת " מיוצגת עrD)  מטריצה אלכסונית עםr 1- ים

 .מטריצות המעברי חפיפה בעזרת " בדקו תשובתכם ע .)ושאר האלכסון אפסים, באלכסון
 
f:תהי  .2 V W F× כוונתנו ,  מיוצגת לפי בסיס כלשהוf באומרנו כי. V=W תבנית בילינארית ונניח →

f: נאמר כי .W וגם ב Vל גם ב "שאנו בוחרים את הבסיס הנ V V F×  סימטרית אם →

, ( , ) ( , )u v V f u v f v u∀ ∈ =.  

 

2תהי . א 2
:f R× →ℝ ℝי " תבנית בילינארית סימטרית המיוצגת לפי הבסיס הסטנדרטי ע

1 2

2 4
A

 
=  
 

. 

י מטריצת " מיוצגת עf בסיס לפיו ומצא
,p mD)  מטריצה אלכסונית עםp 1-ים באלכסון ,m 1− -ים ,

 .י חפיפה בעזרת מטריצת המעבר"וכמובן בדקו תשובתכם ע) ושאר האלכסון אפסים
 

2תהי . ב 2
:g × →ℝ ℝ ℝי" תבנית בילינארית סימטרית המיוצגת לפי הבסיס הסטנדרטי ע

4 0

0 4
A

 
=  − 

. 

p,י מטריצת " מיוצגת עg בסיס לפיו ומצא mD. 

 

2תהי . ג 2
:g × →ℂ ℂ ℂי" תבנית בילינארית סימטרית המיוצגת לפי הבסיס הסטנדרטי ע 

4 0

0 4
A

 
=  − 

 .

ושאר האלכסון , ים באלכסון-r 1מטריצה אלכסונית עם  (rDי מטריצת " מיוצגת עgמצא בסיס לפיו 

 .י חפיפה בעזרת מטריצת המעבר"וכמובן בדקו תשובתכם ע) אפסים
 
 
 



 . מטריצה ממשית סימטריתAתהי . 3
 

3 חופפת ל A כי וחיהוכ. א
A. 

 

1 חופפת ל A הפיכה אזי A כי אם וחיהוכ.ב
A
−. 

 

2 מטריצות ממשיות סימטריות שפולינומיהן האופיניים הם A,Bתהיינה . ג 2
2, 2 3t t t− + האם הן . −

      ?בהכרח חופפות
לאיזו מטריצת ? Aע של " לפי בסיס המורכב מהוAי "המייצגת את התבנית המוגדרת עמהי המטריצה : רמז(

 )  Bל לגבי"כנ? סילבסטר היא חופפת
 
 
  



  בילינאריותתבניות - 13פתרון תרגיל 
 

2המטריצה המייצגת תהייה מטריצה . א .1 i, כאשר במקום ה ×3 j  2 יהיה המספר 3
( , )i jf e e לכן 

1 2 3

4 5 6
A

 
=  
 

23למשל . (

0
0

( , 0 ) 6
1

1

a f

 
   = =      

 

.( 

 ו אופן לפי הבסיסים הנתונים נקבלבאות. ב
21 12 30

12 7 18
B

 
=  
 

 .

למשל(
12

0
1

( , 1 ) 2 10 12
2

0

b f

 
   = = + =      

 

.(   

הבסיסים ( לבסיסים הסטנדרטיים B יהיו פשוט מטריצות המעבר מהבסיסים של P,Q מטריצות החפיפה

כלומר )  מיוצגתAלפיהם 

1 0 0
1 1

, 1 1 0
1 2

0 0 2

P Q

 
   = =      

 

tP ואכן . AQ B=. 

 
 :316-317' עמיצור עמ, 5נעבוד לפי האלגוריתם הנתון בהוכחת משפט . ג

ראשית נמצא 
1 1
,α β כך ש 

1 1
( , ) 1f α β ניקח למשל . =

1 1

1
1

, 0
0

0

α β
 

   = =      
 

נסמן . 

1 1 1 1
{ }, { }V sp W spα β= 2יהיו . = 3

2 2
,V W⊆ ⊆ℝ ℝ  1המאפסים של 1

,β α בהתאמה כלומר 
2 3

2 1 2 1
{ | ( , ) 0}, { | ( , ) 0}V v f v W w f wβ α= ∈ = = ∈ =ℝ ℝ . במקרה שלנו קל לראות

2 2

3 0
4

{ | 4 0} { }, { | 2 3 0} { 0 , 3 }
1

1 2

x
a

V a b sp W y x y z sp
b

z

     
         = + = = = + + = =         −         − −     

. 

2כי ) וגם אפשר לראות ישירות(אנו יודעים לפי המשפט  3

1 2 1 2
,V V W W= ⊕ = ⊕ℝ ℝ . נתבונן בצמצום של

f על 
2 2

V W×המטריצה המייצגת את הצמצום לגבי הבסיסים שבחרנו:ל" ונפעל באותו אופן על הצמצום הנ  

ל 
2 2
,V Wהיא  :( )6 3C = − נבחר . −

2 2

3
4 1

, 0
1 6

1

α β
 

  −  = =   −   − 

 אז 
2 2

( , ) 1f α β נסמן . =

3 2 3 2
,V V W W⊆  להיות המאפסים של ⊇

2 2
,β α בתוך 

2 2
,V W . ברור

3 2
V V⊂ כי 

2 3
Vα  ולכן ∌

3
{0}V יוצא ) Cאפשר בקלות למצוא בעזרת המטריצה (מחישוב . =

3

3 0 3

{ 0 2 3 } { 6 }

1 2 3

W sp sp

     
     = − = −     
     − −     

נסמן , 
3

3

6

3

β
 
 = − 
 
 

 . 



: ניקח את הבסיסים
1 2
,α α 2 ל

ℝ ו 
1 2 3
, ,β β β 3 ל

ℝ .ל אם כן המטריצה המייצגת את "לפי הבסיסם הנf 

: ךנראית כ
1 0 0

0 1 0
D

 
=  
 

 דומה למטריצת fכלומר . 
2

D .בדקו שאכן :

2

1
1 3

2
1 0

0 0 6
4 1

1
0 3

6

A D

− 
 
  

− =  −   
 
 

שימו לב . (
1 4 1 0

0 1 4 1

t

   
=   − −   

.( 

 
: 322-323'  עמ14 ומשפט 319'   המוצג בעמיצור עמ10 בהוכחת משפט נתוןעתה נשתמש באלגוריתם ה. 2

2נמצא 

1
α ∈ℝ עבורו 

1 1
( , ) 0f α α ניקח למשל . ≠

1

0

1
α

 
=  
 

 כי A - אז אנו יודעים מ
1 1

( , ) 4f α α = .

נסמן 
1 1

{ }V sp α= 2 ו

2 1
{ | ( , ) 0}V v f vα= ∈ =ℝ המאפס של 

1
α . במקרה שלנו

( )2

1 2 2
{ | 0 1 0} { | 2 4 0} { }

2 4 1

x x x
V x y sp

y y y

        
= = = + = =        −        

נסמן . 
2

2

1
α

 
=  − 

נשים . 

לב כי 
1 1 1 2 2 1 2 2

( , ) 4, ( , ) ( , ) 0, ( , ) 0f f f fα α α α α α α α= = =  ולכן לפי בסיס זה המטריצה המייצגת =

היא 
4 0

0 0

 
 
 

1ניקח בסיס . 

1 2 2
,

2
v v

α
α=  וברור כי לפי בסיס זה המטריצה המייצגת היא =

1 0

0 0

 
 
 
. 

: בדיקה

1 0 2
1 2 1 00

2 1
2 4 0 01

2 1 2

   
       =      −   −   

. 

לפי הבסיס . ב

1 0

,2 1

0 2

   
   
   
   

 המטריצה המייצגת תהיה 
1 0

0 1

 
 − 
. 

לפי הבסיס. ג

01

,2 1

0 2i

  
  
    

   

 המטריצה המייצגת תהיה  
1 0

0 1

 
 
 
. 

 
3 . 
 סימטרית A עצמה בתור מטריצת החפיפה ונשתמש בעובדה כי Aנקח את : פתרון שגוי. א

3t:ונקבל
A AA AAA A=  . לאו דווקא הפיכהA כי ?למה .=

או אותו (ותה דרגה ואותה סיגנטורה  ממשפט ההתמדה של סילווסטר מספיק לראות שלשתיהן א:פתרון נכון

ע של " הם העלאה בשלישית של הע3Aע של " לכסינה ולכן העAובאמת ). ע חיוביים ושליליים"מספר של ע
Aולכן סימנם לא משתנה ולכן המטריצות חופפות לאותה צורה קנונית ממשפט ההתמדה של סיווסטר . 

1נקח את . ב
A
ונקבל )  סימטריתAכי ( כמטריצת החפיפה ונזכור שגם היא סימטרית −

1 1 1 1 1
( )

tA AA A AA A− − − − −= =. 

נשים לב כי . −3ע "העע של " וv ו 1ע "העע של " וu יהי :Aנתבונן במטריצה , כן אלו מטריצות חופפות. ג

)י " מוגדרת עfאם  )( , )
a x x

f a b A
b y y

     
=     

     
 : אזי



( , ) ( ) || || 0, ( , ) ( 3) 3 || || 0
t t tf u u u Au u u u f v v v v v= = = > = − = − <. 

)בנוסף  , ) ( ) 3 3( , ) 0
t tf u v u Av u v u v= = − = − של מטריצה ע שונים "ע המתאימים לע" משום שו=

 סימטרית לכן ודאי A ו מית סטנדרטיתכ מכפלה פני"הם אורתוגונליים ובשוויון האחרון זו בסהנורמלית 

מייצגת נראית הלכן לפי בסיס זה המטריצה . נורמלית
0

0

p

q

 
 
 

,0 כאשר  0p q>  וברור כי מטריצה זו >

למטריצה ) י נירמול"ע(חופפת 
1 0

0 1

 
 − 

 B ו Aריצה ולכן  חופפת לאותה מטBבאופן דומה ניתן להראות . 

  .חופפות
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