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 𝑎𝑏𝑐השערת 

 דינה זליגר

 הבעיה העשירית של הילברט

ידי -שהוצגה על,  בעיות פתוחות במתמטיקה23הן רשימה של ( Hilbert)הבעיות של הילברט 

 בוועידת פריז של הקונגרס הבינלאומי של 1900 באוגוסט 8-ויד הילברט בייהמתמטיקאי ד

 :שאלה אחת מעניינת במיוחד. היו פתורות באותה תקופהלא כל השאלות שהוצגו . המתמטיקאים

פולינומיאלית במקדמים שלמים קיים פיתרון טבעי למצוא אלגוריתם שיקבע האם למשוואה 

 .או לא

אם נאמץ את השימוש . השאלה לא לגמרי ברורה משום שאין הגדרה ברורה של המושג אלגוריתם

במכונת טיורינג נקבל שאלגוריתם הוא תהליך סופי שיכול להיות ממומש בעזרת תוכנית מחשב 

 .שמורכבת ממספר סופי של פעולות מתמטיות ובסופה ניתנת תשובה חיובית או שלילית

כלומר לא קיים אלגוריתם שבהינתן ,  הוכח שלבעיית העשירית של הילברט אין פיתרון1970בשנת 

 .פולינום קובע בזמן סופי אם יש לו פתרון טבעי או לא

𝐴קבוצה : הגדרה ⊂ ℕ𝑚 של 𝑚- אם קיים פולינום דיופנטיתיות של מספרים שלמים חיוביים נקראת 

𝑃 ∈ ℤ 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 𝑃 𝑋1 כך שלמשוואה   , … , 𝑋𝑛 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  =  יש פיתרון בשלמים 0

𝑎1 מ "חיוביים אמ , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴. 

𝑃𝑎1אפשר לומר שמשוואה פולינומיאלית : דוגמאות ,…,𝑎𝑚
 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 = 𝑎1 עם פרמטרים 0 , … , 𝑎𝑚 

𝐴מגדירה קבוצת מספרים  ⊂ ℕ𝑚באופן הבא  : 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴מ ל" אמ-𝑃𝑎1 ,…,𝑎𝑚
 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 = 0 

 :למשל. יש פיתרון בשלמים חיוביים

𝑎המשוואה  .1 =  𝑥 + 2  𝑦 +  . שאינם ראשוניים𝑎 מגדירה את קבוצת הטבעיים  2

𝑎המשוואה  .2 + 𝑥 = 𝑏 מגדירה את כל הזוגות  𝑎, 𝑏 כך ש -𝑎 ≤ 𝑏. 

𝑥2בשיעור על משוואות פל ראינו שהמשוואה  .3 + 𝑎𝑦2 =  מגדירה את קבוצת המספרים 1

,0,2,3,5,6,7,8 כלומר , שכוללת את אפס ואת כל המספרים שאינם ריבועים …  . 

𝐴קבוצה סופית : טענה ⊂ ℕ𝑚היא דיופנטית . 

𝐴-נניח ש: הוכחה =   𝑎1
1 , … , 𝑎𝑚

1  , … ,  𝑎1
𝑘 , … , 𝑎𝑚

𝑘 . 𝑘נוכיח את הטענה באינדוקציה מלאה על .   

𝑘אם  = 𝐴 אז 1 =  𝑎1 , … , 𝑎𝑚  נסתכל על הפולינום.  

𝑃 𝑋, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚  =  𝑋2 + 1   𝑌1 − 𝑎1 2 + ⋯ +  𝑌𝑚 − 𝑎𝑚  2  

𝑥 𝑥2לכל -מאחר ש + 1 > ,𝑃 𝑋 למשוואה 0 𝑌1 , … , 𝑌𝑚  =  (ובפרט בשלמים חיוביים) יש פיתרון 0

 מ"אמ

  𝑌1 − 𝑎1 2 + ⋯ +  𝑌𝑚 − 𝑎𝑚  2 = 0 

http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%93%D7%95%D7%99%D7%93_%D7%94%D7%99%D7%9C%D7%91%D7%A8%D7%98
http://he.wikipedia.org/wiki/%D7%93%D7%95%D7%99%D7%93_%D7%94%D7%99%D7%9C%D7%91%D7%A8%D7%98
http://he.wikipedia.org/wiki/8_%D7%91%D7%90%D7%95%D7%92%D7%95%D7%A1%D7%98
http://he.wikipedia.org/wiki/8_%D7%91%D7%90%D7%95%D7%92%D7%95%D7%A1%D7%98
http://he.wikipedia.org/wiki/1900
http://he.wikipedia.org/wiki/1900
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𝑌𝑖מ "וזה אמ = 𝑎𝑖 1 לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 . כלומר למשוואה𝑃 𝑋, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚  =  יש פיתרון בשלמים 0

𝑌1 מ "חיוביים אמ , … , 𝑌𝑚  =  𝑎1 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴 =   𝑎1 , … , 𝑎𝑚   . 

𝑙כעת נניח שהטענה נכונה לכל  < 𝑘 ונסתכל על 𝐴 =   𝑎1
1 , … , 𝑎𝑚

1  , … ,  𝑎1
𝑘 , … , 𝑎𝑚

𝑘 נסמן .   

𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 כאשר 𝐴1 =   𝑎1
1 , … , 𝑎𝑚

1  , … ,  𝑎1
𝑘−1 , … , 𝑎𝑚

𝑘−1  ו -𝐴2 =   𝑎1
𝑘 , … , 𝑎𝑚

𝑘 אלה .   

לכן לפי הנחת האינדוקציה קיימים פולינומים . 𝑘-קבוצות זרות והגודל שלהן קטן מ

𝑃1 𝑋1 , … , 𝑋𝑛1
, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 ו -𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛2

, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚  כך שלמשוואות 

 𝑃𝑖 𝑋1 , … , 𝑋𝑛𝑖
, 𝑎1 , … , 𝑎𝑚 = 𝑎1 מ " יש פיתרון בשלמים חיוביים אמ 0 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴𝑖 . נסתכל על

 הפולינום

𝑃 𝑋1 , … , 𝑋max (𝑛1 ,𝑛2), 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 = 𝑃1 𝑋1 , … , 𝑋𝑛1
, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛2

, 𝑌1 , … , 𝑌𝑚  

 למשוואה, מאחר שאין מחלקי אפס.  שלמים𝑃𝑖בוודאי המקדמים שלו שלמים שהרי המקדמים של 

𝑃 𝑋1 , … , 𝑋max (𝑛1 ,𝑛2), 𝑎1 , … , 𝑎𝑚 = 0 

𝑃𝑖 𝑋1מ יש פיתרון לאחת המשוואות "יש פיתרון אמ , … , 𝑋𝑛𝑖
, 𝑎1 , … , 𝑎𝑚 = מ " וזה קורה אמ0

 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴ולכן סיימנו . 

 

𝑋קבוצה : הגדרה ⊂ ℕ𝑚 אם קיים אלגוריתם אשר בהינתן קלט  (כריעהאו ) רקורסיבית היא𝑥 , עוצר

 .בזמן סופי ומכריז אם הקלט בקבוצה או לא

𝑋קבוצה : הגדרה ⊂ ℕ𝑚 אם קיים אלגוריתם אשר  (ר"להלן נל) 1ניתנת למנייה רקורסיבית היא

𝑥אם , 𝑥בהינתן קלט  ∈ 𝑋עוצר בזמן סופי ומכריז ש -𝑥בקבוצה ואחרת לא עוצר לעולם . 

ר משום שתמיד אפשר לגרום לאלגוריתם "ברור שקבוצה רקורסיבית היא נל: (בעיית העצירה) דוגמה

השאלה המעניינת היא האם גם הכיוון . להיכנס ללולאה אינסופית אם קלט כלשהו לא אמור להתקבל

 .ההפוך הוא נכון

נראה , כעת. ל טובות לא רק למספרים טבעיים אלא גם לקבוצות אחרות"האמת היא שההגדרות הנ

נשאל האם קיים אלגוריתם אשר בהינתן תוכנית מחשב . ר אך לא רקורסיבית"שיש קבוצה שהיא נל

אנחנו שואלים , כלומר. וקלט מסויים קובע בזמן סופי אם התוכנית תעצור בזמן סופי על הקלט או לא

 האם הקבוצה

  𝑃, 𝑥 : 𝑃 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑎𝑛𝑑 𝑥 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑤𝑕𝑖𝑐𝑕 𝑃 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑠 𝑖𝑛 𝑎 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒  

אם היא . ר שהרי אפשר פשוט להריץ את התכנית על הקלט"בוודאי הקבוצה נל. היא כריעה או לא

עוצרת נכריז שהתוכנית עם הקלט הם בקבוצה ואחרת התכנית תמשיך לרוץ לנצח וגם האלגוריתם 

 את מספר הפקודות   𝑃 𝑥 -נסמן ב. יותר מעניין להראות שקבוצה זו לא כריעה. שלנו לא יעצור

,𝑆 𝑃נניח בשלילה שהקבוצה הייתה כריעה והיה לנו אלגוריתם . 𝑥 מבצעת על קלט 𝑃שתוכנית  𝑥  

 : פועל באופן הבא𝑥 וקלט כלשהו 𝑃אשר בהינתן תכנית 

𝑆 𝑃, 𝑥 =  
1  𝑃 𝑥  < ∞
0  𝑃 𝑥  = ∞

  

                                                            
1

 Recursively enumerable 
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,𝐷 𝑃עכשיו נגדיר אלגוריתם  𝑥 באופן הבא : 

𝐷 𝑃 =  
1 𝑆 𝑃, 𝑃 = 0

𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑙𝑜𝑜𝑝 𝑆 𝑃, 𝑃 = 1
 =  

1  𝑃 𝑃  = ∞
0  𝑃 𝑃  < ∞

  

זה . 1הוא נכנס ללולאה אינסופית ואם לא הוא מחזיר , אם כן. 𝑃 עוצרת על 𝑃 בודק אם 𝐷כלומר 

 . עוצר על כל קלט𝑆-כמובן אפשרי משום שהנחנו ש

 לא 𝐷  עוצרת לרוץ על עצמה התכנית נכנסת ללולאה אינסופית ואם 𝐷אם .  𝐷 𝐷כעת נסתכל על 

 לכן לא יכול להיות שהקבוצה. אבל זו סתירה. עוצרת לרוץ על עצמה אז התכנית עוצרת

  𝑃, 𝑥 : 𝑃 𝑖𝑠 𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑎𝑛𝑑 𝑥 𝑖𝑠 𝑎𝑛 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡 𝑓𝑜𝑟 𝑤𝑕𝑖𝑐𝑕 𝑃 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑠 𝑖𝑛 𝑎 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒  

 .היא רקורסיבית

𝐴קבוצה דיופנטית : טענה ⊂ ℕ𝑚ר" היא נל. 

𝑋1 במשתנים 𝑃קיים פולינום : הוכחה , … , 𝑋𝑛 , 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 במקדמים שלמים כך שלמשוואה 

𝑃 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  = 𝑎1 מ " יש פיתרון בשלמים חיוביים אמ0 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴 . בהינתן קלט

 𝑎1 , … , 𝑎𝑚 𝑥1 יות -𝑛- האלגוריתם יעבור על כל ה  , … , 𝑥𝑛 0 - בסדר מילוני עולה החל מ, … ,0  

𝑎1 וידפיס את  , … , 𝑎𝑚 𝑃 𝑥1מ " אמ  , … , 𝑥𝑛 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  = ברור שאלגוריתם זה עונה על . 0

 .הדרישות

 

לא נוכיח זאת במסגרת . )ר היא דיופנטית"כל קבוצה נל: (1970( Matiyasevich)' מתיאסביץ) משפט

 (זו

 .לבעיה העשירית של הילברט אין פיתרון: מסקנה

הבעיה העשירית של הילברט היא למעשה להוכיח שהשאלה אם לפולינום יש פיתרון טבעי : הוכחה

כלומר קיים . קבוצה זו היא דיופנטית. ר אך לא כריעה" שהיא נל𝐴ידוע שיש קבוצה . היא כריעה

𝑋1 במשתנים 𝑃פולינום  , … , 𝑋𝑛 , 𝑌1 , … , 𝑌𝑚 במקדמים שלמים כך שלמשוואה 

𝑃 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  = 𝑎1 מ " יש פיתרון בשלמים חיוביים אמ0 , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴 .אם נניח , כעת

𝑃 𝑋1בשלילה שהשאלה אם יש למשוואה  , … , 𝑋𝑛 , 𝑎1 , … , 𝑎𝑚  =  פיתרון בטבעיים או לא היא 0

𝑎1 אם כך אז גם השאלה אם . כריעה , … , 𝑎𝑚  ∈ 𝐴לכן לא יכול . אבל זו סתירה.  או לא היא כריעה

 .להיות אלגוריתם כללי שמקבל פולינום וקובע אם יש לו פיתרון בשלמים חיוביים או לא

 

𝐴תהי קבוצה : (1960פוטנם ) משפט ⊂ ℕאזי קיים פולינום במקדמים שלמים .  דיופנטית

𝑄 𝑋1 , … , 𝑋𝑘 , 𝑌 כך ש -𝐴היא קבוצת הערכים השלמים החיוביים המתקבלים ב -𝑄 ℕ, … , ℕ, ℕ . 

𝑃 דיופנטית קיים פולינום 𝐴אם : הוכחה ∈ ℤ 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑌  כך שלמשוואה 𝑃 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎 =  יש 0

𝑎מ "פיתרון בשלמים חיוביים אמ ∈ 𝐴 .נגדיר פולינום חדש 

𝑄 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑌 = 𝑌 1 − 𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑌   

𝐴-נטען כעת ש = ℕ ∩ 𝑄 ℕ, … , ℕ, ℕ . 



 דינה זליגר 𝑎𝑏𝑐-השערת סמינריון בתורת המספרים

 
4 

 

𝑎-נניח ש (⊃) ∈ 𝐴 . אז קיימים𝑥1 , … , 𝑥𝑛 ∈ ℕכך ש -𝑃 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 , 𝑎 =  לכן, 0

𝑄 𝑥1 , … , 𝑥𝑛 , 𝑎 = 𝑎 1 − 0 = 𝑎 ⋅ 1 = 𝑎 ∈ 𝐴 

𝐴ולכן  ⊂ ℕ ∩ 𝑄 ℕ, … , ℕ, ℕ . 

𝑎-נניח ש (⊂) ∈ ℕ ∩ 𝑄 ℕ, … , ℕ, ℕ  .נשים לב ש-𝑄 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎 מ " חיובי אמ

1 − 𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎 > 1מ " וזה קורה אמ0 > 𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎  ומאחר שלכל 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 ∈ ℕ 

𝑃2 𝑋1 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎 ≥ 𝑃2 𝑋1- נובע ש0 , … , 𝑋𝑛 , 𝑎 = 𝑎 ולכן 0 ∈ 𝐴. 

 

זה אמנם מפתיע משהו אך תוצאה ממשפט פוטנם היא שקיים פולינום שערכיו החיוביים הם : דוגמה

אלגוריתם ישיר לבדיקת . ר"שהרי בוודאי קבוצת הראשוניים היא נל, בדיוק המספרים הראשוניים

אם כן .  מחלקים אותו ללא שארית1-ראשוניות פשוט יבדוק אם המספרים שקטנים מהקלט ושונים מ

ונס 'ג. המספר ראשוני, אחרת. סימן שהמספר אינו ראשוני ולכן האלגוריתם ייכנס ללולאה אינסופית

(Jones) , סאטו(Sato) , וואדה(Wada)  וווינס(Wiens) עשו את החישובים ו-𝑘 + מ " הוא ראשוני אמ2

 : נעלמים יש פיתרון שלם חיובי26-למשוואות הבאות ב

𝑤𝑧 + 𝑕 + 𝑗 − 𝑞 = 0 

 𝑔𝑘 + 2𝑔 + 𝑘 + 1  𝑕 + 𝑗 + 𝑕 − 𝑧 = 0 

16 𝑘 + 1 3) 𝑘 + 2  𝑛 + 1 2 + 1 − 𝑓2 = 0 

2𝑛 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑧 − 𝑒 = 0 

𝑒3 𝑒 + 2  𝑎 + 1 2 + 1 − 𝑜2 = 0 

 𝑎2 − 1 𝑦2 + 1 − 𝑥2 = 0 

16𝑟2𝑦4 𝑎2 − 1 + 1 − 𝑢2 = 0 

𝑛 + 𝑙 + 𝑣 − 𝑦 = 0 

 𝑎2 − 1 𝑙2 + 1 − 𝑚2 = 0 

𝑎𝑖 + 𝑘 + 1 − 𝑙 − 𝑖 = 0 

  𝑎 + 𝑢2 𝑢2 − 𝑎  
2

− 1  𝑛 + 4𝑑𝑦 2 + 1 −  𝑥 + 𝑐𝑢 2 = 0 

𝑝 + 𝑙 𝑎 − 𝑛 − 1 + 𝑏 2𝑎𝑛 + 2𝑎 − 𝑛2 − 2𝑛 − 2 − 𝑚 = 0 

𝑞 + 𝑦 𝑎 − 𝑝 − 1 + 𝑠 2𝑎𝑝 + 2𝑎 − 𝑝2 − 2𝑝 − 2 − 𝑥 = 0 

𝑧 + 𝑝𝑙 𝑎 − 𝑝 + 𝑡 2𝑎𝑝 − 𝑝2 − 1 − 𝑝𝑚 = 0 

לא ידוע מהו מספר המשתנים המינימלי ומהי הדרגה המינימלית של פולינום שמגדיר את המספרים 

 .הראשוניים

 𝒂𝒃𝒄 השערת

𝑛יהי : הגדרה ∈ ℕ .של  (3גרעין חופשי מריבועיםאו ) 2רדיקלנגדיר את ה𝑛י " ע𝑅 𝑛 =  𝑝𝑝|𝑛 

 .𝑛מכפלת הגורמים הראשונים השונים של 
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,𝑎יהיו : (1985( Oesterlé)אוסטרלה ) 𝒂𝒃𝒄-השערת 𝑏, 𝑐 ∈ ℤזרים כך ש -𝑎 + 𝑏 = 𝑐 . 0אזי לכל < ε 

 - כך ש𝜀- סופי וקבוע שתלוי רק ב 𝐶 𝜀קיים 

max  𝑎 ,  𝑏 ,  𝑐  < 𝐶 𝜀 𝑅 𝑎𝑏𝑐 1+𝜀  

המשמעות של ההשערה הוא היא למעשה שבמידה מסויימת הרדיקל שואף לאינסוף תחת התנאים 

,𝑎 -ש 𝑏, 𝑐 ∈ ℤזרים כך ש -𝑎 + 𝑏 = 𝑐 .הרי יכול להיות מספר מאוד גדול שהרדיקל שלו הוא קטן ,

𝑛למשל לכל  ∈ ℕ 𝑅 2𝑛 = ∞→lim𝑛- ולמרות ש2 2𝑛 = = 𝑅 2𝑛 הרדיקל תמיד ∞ אבל מדובר . 2

 .בשלשות מספרים זרים לא חסומות אז גם הרדיקל לא חסום

𝑎𝑛נסתכל על .  בהשערה𝜀נדגים את החשיבות של : דוגמה + 𝑏𝑛 = 32𝑛
− 1 = 𝑐𝑛 . קל לראות

2𝑛-באינדוקציה ש | 32𝑛
− 22בוודאי : 𝑛 לכל  1 = 4|80 = 322

−   ואז𝑛נניח עבור . 1

32𝑛 +1
− 1 = 32𝑛 2 − 1 

=  32𝑛
 

2
− 1 

=  32𝑛
− 1  32𝑛

+ 1  

 . 2𝑛-ולפי הנחת האינדוקציה זה מתחלק ב

𝑐𝑛- כך ש𝜇נניח בשלילה שקיים  ≤ 𝜇 ⋅ 𝑅 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛  .אזי 

max  𝑎𝑛  ,  𝑏𝑛  ,  𝑐𝑛   = 32𝑛
 

≤ 𝜇 ⋅ 𝑅 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛  

= 𝜇 ⋅ 𝑅   32𝑛
− 1 ⋅ 1 ⋅ 32𝑛

  

= 𝜇 ⋅ 3 ⋅ 𝑅 32𝑛
− 1  

= 𝜇 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 𝑅  
32𝑛

− 1

2𝑛
  

≤  𝜇 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅  
32𝑛

− 1

2𝑛
  

-נכפול את שני האגפים ב
2𝑛

32𝑛 2 ונקבל𝑛 ≤ 𝜇 ⋅ 6 ⋅
32𝑛

−1

32𝑛 . אבלlimn→∞ 𝜇 ⋅ 6 ⋅
32𝑛

−1

32𝑛 = 6𝜇 ולכן 

 .קיבלנו סתירה

𝑳𝑳𝑳ו -𝒂𝒃𝒄 

0יהיו : הגדרה ≠ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ .של השלשה 4עצמהנגדיר את ה 𝑎, 𝑏, 𝑐להיות  

𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 =
log max  𝑎 ,  𝑏 ,  𝑐  

log 𝑅 𝑎𝑏𝑐  
 

𝜉לכל ממשי (: (Masser)מאסר ) 𝒂𝒃𝒄-השערת >  קיים רק מספר סופי של שלשות של מספרים 1

,𝑎שלמים זרים  𝑏, 𝑐כך ש -𝑎 + 𝑏 = 𝑐 וכן 𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 𝜉. 
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,𝑎שלשות של שלמים  𝑏, 𝑐ל עם " אשר מקיימים את התנאי הנ𝜉 = שלשות . 𝒂𝒃𝒄-שלשות נקראות 1

,𝑃 𝑎שעבורן  𝑏, 𝑐 >  .טובות נקראות 1.4

 .שתי ההגדרות שקולות: תרגיל

 :2004 עם העצמות הכי גדולות הידועות נכון לשנת 𝑎𝑏𝑐-שתי הדוגמאות לשלשת: דוגמה

  רייסט(Reyssat :)𝑎 = 2, 𝑏 = 310 ⋅ 109, 𝑐 = 235 

𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 =
log max 2, 310 ⋅ 109, 235 

log 𝑅 2 ⋅ 310 ⋅ 109 ⋅ 235 
=

log 235

log 2 ⋅ 3 ⋅ 109 ⋅ 23 
= 1.6299 

 ניטז '(Nitaj :)𝑎 = 13 ⋅ 196 , 𝑏 = 230 ⋅ 5, 𝑐 = 313 ⋅ 112 ⋅ 31 

𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 =
log max 13 ⋅ 196 , 230 ⋅ 5, 313 ⋅ 112 ⋅ 31 

log 𝑅 13 ⋅ 196 ⋅ 230 ⋅ 5 ⋅  313 ⋅ 112 ⋅ 31 
 

=
log 313 ⋅ 112 ⋅ 31

log 13 ⋅ 19 ⋅ 2 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 11 ⋅ 31 
= 1.527 

 :תזכורת

𝑧1יהיו  .1 , … , 𝑧𝑟 𝑟וקטורים בלתי תלויים לינארית ב -ℝ𝑛 .5סריגה Λ עם בסיס 𝑧1 , … , 𝑧𝑟 הוא 

Λהקבוצה  = 𝑧1ℤ + ⋯ + 𝑧𝑟ℤ =  𝑚1𝑧1 + ⋯ + 𝑚𝑟𝑧𝑟 :  𝑚1 , … , 𝑚𝑟 ∈ ℤ𝑟 . 

𝑧1  הוא בסיס Λ לסריג 6בסיס מצומצם .2 , … , 𝑧𝑟 כך ש -𝑧1הוא וקטור קצר ביותר ב -Λ ולכל 

1 < 𝑖 ≤ 𝑟 𝑧𝑖הוא וקטור קצר ביותר ב -Λאשר בלתי תלוי לינארית ב -𝑧1 , … , 𝑧𝑖−1. 

𝑧1  מחשב בסיס 𝐿𝐿𝐿אלגוריתם  .3
∗, … , 𝑧𝑟

הבסיס כמעט מצומצם .  כמעט מצומצם לסריג ∗

1קיימים חסמים : במובן הבא < 𝑐1 , … , 𝑐𝑟כך ש -𝑧𝑖
∗ < 𝑐𝑖𝑧𝑖 1 לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 כאשר 

 𝑧1 , … , 𝑧𝑟 בסיס מצומצם של השריג . 

ניקח .  טובות𝑎𝑏𝑐- למציאת שלשות𝐿𝐿𝐿הציע להשתמש באלגוריתם  (Dokchister)יסטר 'דוקצ

𝑝1מספרים ראשוניים קטנים  , 𝑝2 , 𝑝3 ונעלה אותם בחזקות גבוהות אך קרובות 𝑘1 , 𝑘2 , 𝑘3 כדי לקבל 

 את

𝑎0 = 𝑝1
𝑘1 , 𝑏0 = 𝑝2

𝑘2 , 𝑐0 = 𝑝3
𝑘3  

,𝛼 ניתן למצוא מקדמים יחסית קטנים 𝐿𝐿𝐿בעזרת אלגוריתם  𝛽, 𝛾כך ש -𝛼𝑎0 + 𝛽𝑏0 + 𝛾𝑐0 = אז . 0

𝑎למספרים  = 𝛼𝑎0 , 𝑏 = 𝛽𝑏0 , 𝑐 = −𝛾𝑐0 יש רדיקל קטן ויש להם פוטנציאל להיות בעלי עצמה 

,  טובה𝑎𝑏𝑐-לכל שלשת מספרים גדולים עם רדיקל קטן יש פוטנציאל להיות שלשת, כמובן. גבוהה

 𝑎𝑏𝑐- השלשות154 מתוך 145יסטר הצליח למצוא 'ל דוקצ"אלא שפרקטית התברר שבשיטה הנ

 מתוך 145 מחשבים נמצאו 30בסוף שבוע אחד שבו הריצו חישובים על . הטובות הידועות באותו זמן

 . השלשות הידועות עד אז ועוד דוגמאות רבות חדשות154

𝑎0נסתכל על : דוגמה = 1, 𝑏0 = 34 , 𝑐0 =  אנחנו מעוניינים בפתרון המשוואה. 54

𝛼 + 34𝛽 + 54𝛾 = 0 

,𝛼 אם  𝛽, 𝛾  פיתרון אז 𝛼 = 34 −𝛽 + 54 −𝛾 י" ולכן קבוצת הפיתרונות ניתנת ע 
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Λ =  
34

−1
0

 ℤ +  
54

0
−1

 ℤ =   
34𝛽 + 54𝛾

−𝛽
−𝛾

 : 𝛽, 𝛾 ∈ ℤ  

   נותן לנו במקרה זה את הבסיס הכמעט מצומצם 𝐿𝐿𝐿אלגוריתם 
23
−8
1

 ,  
12
23
−3

 ועכשיו הפיתרונות   

 ,למשל. י צירופים לינאריים קטנים של הבסיס"שאנחנו מחפשים מתקבלים ע

 

𝛼
𝛽
𝛾
 = 1 ⋅  

23
−8
1

 + 0 ⋅  
12
23
−3

 ⇒ 𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 0.9904 

 

𝛼
𝛽
𝛾
 = 1 ⋅  

23
−8
1

 + 1 ⋅  
12
23
−3

 ⇒ 𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 0.3336 

 

𝛼
𝛽
𝛾
 = −1 ⋅  

23
−8
1

 + 2 ⋅  
12
23
−3

 ⇒ 𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1.568 

 

𝛼
𝛽
𝛾
 = 4 ⋅  

23
−8
1

 − 1 ⋅  
12
23
−3

 ⇒ 𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1.0848 

יסטר ניסויים מראים שכדאי 'לפי דוקצ.  טובה𝑎𝑏𝑐-אז אנחנו רואים שאחרי חיפוש קצר מצאנו שלשת

נראה שהשיטה , כמו כן. לבדוק את הצירופים הלינאריים של הבסיס אשר ממזערים את אחד הרכיבים

 .עובדת הכי טוב על מספרים באותו סדר גודל

𝑎1𝑥1נסתכל על המשוואה : (Siegel)הלמה של סיגל  + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 =  כאשר המקדמים רציונליים 0

𝑥1 למשוואה יש פיתרון רציונלי לא טריוויאלי . 𝐵י " וחסומים ע0ולא כולם  , … , 𝑥𝑛  כך שלכל 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 מתקיים 𝑥𝑖 < 1 +  𝑛𝐵 
1

𝑛−1 .(לא נוכיח זאת במסגרת זו) 

𝑎0-נניח ש. ננתח את השיטה = 𝑝1
𝑘1 , 𝑏0 = 𝑝2

𝑘2 , 𝑐0 = 𝑝3
𝑘3 אז . 𝑁 כמו למעלה כולם בערך בגודל  

𝛼𝑎0במקרה הכי גרוע בצירוף הלינארי הכי קטן מהצורה  + 𝛽𝑏0 + 𝛾𝑐0 =  המקדמים הם מסדר 0

1גודל  +  3𝑁 
1

3−1 = 1 +  3𝑁 ≈  3𝑁 . 3  יש בערך𝑁 
3

𝑖𝑎0 צירופים מהצורה  + 𝑗𝑏0 + 𝑘𝑐0 

0כאשר  ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤  3𝑁 . 3הם כולם בגודל לכל היותר𝑁 3𝑁 =   3𝑁 
3

 ולכן לפי עיקרון שובך 

אז במקרה הכי גרוע העצמה . 7היונים לפחות שניים מהם שווים וההפרש ביניהם נותן את היחס הרצוי

,𝑎של השלשה  𝑏, 𝑐שמתקבלת תהיה : 

𝑃 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≈
log 𝑁 3𝑁 

3 log  3𝑁 + log 𝑝1 + log 𝑝2 + log 𝑝3

 

=
log 𝑁 +

1
2

log 3 +
1
2

log 𝑁

3 ⋅
1
2

log 3 + 3 ⋅
1
2

log 𝑁 + log 𝑝1 + log 𝑝2 + log 𝑝3

 

=
2 log 𝑁 + log 3 + log 𝑁

3 log 3 + 3 log 𝑁 + 2 log 𝑝1 + log 𝑝2 + log 𝑝3 
 

                                                            
7

למעשה באופן פורמאלי לא בטוח ניתן להשתמש כאן בעיקרון שובך היונים משום שהחישובים מקורבים  

אולי יותר משכנע כאן הטיעון של פרדוקס יום . ומתקיים שגודל המספר הוא בערך לכל היותר מספר הצירופים
 ... אנשים שונים כדי למצוא שניים שיום הולדתם חל באותו יום בשנה366אנחנו לא באמת חייבים . ההולדת
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= 
3 log 𝑁 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡

3 log 𝑁 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡′ 𝑁→∞
    1 

 .𝑎𝑏𝑐-וזה החסם של השערת

 וודס-השערת ארדש

  התנאים𝑛- ו𝑚 כך שעבור טבעיים 𝑘קיים שלם : (Erdös-Woods)וודס -השערת ארדש

𝑅 𝑚 + 𝑖 = 𝑅(𝑛 + 𝑖) 0 לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1 

𝑚גוררים  = 𝑛. 

𝑘: דוגמה = 75-וודס משום ש- אינו מתאים להשערת ארדש2 = 3 ⋅ 52 , 1215 = 35 ⋅  וגם 5

76 = 22 ⋅ 19, 1216 = 26 ⋅ 19. 

, למעשה. אבל זה כמובן לא אומר שההשערה היא לא נכונה. ניתן למצוא אינסוף דוגמאות כאלה

𝑘-מאמינים ש =  . מקיים את הדרוש3

𝑘וודס נכונה עבור -אזי השערת ארדש.  נכונה𝑎𝑏𝑐-נניח שהשערת: משפט =  למעט אולי מספר 3

 .סופי של יוצאי דופן

= 𝑅 𝑚 אם 𝑛- ו𝑚צריך להראות שבהינתן טבעיים : הוכחה 𝑅(𝑛) ,𝑅 𝑚 + 1 = 𝑅 𝑛 + - ו 1

𝑅 𝑚 + 2 = 𝑅 𝑛 + 𝑚 אז  2 = 𝑛למעט מספר סופי של יוצאי דופן . 

𝑚-נניח בשלילה ש ≠ 𝑛 .כ "בה𝑚 > 𝑛 . נראה שיש לכל היותר מספר סופי של𝑚- ים שעבורם

𝑘וודס עם -מתקיימת השערת ארדש =  . וזה יוכיח את הטענה3

𝑎נסתכל על  = 𝑚 𝑚 + 2 , 𝑏 = 1, 𝑐 =  𝑚 + 𝑎אז . 2 1 + 𝑏 = 𝑐לכן לפי השערת.  והם זרים-𝑎𝑏𝑐 

0לכל  < 𝜀 קיים קבוע 𝐶 𝜀 כך ש - 

 𝑚 + 1 2 ≤ 𝐶 𝜀 𝑅 𝑚(𝑚 + 2) 𝑚 + 1 2 1+𝜀 = 𝐶 𝜀 𝑅 𝑚 𝑚 + 1  𝑚 + 2  
1+𝜀

 

= 𝑅 𝑚נתון שמתקיים  𝑅(𝑛) ,𝑅 𝑚 + 1 = 𝑅 𝑛 + 𝑅 𝑚- ו 1 + 2 = 𝑅 𝑛 + לכן עבור .  2

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 מתקיים 2 − 𝑛 =  𝑚 + 𝑖 −  𝑛 + 𝑖 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑅 𝑚 + 𝑖   . מספרים עוקבים הם

, 𝑅 𝑚תמיד זרים ולכן המחלק המשותף המקסימלי של כל שניים מתוך  𝑅 𝑚 + 1 , 𝑅 𝑚 +  הוא  2

𝑅 𝑚 𝑚-מכאן ש. 2 או 1 + 1  𝑚 + 2  |2 𝑚 − 𝑛  .נובע ש- 

𝑚2 ≤  𝑚 + 1 2 

≤ 𝐶 𝜀 𝑅 𝑚 𝑚 + 2  𝑚 + 1 2 1+𝜀  

= 𝐶 𝜀 𝑅 𝑚 𝑚 + 1  𝑚 + 2  
1+𝜀

 

≤ 𝐶 𝜀  2𝑚 − 2𝑛 1+𝜀  

≤ 𝐶 𝜀  2𝑚 1+𝜀  

0- שהרי מאחר ש𝑚-ומכאן אפשר לקבל חסם ל < 𝑚 נובע שמתקיים 𝑚 ≤ 𝐶 𝜀 21+𝜀𝑚𝜀 , כלומר

𝑚1−𝜀 ≤ 𝐶 𝜀 21+𝜀 ולבסוף 𝑚 ≤  𝐶 𝜀 21+𝜀 
1

1−𝜀. 



 דינה זליגר 𝑎𝑏𝑐-השערת סמינריון בתורת המספרים

 
9 

 

𝑘וודס עם - ועבורם מתקיימת השערת ארדש𝑛-ים אשר שונים מ-𝑚כלומר יש מספר סופי של  = 3. 

 

 קטלן וחברים, פרמה

הבעיה העשירית של הילברט היא אמנם לא פתירה אבל לא נואשנו מלחפש פיתרון לבעיות דומות 

 .תחת אילוצים מגבילים כלשהם

 מספיק גדול אין פתרון לא טריוויאלי למשוואת פרמה 𝑛עבור .  נכונה𝑎𝑏𝑐-נניח שהשערת: משפט

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛. 

𝑥𝑛-נניח ש: הוכחה + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 .כ "בה𝑥, 𝑦, 𝑧אחרת ניתן לחלק את כל המשוואה ב.  זרים-

gcd 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑛 .כמו כן ניתן להניח ש-𝑥, 𝑦, 𝑧נסמן .  חיוביים𝑎 = 𝑥𝑛 , 𝑏 = 𝑦𝑛 , 𝑐 = 𝑧𝑛 . אז הם זרים

𝑎ומתקיים  + 𝑏 = 𝑐ולכן ניתן להשתמש בהשערת -𝑎𝑏𝑐 . 0לכל < 𝜀 קיים קבוע 𝐶 𝜀 כך ש - 

𝑧𝑛 = max 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 , 𝑧𝑛 ≤ 𝐶 𝜀 𝑅 𝑥𝑛𝑦𝑛𝑧𝑛 1+𝜀 = 𝐶 𝜀 𝑅 𝑥𝑦𝑧 1+𝜀 ≤ 𝐶 𝜀  𝑥𝑦𝑧 1+𝜀  

𝑥𝑦𝑧 𝑛 -ומכאן ש ≤ 𝑧3𝑛 ≤ 𝐶 𝜀 3 𝑥𝑦𝑧 3+3𝜀 , כלומר 𝑥𝑦𝑧 𝑛−3−3𝜀 ≤ 𝐶 𝜀 3ולכן  

 𝑛 − 3 − 3𝜀 log 𝑥𝑦𝑧 ≤ 3 log 𝐶 𝜀  

𝑥𝑦𝑧אבל  ≥ 𝑛  ולכן 2 − 3 − 3𝜀 log 2 ≤ 3 log 𝐶 𝜀  ולבסוף 𝑛 ≤
3 log 𝐶 𝜀  

log 2
+ 3 + 3𝜀 . אז עבור𝑛 

 .אשר גדול מחסם זה לא קיימים פתרונות לא טריוויאליים למשוואת פרמה וסיימנו

 

מעניין לשים לב שהחזקה ומספר המשתנים מהווים גורמים קריטיים בבדיקת קיום : דוגמה

𝑥3למשל למשוואה . הפתרונות + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑤3 = לא נוכיח ) יש אינסוף פתרונות שלמים 0

 .(במסגרת זו

𝑥𝑝היא משוואה מהצורה  (Catalan )משוואת קטלן: הגדרה − 𝑦𝑞 = ,𝑝 כאשר 1 𝑞, 𝑥, 𝑦 משתנים 

2ומחפשים פיתרונות  ≤ 𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ. 

𝑝-המקרה ש = 𝑞 =   במשוואת קטלן הוא לא מעניין כי אז המשוואה היא למעשה2

𝑥2 − 𝑦2 =  𝑥 − 𝑦  𝑥 + 𝑦 = 1 

𝑥אבל אנחנו מדברים על חוג השלמים אז  − 𝑦ו -𝑥 + 𝑦האיברים .  הם ההופכיים אחד של השני

 :אז צריך לפתור את המשוואות. ±1ההפיכים היחידים בחוג השלמים הם 

 
𝑥 − 𝑦 = 1
𝑥 + 𝑦 = 1

          
𝑥 − 𝑦 = −1
𝑥 + 𝑦 = −1

  

𝑥במקרה הראשון נקבל  = −1, 𝑦 = 𝑥 ובמקרה השני נקבל 0 = 1, 𝑦 = אבל אלה לא עומדים . 0

 ...2בדרישות שהמשתנים יהיו לכל הפחות 
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2אם  < 𝑝 = 𝑞שהרי ,  אז למשוואה יש מספר סופי של פתרונות𝑥𝑝 − 𝑞𝑝 =  𝑥 − 𝑦 𝑄 𝑥, 𝑦  כאשר 

𝑄 𝑥, 𝑦  פולינום מדרגה 𝑝 − 𝑥𝑝, כעת. 1 − 𝑦𝑝 = 𝑥מ " אמ1 − 𝑦 = ,𝑄 𝑥 וכן ±1 𝑦 =  עם ±1

𝑦מהמשוואה הראשונה נקבל למשל . סימנים מתאימים = 𝑥 − ,𝑄 𝑥 ואז 1 𝑦 = 𝑄 𝑥, 𝑥 − 1  

,𝑄 𝑥 ולמשוואה 𝑥-פולינום ב 𝑥 − 1 =  𝑦כל פיתרון כזה קובע את .  יש מספר סופי של פתרונות1

𝑦-ובאותו אופן במקרה ש. המתאים לו = 𝑥 +  .(או אפס) סופי הפתרונותכ מספר "סה. 1

𝑝האמת היא שדי ברור שאם  = 𝑞ו -𝑥 ≠ 𝑦 אז 𝑥𝑝 − 𝑦𝑞 ≠ בכל אופן מה שיותר מעניין הוא . 1

2למשוואת קטלן עם שאפשר להראות ש < 𝑝, 𝑞כלשהם יש לכל היותר מספר סופי של פתרונות . 

הפיתרון היחיד למשוואת : (2002-ב (Mihăilescu)י מיהיילסקו "ההשערה הוכחה ע) השערת קטלן

32קטלן הוא  − 23 = 1 . 

𝑥𝑝למשוואה : קטלן-השערת פרמה + 𝑦𝑞 = 𝑧𝑟 יש רק מספר סופי של פתרונות כאשר 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ 

,𝑝-זרים ו 𝑞, 𝑟 ∈ ℕכך ש -
1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
< 1. 

 :קטלן הם-הפתרונות הידועים כיום למשוואת פרמה: דוגמה

1𝑝 + 23 = 32 

25 + 72 = 34 

132 + 73 = 29 

27 + 173 = 712  

35 + 114 = 1222  

338 + 15490342 = 156132  

14143 + 22134592 = 657 

92623 + 153122832 = 1137  

177 + 762713 = 210639282 

438 + 962223 = 300429072 

 .3-משערים שאין כלל פתרונות כאשר כל החזקות גדולות מ

 .קטלן נכונה-אז השערת פרמה.  נכונה𝑎𝑏𝑐-נניח שהשערת: משפט

נסתכל על התנאי : הוכחה
1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
< -נטען ש. 1

1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
≤

41

42
שהרי אם , 

1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
<  אז 1

𝑝 ≠ - ואז צריך ש2 לכל הפחות 𝑝אז . 1
1

𝑞
+

1

𝑟
<

1

2
𝑞לכן .  ≠

1

2
לכן . 3 והוא לכל הפחות 

1

𝑟
<

1

6
 𝑟 ולכן 

-מכאן ש. 7לכל הפחות 
1

𝑝
+

1

𝑞
+

1

𝑟
≤

1

2
+

1

3
+

1

6
=

41

42
0 נובע שלכל 𝑎𝑏𝑐-אז לפי השערת.  < 𝜀 קיים 

max  𝑥 𝑝- כך ש 𝐶 𝜀קבוע  ,  𝑦 𝑞 ,  𝑧 𝑟 ≤ 𝐶 𝜀 𝑅 𝑥𝑝𝑦𝑞𝑧𝑟 1+𝜀 .כ "בה𝑥, 𝑦, 𝑧חיוביים ו -𝑧𝑟 הוא 

 אז מתקיים. המקסימלי

𝑧𝑟 = max  𝑥 𝑝 ,  𝑦 𝑞 ,  𝑧 𝑟  

≤ 𝐶 𝜀 𝑅 𝑥𝑝𝑦𝑞𝑧𝑟 1+𝜀  

= 𝐶 𝜀 𝑅 𝑥𝑦𝑧 1+𝜀  

≤ 𝐶 𝜀  𝑥𝑦𝑧 1+𝜀  

= 𝐶 𝜀   𝑥𝑝 
1
𝑝 𝑦𝑞 

1
𝑞 𝑧𝑟 

1
𝑟 

1+𝜀
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≤ 𝐶 𝜀   𝑧𝑟 
1
𝑝

+
1
𝑞

+
1
𝑟 

1+𝜀

 

≤ 𝐶 𝜀  𝑧
41
42

𝑟 
1+𝜀

 

𝜀נבחר למשל  =
1

83
𝑧𝑟 ונקבל  < 𝐶  

1

83
 

83
,𝑥 חסום ומהיותו מקסימלי גם 𝑧 ולכן  𝑦 חסומים ומספר 

 .הפתרונות סופי

 

 השערת מורדל

,𝑃 𝑋י משוואה דיופנטית הומוגנית " עקומה שנתונה ע𝒞 שדה ותהי 𝕂יהי : הגדרה 𝑌 =  𝑃 כאשר 0

,𝑥 נקודה . 𝕂-פולינום עם מקדמים ב 𝑦  על העקומה 𝒞 אם סינגולרית נקראת ∇𝑃 𝑥, 𝑦 = 08 .

,𝑥 נקודה סינגולרית  𝑦  אם 9נקודה כפולה רגילה נקראת 𝑟𝑎𝑛𝑘  𝐻 𝑃 𝑥, 𝑦   < אם כל . 210

 י" מוגדר ע𝒞 של 11גנוסהנקודות הסינגולריות של העקומה הן כפולות רגילות אז ה

𝑔 =
1

2
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 − 𝑟 

𝑛כאשר  = deg 𝑃ו -𝑟כלומר ללא נקודות , אם עקומה היא חלקה.  מספר הנקודות הכפולות הרגילות

𝑟אז , סינגולריות = 0. 

 .שיש במשטח" חורים"אפשר להראות שהגנוס הוא למעשה מספר ה

 
 

 

 

𝑔 = 3 𝑔 = 2 𝑔 = 1 𝑔 = 0 

 

 עקומה 𝒞תהי :(1983בשנת  (Faltings)י פלטינגס "ההשערה הוכחה ע) (Modell)השערת מורדל 

לא נוכיח זאת ).  יש רק מספר סופי של נקודות רציונליות𝒞-אזי ל. 1- עם גנוס גדול מℚשמוגדרת מעל 

 (במסגרת זו

                                                            
8

,𝑓 𝑥1∇  הוא 𝑓של פונקציה  (Gradient)הגרדיאנט   … , 𝑥𝑛  𝑥 =   𝜕𝑓

𝜕𝑥1
 
𝑥 

, … ,  
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
 
𝑥 
  

9
 Ordinary double point 
10

 הוא מטריצת הנגזרות השניות 𝑓של פונקציה  (Hessian)ההסיאן  

 𝐻 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛   
𝑥 

=

 

 
 

 𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝑥1
 
𝑥 

⋯  𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝑥𝑛
 
𝑥 

⋮ ⋱ ⋮
 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛 𝑥1
 
𝑥 

⋯  𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛 𝑥𝑛
 
𝑥  

 
 

 

11
 Genus 

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Triple_torus_illustration.png
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Double_torus_illustration.png
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Torus.png
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Sphere-wireframe.png
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 אז למעשה מדובר בספרה ואו 0אם הגנוס הוא .  טיפלנו בשבוע שעבר1 או 0במקרים שהגנוס הוא 

 אז מדובר בעקומה אליפטית ומשפט מורדל 1ואם הגנוס הוא . שאין נודות רציונליות או שיש אינסוף

 .אומר שהנקודות הרציונליות מהוות חבורה אבלית נוצרת סופית

𝑥𝑛 היא העקומה עקומת פרמה: הגדרה + 𝑦𝑛 − 1 = 0 

נשים לב שכל נקודה רציונלית על עקומת פרמה מתאימה לפיתרון שלם של משוואת פרמה : הערה

 , שהרי. ולהפך
𝑝

𝑞
 

𝑛
+  

𝑟

𝑠
 

𝑛
− 1 = 0 ⇔ 𝑝𝑛 + 𝑟𝑛 =  𝑞𝑠 𝑛. 

 .עקומת פרמה היא חלקה: טענה

𝑥𝑛 ∇מתקיים : הוכחה + 𝑦𝑛 − 1 =  𝑛𝑥𝑛−1 , 𝑛𝑦𝑛−1  . אבל 𝑛𝑥𝑛−1 , 𝑛𝑦𝑛−1 = מ " אמ 0,0 

 𝑥, 𝑦 =  .אבל הראשית לא נמצאת על העקומה ולכן אין לעקומת פרמה אף נקודה סינגולרית.  0,0 

 

𝑔הגנוס של עקומת פרמה הוא : מסקנה =
1

2
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 . 

𝑛אם  = 𝑔 אז 2 = 𝑛אם .  השלשות הפיתגוריות– ויש אינסוף פתרונות למשוואה 0 = 𝑔 אז 3 = 1 

𝑛אם . אבל אוילר הוכיח כבר הוכיח שאין פתרונות לא טריוויאליים ≥ 𝑔 אז 4 >  ואז לפי משפט 2

פלטינגס לעקומת פרמה יש רק מספר סופי של נקודות רציונליות ולכן למשוואת פרמה יש לכל היותר 

 .מספר סופי של פתרונות שלמים

 (לא נוכיח זאת במסגרת זו). אזי השערת מורדל נכונה.  נכונה𝑎𝑏𝑐-נניח שהשערת: משפט

  נוספיםמקורות

1. Diophantine sets : http://www.jstor.org/view/00029890/di991801/99p02593/0 

2. The 𝑎𝑏𝑐-conjecture : http://www.msci.memphis.edu/preprint/wthesis.pdf 

3. The 𝑎𝑏𝑐-conjecture : http://www.thehcmr.org/issue1_1/elkies.pdf 

4. 𝐿𝐿𝐿 & 𝑎𝑏𝑐: http://tinyurl.com/2srjh6 (from the university's computers or using 

tango from home) 

5. Siegel's lemma: http://en.wikipedia.org/wiki/Siegel's_lemma 

 

 

http://www.jstor.org/view/00029890/di991801/99p02593/0
http://www.msci.memphis.edu/preprint/wthesis.pdf
http://www.thehcmr.org/issue1_1/elkies.pdf
http://tinyurl.com/2srjh6
http://en.wikipedia.org/wiki/Siegel's_lemma
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