20.6.2007   
תשובות לשיעורי בית. 

א' נניח שנתונים 4 תפוחים שיש לחלק אותם בין 3 אנשים. האם המודל 

(4 apples):3=11/3 apples

מתאים למקרה הזה? מה הבדל בין שימוש במספרים שלמים לצורך ספירה לבין שימוש בשברים?

תשובה.

“There is often an attempt to create illusion of straightforward transition from the whole numbers to fractional ones turning to examples such as the division of four apples among three persons. It is usually passed over in silence that the operation

(4 apples):3=11/3 apples

makes sense only if the apples are of equal magnitude. “One apple” appears here unavoidably as a unit of volume or weight. It is possible to count objects of very different nature: two suitcases and a watermelon may compose three objects taken to a trip, however, two suitcases and a half of a watermelon are not 21/2 objects,- use of fractions assumes uniformity both of objects and of their parts, that is always essentially connected with measurements.” (Kolmogorov, 1960, p.8.)

Kolmogorov makes a sharp distinction between the possible non- homogeneity of physical models for the natural numbers versus those for fractional numbers. However, the idea under the counting process is exactly an act of homogenization of the objects under count. When counting we neglect the differences between the objects under count. Similarly, in real situations most people will apply the fraction number model to apples neglecting the differences between individual apples (if these differences are not too large). Kolmogorov, A.N. (1960) Introduction to the Russian translation of  H.Lebesgue, La Mesure des Grandeurs, Russian Federation Ministry of Education Press, Moscow.

ב' מה משמעות של "x" ב- x2-5x+6=0? איזו ישות זאת?

A symbolic treatment of algebraic problems is an interplay between equations and unknowns appearing in them. An unknown can be seen either as an object of the type it represents or as some kind of non-entity (e.g. a placeholder, a “hole”, or a meaningless literal) associated with such an object. There are four basic metaphors associated with equations

1. An equation as a shorthand for the verbal description of the problem or of the constraint.

2. An equation as a description of a procedure: each side-hand describes an algorithm of creating two equal entities.

3. An equation as a complex object from which the unknown has to be extracted by some permitted set of manipulations.

4.  An equation as a device. Candidates for solutions could be inserted into and processed through this device.

The last two metaphors associate equation with an object, while the first two are non-entity metaphors.

The relative importance of an unknown and an equation differ in various interpretations. It is proper to say that an interpretation is driven by unknowns, by equations or by both of them, dependent on which is associated with the metaphoric entity. 

I. Interpretations driven by unknowns

1. An unknown is an object described by the equation which serves as a shorthand of the verbal formulation of the problem.

This is a classical “thing” interpretation as used by medieval and Renaissance mathematicians. This “thing” is manipulated with the purpose of revealing what it is (since the object in question is of the number type, answering amounts to finding its value). 

Until the mid-20th century abstract mathematical entities differ from physical entities by their lack of location in whatever sense.  The computer revolution contributed a new tangible metaphor for the algebraic symbolism:  “x” is the name of a location (an address) in which the object in question should be found (or posed). In addition to actual use in computers this association can be employed as a metaphor for educational purposes.

The "unknown-as-a-thing" metaphor is inconvenient when there is more than one solution. This problem does not exist in the next interpretation.
2. The probabilistic interpretation. It is a generalization of the “thing” interpretation: “x” is one of the roots, but we cannot establish which, i.e. we do not have sufficient information to find the unique answer. So the general solution of a quadratic equation just limits the number of possibilities to two.

II. Equation-driven interpretations.

3.  The equation is an object - a device. “X” is a place (a ”hole”) in this device into which something (number objects) can be inserted. Objects that can be successfully inserted into the equation are called “solutions”.

Such an approach is allured by equation precursors that looked similarly to their modern counterparts except for “x” which was absent. 

Trying to make a “device” more specific one can think about the equations as filters. The filtering procedure (similar to the Eratosthenes sieve) is applied to numbers, and only certain values – roots of the equation – survive. Here “x” is associated with the special form of a “hole” in the filter. This view gives conceptual support to solutions by trials: different values are substituted instead of “x” and checked whether they satisfy the equation.

The switch from the “thing” interpretation of unknowns to the placeholder construal appeared already in Descartes. This change of the perspective contributed to arousal of the concept of a function.

4. Equations are forms. Literals are components of these forms that do not have meanings except inside the equation. Thus the role of  “x” is reduced to a meaningless literal which needed to present an equation. This approach is typically taken when one performs various manipulations simplifying a complicated expression appearing in an equation.

The letter symbol has also a role of a different kind: it serves as a prosthesis for a human solver, helping in intermediate computations. This need can be attributed to the peculiarity of human mind that has to have “some-thing” to work with. 

Both an auxiliary nature of literal symbols, associated with the specifics of human thought, and the interpretation of equations as forms can be appreciated from the way the equations are submitted to computers. The problem of solving the equation x2-5x+6=0 may be written as following: 

Apply the algorithm Quadratic Equation Solver to the input (1,-5,6).

Here the equation form determines the solving algorithm. There is no need for an unknown symbol (at the output “x” may appear to help a human comprehend the result of the computation).  

The purely formal train of thought associated with this interpretation contributed greatly to development of mathematics. The immediate application was to the theory of equations, then the formal algebraic method was applied in other fields. So Euler used it developing methods of infinite series expansions, it is employed in the method of generating functions in combinatorics. 

One advantage of the equation driven interpretations is that there is no conceptual difficulty with the multiplicity of solutions.  
III. Combined interpretations

Here we deal with interpretations that view both, unknowns and equations, as metaphoric objects. In some cases different views can be applied at separate stages. E.g. a root is found by analytical methods and, then, the validity of the solution is checked by a test, i.e. by inserting a found object into the equation-device. Below inherently combined interpretations are described, i.e. these in both unknowns and equations are construed as objects simultaneously.

5. The unknown is an object that has to be extracted from the equation object.

In all but very simple cases the “thing” interpretation as it is described above is not sufficient for revealing the value of an unknown. The equation is more than just a shorthand of the verbal description. To solve an equation it has to be considered as an object from which the unknown has to be extracted. As a relevant metaphor for the solution of 

x2+5x+6=0,

one can think about some alloy from which the valuable part (“x”) is extricated. This construal is a combination of the “thing” interpretation of an unknown and the “form” interpretation of an equation.

Similarly to the “thing” interpretation, this construal is not convenient in the case when there are several solutions. Such a problem does not exist in the next interpretation. 

6. “x” is a “generalized number”.

The notion of a “generalized number” has a strange place in mathematics. It is non-existent in mathematics proper and appears exclusively in mathematics education literature. 
It seems, that “generalized number” is just a representative (generic) member of the set of solutions, e.g. {x: x2-5x+6=0}. 

The difference between this and the probabilistic interpretation is that in the later the emphasis is on finding the correct solution, and the multitude of roots is construed as the inability to reach the desired end without additional data. In the general number interpretation there is no goal to find the unique solution out of several candidates. 
It seems that the intuitive vagueness attached to an unknown as a mathematical object appears contradicts the fact that precision could be seen as the most characteristic feature of mathematics. The explanation of this apparent paradox lies in the difference between the status of mathematical procedures which have to be precise, and intuitive meanings associated with these procedures and with mathematical entities involved. The latter are not a part of mathematics. However, these meanings provide guidance to human minds, and mathematical procedures are ultimately grounded in them.
התפתחות אלגברה

התפתחות חשובה שחלה במאה 16 הייתה מיזוג בין מתמטיקה טהורה נוסח אוקלידס ומתמטיקה שימושית לצורך חישובים מעשיים.

אלגברה מודרנית התפתחה מפירוש חדש שנתנו מדענים ערביים מימי הביניים ומדענים אירופיים לפתרון בעיות גיאומטריות המופיעות בספר שני של אוקלידס. המקור הנוסף שהתגלה לקראת סוף ימי הביניים הוא ספרים של דיופנטס שחי באלכסנדריה במאות 3 ו-4 לספירה. דיופנטוס היה כנראה ראשון שהכניס סימון סימבולי לעבודותיו, אך שיטתו נשכחה ולא השפיע על התפתחות אלגברה בשלביה הקריטיים של המצאת השיטה הסימבולית.
פתרון משוואה לינארית
ax=bc
(יש להדגיש שכל הערכים נתונים כאורכים וכל המכפלות כשטחים. יוונים לא הכפילו אורך באורך!)

השאלה ששאלו היוונים: נתונים שלושה קטעים. לבנות מלבן על הראשון ששטחו יהיה שווה למלבן הבנוי על השני והשלישי.
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בונים מלבן OCDB בעל צלעות באורך b ו- c. על הישר OC מוצאים נקודה A כך שאורך של OA שווה ל- a. משלימים בניית מלבן OAEB, מעבירים אלכסון OE אשר חוצה את CD בנקודה P.

נראה שהערך שחיפשנו שווה לאורך של CP.

אלכסון OE חוצה את המלבן לשני משולשים שווים. כל אחד מהמשולשים האלה מורכב משני משולשים ומלבן.

(OQP=(OCP; (PDE=(PRE ( SPDBQ= SCARP
אך 

SPDBQ=c((b-x); SCARP=x((a-c)

כלומר

cb-cx=ax-cx ( cb=ax OR ax=bc.

 פתרון יווני של משוואה ריבועית (ספר 2 של אוקלידס טענה 5)  

If a straight line is cut into equal and unequal segments, then the rectangle contained by the unequal segments of the whole together with the square on the straight line between the points of section equals the square on the half.

אם ישר נחצה לשתי קטעים שווים ולשני קטעים לא שווים אז המלבן הבנוי על הקטעים הלא שווים ביחד עם הריבוע הבנוי על הישר  בין נקודות החיתוך שווה לריבוע הבנוי על חצי הישר.

הוכחה. נתון AC=CB ונק' D על AB. נעביר קו KM מקביל ל- AB כך ש- BM=BD. נבנה ריבוע CEFB ונעביר אלכסון BE. נעביר DG במקביל ל- CE. נקבל נק' H.
יש להוכיח 
SADHK+SLHGE=SCEFB.

(הריבוע LHGE שווה לריבוע הבנוי על CD)


[image: image2.wmf]B

D

C

M

H

F

G

E

L

K

A


מתקיים CDHL=FGHM, לכן CBLM=DBFG. מכאן CAKL=DBFG. נוסיף לשני הצדדים מלבן CDHL ונקבל ששטח המלבן ADHK שווה לשטח הגנומון (gnomon) המודגש. נוסיף לשני הצדדים ריבוע LHGE ונקבל את המבוקש.
( גנומון זאת צורה  כזאת: 
[image: image3.emf])
מבחינה אלגברית אפשר לפרש את הטענה הזאת כהוכחה לזהות
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כאשר AD=a ו- DB=b.

 אפשר לתרגם את הטענה הזאת לבעיה של פתרון של משוואה ריבועית. היו אנשים שחשבו שמטרה של אוקלידס היה לפתור משוואה ריבועית בשיטה גיאומטרית. עכשיו רוב החוקרים שוללים את הדעה הזאת.

תרגום של הטענה למונחים של בעיה ריבועית הוא כדלקמן:

מצא שני ערכים x ו- y כך ש- הסכום שלהם שווה ל- a והמכפלה ל- b2. נזהה BD  עם x, נציב  y=a-x, נקבל משוואה 

x(a-x)=b2

או

x2+b2=ax, a>2b.
עכשיו אפשר לנסח את הבעיה באופן הבא: בהינתן שני קטעים שאורכיהם a ו- b לבנות קטע x כך שיתקיים

ax-x2=b2

(Boyer, C. and Merzbach, U.C. (1989) A History of Mathematics (2nd edition), John Wiley and Sons, p.110)
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פתרון. 1) נעביר AB=a; 2) נחצה את AB: AC=CB;

3) נבנה CP=b ניצב ל- AB (בניה של ניצב מתוארת בספר 1);

4) מ- P נשרטט מעגל ברדיוס a/2;

5) המעגל חוצה את AB בנקודה D.
6) x=DB. 
הוכחה. מהבניה 
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כפי שמתקבל מהפתרון של משוואה ריבועית.

ללא שימוש בנוסחה לפתרון של המשוואה ריבועית ההוכחה היא כדלקמן:

לצורך הוכחה נבנה מלבן ABMK וריבוע CBFE בעל צלע באורך a/2. נסמן ב- L נקודת חיתוך בין CE ו- KM. 
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נקבל LE=CD=a/2-x, לכן LHEG ריבוע.

ממשולש PCD מקבלים
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לכן (כיוון ש- CD=LH) מתקיים
SCBFE-SLHGE=(a/2)2-((a/2)2-b2)=b2

SADHK=SCBFE-SLHGE=b2
ובכן

SABMK=ax=SADHK+SDBMH=b2+x2 ( x2+b2= ax.
מדענים של מאות 16 ו- 17 חשבו שהיוונים בכוונה הסתירו את הידע שלהם בפתרון משוואות. ציטוטים מ- 

Klein (1968), Greek mathematical thought and the origin of algebra, Dover Publications, New York, p.272, endnote 245
Decartes: “They perhaps feared, just as many inventors have been found to have done in the case of their discoveries, that because mathematics was easy and simple it would become cheapened in becoming popularized, and they preferred to exhibit to us in its place as the results of their art certain sterile truths, very acutely demonstrated by deductions, so that we might admire those, instead of teaching us art itself, which would have quite subverted our admiration.”

Decartes says that ancients in their writings made use of “synthesis” but not of “analysis” not because they did not know the latter but, “so far a I can judge, because they made so much of it that they wished to reserve it to themselves alone as a secret”.

Wallis (1695): “We cannot doubt that the Greeks long ago had this algebra, but it was concealed with care.”

הגישה הזאת התקבלה גם ע"י המדענים החדשים בעצמם גם דקרט וגם ניוטון כתבו בכוונה באופן לא ברור. ניוטון אמר שהוא רוצה שרק מתמטיקאים טובים יצליחו להבין תיאוריה של  Principia מתוך הדגמות שלו. 

פתרון משוואה ריבועית על-ידי אל-חורזמי
 (780-850). כאן יש עדיין שימוש בגיאומטריה, אך ההוכחה אנליטית. אל-חורזמי שואל שאלה הבאה: מה צריך להיות ריבוע, אשר אם מוסיפים לו 10 פעמים השורש שלו מקבלים 39?

כלומר הוא פותר משוואה x2+10x=39.

בניגוד לשיטה היוונית אל-חורזמי משרטט ריבוע בעל אורך הצלע שהוא מחפש (ולא בונה אותו) ומוכיח את הנכונות. כדי להוכיח את האלגוריתם שלו אל-חורזמי מפרש ערכים אלגבריים כשטחים של מלבנים. הוא משווה בין שטח המלבן ששטחו שווה ל- 39 שבנוי מריבוע בעל צלע באורך x ומלבן בעל אורכי צלעות 10 ו- x. הוא מחלק את המלבן 10(x ל-4 מלבנים שוווים ובונה צורת צלב (את האיור האמצעי, שני השרטוטים האחרים שירטטתי לשם הסבר). השטח של צורת הצלב שווה ל- 39, הוא משלים את צורת הצלב לריבוע בעל צלע x+10/2, כלומר 

(x+10/2)2=39+(10/2)2 ( x=sqrt(39+(10/2)2)-10/2.
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אלגברה ערבית הייתה ללא סימון ומבוססת על מילים בלבד. כדי להדגים את הקושי של "אלגברה מילולית" נביא דוגמה ספר מעשה חושב לרלב"ג (ר' לווי בן גרשון) ממאה 14 הכתוב בעברית.

הנה נסדר לך שאלות מתחלפות [שונות] עד שתבין מהם כל מה שידמה להם.

1. שאל השואל: לקחנו חלק מונח [נתון] או חלקים מונחים ממספר נעלם, והיה מספר מונח, כמה מספר הנעלם? הדרך בזה שתקח המורה הראשון [מכנה משותף ראשוני הקטן ביותר] לכל החלקים, ותקח מהמורה החלקים ההם, והעולה [התוצאה] הוא השמור, ערוך [תכפיל] המורה על המספר המונח השני, וחַלק העולה על השמור, והנה המספר המבוקש.

דמיון [דוגמה] זה שיהיו ב' חמישיות וג' רביעיות ושלישית מספר מה, [שווה] עשרים. ורצינו לדעת כמה כל המספר. הנה המורה [מכנה משותף] לכל אלו חלקים הוא ס', לקחנו ממנו [מ- 60] אלו חלקים ועלה פ'ט' והוא שמור.  ערכנו המורה על עשרים ועלה י'ב' מאות. חֹלקים על השמור, ועלה י'ג' שלמים ומ'ג' חלקים מפ'ט' באחד שלם, וככה מבוקש. ואם תרצה תוכל לבחון זה.

בסימון שלנו:
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והיה זה כן, לפי שהיחס ב' חמישיות ס' אל ס' כיחס ב' חמישיות המספר הנעלם אל המספר הנעלם, וכן יתבאר שיחס ג' רביעיות ס' אל ס' כיחס ג' רביעיות המספר הנעלם אל המספר הנעלם, ושיחס שלישית ס' אל ס' כיחס שלישית המספר הנעלם אל המספר הנעלם. וכאשר קבצנו הנה יהיה יחס כל החלקים האלו הלקוחים מס' אל ס' כמו יחס כל החלקים האלו הלקוחים ממספר הנעלם אל המספר הנעלם. אם כן, יחס פ'ט' אל ס' הוא כיחס עשרים אל המספר הנעלם. אם כן שטח [מכפלה] ס' שהוא השני, בעשרים שהוא השלישי, כמו שטח פ'ט' שהוא הראשון, במספר הנעלם. והקש על זה.

הסבר להסבר: 
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כאן יש שימוש בטענה 19 של ספר 7 של אוקלידס האומר של A/B=C/D ( A(D=B(C.
אוסף בעיות של הרלב"ג מופיע באתר

http://www.stonehill.edu/compsci/shai%27spubs.htm
[image: image12.wmf]
From: Barbara Ann van Amerom, (2002) Reinvention of early algebra : developmental research on the transition from arithmetic to algebra, Proefschrift Universiteit Utrecht, Ch.3, p.39.

www.library.uu.nl/digiarchief/dip/diss/2002-1105-161148/inhoud.htm

.

� המילה "אלגוריתם" נוצרה משמו.





PAGE  
10

_1210574370.bin

_1243850876.bin

_1243851144.unknown

_1210574745.bin

_1217677688.bin

_1210574661.bin

_1115981933.unknown

_1210336957.unknown

_1210491912.bin

_1210336388.unknown

_1111910922.unknown

