מה זה מתמטיקה?

נשווה בין שני מקרים הבאים.

א' אנתרופולוג חוזר מביקור בשבט "פרימיטיבי" חזרה לעולם ה"מודרני" ומתאר לעמיתיו את הטכסים המוזרים והלא מובנים של השבט. 

הנחת יסוד בהתנהלות הזאת היא שאנו יכולים להסתכל על הטכסים של השבט מ"למעלה", כלומר אנו ה"מבוגרים" או ה"נאורים" אשר מסוגלים לנתח את התנהגות של בני השבט אשר נתפשים כ"ילדים" בעלי אמונות תפלות וחשיבה נחותה.

ב' ילדים מסתכלים על התנהגות של המבוגרים על טכסיהם המוזרים ולא מובנים ודנים בהם ביניהם.

הנחת היסוד של הדיונים האלה היא נקודת מבט מ"למטה" כלפי "מעלה". לילדים ברור שלמבוגרים יש סיבות מוסתרות המצדיקות את התנהגותם.

שאלה: אדם זר (כגון אנתרופולוג, ילד או מנקה) נקלע לדיון מקצועי של מתמטיקאים אשר נראה מבחוץ כמו טכס מוזר ולא מובן. האם המצב הזה דומה יותר לתיאור א' או לתיאור ב'? מה מבדיל בין התנהגות שראויה להסתכלות מ"למטה" כלפי "מעלה" מצד אלה שלא מבינים אותה?

תשובתי: התנהגות מוזרה יכולה להיות מוצדקת רק אם לאנשים "נושאי התנהגות הנדונה" יש הסבר משכנע מבחינתם להתנהגות הזאת, רק אם הם עושים רפלקציה בהקשר להתנהגותם. אדם זר המשקיף מהצד יכול לא לקבל את ההסבר, אך זה עניין אחר.

מסקנה: עיסוק מקצועי במתמטיקה דורש הסבר עצמי לעיסוק הזה הכולל התבוננות על התחום, כלומר השאלה "מה זה מתמטיקה?" 

 הגדרות שונות

מדע מופשט העוסק במספרים ובצורות, בתכונותיהם ובמבנים הגיוניים הנגזרים מהם.

(אנציקלופדיה העברית)

Mathematics is the science concerned with logical deduction of consequences from general premises of all reasoning. (Britannica, 1911)

Mathematics is the science of structure, order, and relation that has evolved from elemental practices of counting, measuring, and describing the shapes of objects. It deals with logical reasoning and quantitative calculation, and its development has involved an increasing degree of idealization and abstraction of its subject matter.

(Britannica, 1975)

Mathematics is the abstract science of number quantity and space. (The new Oxford American dictionary, 2001)

Mathematics is the systematic body of knowledge built on certain axioms and assumptions, principally relating to numbers and special relationships. (Cambridge encyclopedia, 4th ed, 2000)
Mathematics is the systematic treatment of magnitude, relationships between figures and forms and relations between quantities expressed symbolically. (The Random house dictionary of English language, 2nd ed., 1987)

Mathematics is a deductive study of numbers, geometry, and various abstract constructs and structures. (The Columbia encyclopedia, 1975)
Mathematics is the deductive study of self-evident laws or axioms concerning clear and distinct ideas. (De Morgan, On the study and difficulties of mathematics (1831), from Helena M. Pycior (1983) Augustus De Morgan’s Algebraic work: the three stages, Isis 74(2),211-226)
“Mathematics is the classification and study of all possible patterns. Pattern… is to be understood… [as] any kind of regularity that can be recognized by the mind.” 

(Sawyer, Prelude to mathematics, 1955)

Two definitions by Jan Mycielski:

“Mathematics is the process of developing ZFC
, i.e., the process of introducing definitions and proving theorems in ZFC.”

"What is mathematics? Mathematical practice and logic and foundations indicate that mathematics is the art of constructing deductive theories". (Marek, V.W. and Mycielski, J. Foundations of Mathematics in 20th Century, p.26)
 Mathematics is a free flow of thoughts and concepts which a mathematician, in the same way as a musician does with the tones of music and a poet with words, puts together into theorems and theories. Władysław Orlicz (from Orlicz biography by Lech Maligranda http://www.impan.gov.pl/Great/Orlicz )
Mathematics is inseparable of logic, it deals with all objects that can be object of exact theory. (Polya, Mathematics and plausible reasoning, v.1 Princeton University Press, Princeton 1954, ch.2 example 18 of part 1) 

“Mathematics is a linguistic activity; its ultimate aim is preciseness of communication.” p.22 Schaaf, W.L. (1966) Mathematics as a cultural heritage, (Schaaf, W.L.(ed) Our Mathematical Heritage (second printing), Colllier Books, New York), reprinted from The Arithmetic Teacher, 8(1),5-9, 1961.

"Mathematics is an expression of the human mind which reflects the active will, the contemplative reason, and the desire for aesthetic perfection. Its basic elements are logic and intuition, analysis and construction, generality and individuality…. It is not philosophy but active experience in mathematics itself that alone can answer the question: What is mathematics?"

תרגום: מתמטיקה כוללת בתוכה מאפיינים של פעולה רצונית, חשיבה מופשטת ושאיפה ליופי מושלם (לאסתטיות) . .. לא פילוסופיה אלא עיסוק פעיל במתמטיקה גופא יכול לתת תשובה לשאלה "מה זה מתמטיקה?". (Courant, R. and Robbins, H. What is mathematics?)

Descartes’s vision of mathematics (Method, Ch.2): “I had no intention on that account of attempting to master all the particular sciences commonly denominated mathematics: but observing that, however different their objects, they all agree in considering only the various relations or proportions subsisting among those objects, I thought it best for my purpose to consider these proportions in the most general form possible, without referring them to any objects in particular, except such as would most facilitate the knowledge of them, and without by any means restricting them to these, that afterwards I might thus be the better able to apply them to every other class of objects to which they are legitimately applicable.”

"Mathematics is a self-contained microcosm, but it also has the potentiality of mirroring and modeling all the processes of thought and perhaps all of science... We shall not undertake to define mathematics, because to do so would be to circumscribe its domain. …mathematics can generalize any scheme, change it, and enlarge it. And yet, every time it is done, the result still forms only a part of mathematics. In fact, it is perhaps characteristic of the discipline that it develops through a constant self-examination with an ever increasing degree of consciousness of its own structure. The structure, however, changes continually and sometimes radically and fundamentally. In view of this, an attempt to define mathematics with any hope of completeness and finality is, in our opinion, doomed to failure." P.v.

"In one respect mathematics is set apart from other sciences: it knows no obsolescence. A theorem once proved never loses this quality though it may below a simple case of a more general truth. The body mathematical material grows without revisions, and the increase of knowledge is constant." P.vi.

"It is in fact a distinctive feature of mathematics that it can operate effectively and efficiently without defining its objects." P.vii.

(Mark Kac, Stanislaw M. Ulam, (1968)   Mathematics and Logic, Frederick A. Praeger, Publishers, New York) 
מתמטיקה זאת מדע הדן ביחסים כמותיים וצורות מרחביות של העולם הגשמי. בגלל התפתחויות טכנולוגיות גודל מספר היחסים הכמותיים ומספר צורות מרחביות וזה מעשיר את מתמטיקה."

Kolmogorov
כדי להצדיק את הטענה הזאת בהקשר של לוגיקה אפשר לטעון שמשפטים של לוגיקה ניתנים לאריתמטיזציה וכך הופכים למשפטים של אריתמטיקה.

"מתמטיקה מודרנית עוסקת לא בעצמים כלשהם אלא ביחסים בין העצמים. כך גיאומטריה מסורתית ניתנת לתרגום במונחים של פעולות והופכת להיות חלק מאלגברה."

(Lucienne Felix, Expose moderne des mathematiques elementaires, Dunod, Paris, 1959 (Modern exposition of elementary mathematics)

“Mathematics does not need a “Foundation”. Any proposed foundation purports to say that mathematics is about this or that fundamental thing. But mathematics is not about things but about form. In particular mathematics is not about sets…. They are at times convenient ways of coding pieces of mathematics, but they do not catch the reality… Von Neumann’s ordinal numbers are a convenience and not a reality. A real number is not a Dedekind cut nor a Cantor sequence. Real numbers live in mathematics precisely because of their multiple meanings. No one meaning is ‘it’.” MacLane, S. (1992), The protean character of mathematics, (in Echeverria, J., Ibarra, A., Mormann, T. (ed) The space of mathematics, Walter de Gruyter, Berlin), pp.3-13, p.9

Three schools (Max Black, The nature of mathematics, Littlefield, Adams & Co, Paterson New Jersey, 1959)
The logistic thesis: pure mathematics is a branch of logic.

The formalist thesis: pure mathematics is the science of the formal structure of symbols.

The intuitionist thesis: pure mathematics is founded on a basic intuition of the possibility of constructing an infinite series of numbers.

“Mathematic is, according to Brouwer, not a theory… but a certain fundamental part of human activity, a method of dealing with human experience, consisting primarily in concentration attention to a single one among our perceptions and distinguishing this one from others. While acts of distinguishing a single perception lead to the primordial intuition of integer…, Brouwer associates the totality of perceptions (from which a single one is picked out) with the notion of continuity and of time… 

As the primitive act of intellectual construction in general, neo-intuitivism conceives ‘the splitting-up of moments of life into qualitatively different parts which, separated only by time, can be reunited’. In parallelism to this general conception, the primitive act of mathematical construction is maintained… to be ‘the process of stripping this splitting-up of any emotional content until the intuition of abstract bi-unity remains’. Accordingly, mathematics in its entirety means the universe of mental processes [stress mine, A.K.] that can be built up by an unlimited sequence of steps repeating such primitive mathematical acts indefinitely.”(Fraenkel, A.A. and Bar-Hillel, Y., (1958) Foundations of set theory, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, pp.207-208.)
שפה (דרך לבטא רעיונות על נושאים מסויימים, כגון כמותיים)

מול 
אומנות (בניית רעיונות לצורות הנחשבות יפות)

מול
מדע (הגעה למסקנות תקיפות מהנחות)

מול

מכשיר (עזרה בפתרון בעיות מעשיות כמו הנדסה)
מול 

משחק (פעילות לפי כללים מסויימים לפתרון בעיות להנאת המשַחֵק)

Mathematics is variously considered a language, an art, a science, a tool, and a game.

A Language: A language is an agreed-upon set of symbols or sounds; mathematics may be considered as the language used to express size and order.  Equations and statements of inequality are mathematical sentences.  Constants correspond to nouns, and variables are the counterparts of pronouns.

An Art: Mathematical ideas fit together in a harmonious manner.  A beauty exists in the patterns, relationships, and symmetry in arithmetic and geometry.  Developing new mathematical theories, concepts, and systems is aesthetically satisfying.  The study of mathematics can be a rewarding endeavor in much the same sense as can the study of history, literature, or music.

A Science: Mathematics is the science of logical reasoning, in which valid conclusions are arrived at from a set of axioms. It involves a search for truth.  It is rigorous and precise. 

A Tool: Mathematics is a tool in that it contains the skills for problem solving;  organizing, simplifying, and interpreting data;  and performing calculations that are necessary in subjects such as science, business, and industry.  One goal of mathematics is to solve a problem in a systematic way so that similar problems can be solved more easily in the same way.

A Game: The individual can create a set of consistent rules and regulations (axioms) and proceed by logical reasoning to invent and play the game.  Those who consider mathematics a game enjoy the challenge of developing new mathematics and of solving previously unsolved problems. (Joe Smith Grolier Encyclopedia, 1994)

Hamilton recognized three schools of algebraists: the practical, the philological and the theoretical, according to whether they viewed algebra as an art, a language, or a science. Algebraists of the practical school are those interested in the art of computation; those of the philological school view algebra only as a set of symbols to be manipulated according to rules; the members of the theoretical school look behind the signs to the things signified, and only they create a "science of Algebra: strict, pure, and independent; deduced by valid reasoning from its own intuitive principles." (T.N.Hankins, (1977) Triplets and Triads: Sir William Rowan Hamilton on the metaphysics of mathematics, Isis 68,175-193)

Nicholas of Cusa (1401-1464) from ON LEARNED IGNORANCE (De Docta Ignorantia)

Chapter Eleven: Mathematics assists us very greatly in apprehending various divine [truths].

"All our wisest and most divine teachers agree that visible things are truly images of invisible things and that from created things the Creator can be knowably seen as in a mirror and a symbolism…

Now, when we conduct an inquiry on the basis of an image, it is necessary that there be no doubt regarding the image, by means of whose symbolical comparative relation we are investigating what is unknown. For the pathway to the uncertain can be only through what is presupposed and certain. But all perceptible things are in a state of continual instability because of the material possibility abounding in them. In our considering of objects, we see that those which are more abstract than perceptible things, viz., mathematicals, (not that they are altogether free of material associations, without which they cannot be imagined, and not that they are at all subject to the possibility of changing) are very fixed and are very certain to us. Therefore, in mathematicals the wise wisely sought illustrations of things that were to be searched out by the intellect. And none of the ancients who are esteemed as great approached difficult matters by any other likeness than mathematics. Thus, Boethius, the most learned of the Romans, affirmed that anyone who altogether lacked skill in mathematics could not attain a knowledge of divine matters." (stress added, A.K.)

דעתו של רב סולוביצ'יק על תפקידה של מתמטיקה (לפי ספרו "איש האמונה")

בראשית א', כ"ז-כ"ח

"ויברא אלהים את - האדם בצלמו בצלם אלהים ברא אתו זכר ונקבה ברא אתם: ויברך אתם אלהים ויאמר להם אלהים פרו ורבו ומלאו את - הארץ וכבשֻה ורדו בדגת הים ובעוף השמים ובכל - חיה הרֹמשת על - הארץ"

בראשית ב' ז', ט"ו

" וייצר יהוה אלהים את - האדם עפר מן - האדמה ויפח באפיו נשמת חיים ויהי האדם לנפש חיה:"

"ויקח יהוה אלהים את - האדם וינחהו בגן - עדן לעבדה ולשמרה: "

לאדם המתואר בתיאור הראשון המחבר קורא "האדם הראשון" ולזה מהתיאור השני "האדם השני".

מפרק "כבוד, אחריות והוד"

"האדם הראשון הוא תוקפני, נועז ושואף לניצחון. סיסמתו היא הצלחה, ניצחון על כוחות הטבע. הוא עוסק למלאכה יוצרת, מתוך שאיפה להידמות לבוראו. הנציג האופייני ביותר של האדם הראשון הוא המדען המתמטי המנתק אותנו ממיכלול הדברים המוחשים. מצבע, וקול, מחום, חוש וריח, שהן התופעות היחידות הניתנות לנו לקליטה מוחשית, והוא מעתיק אותנו אל עולם פורמלי ויחסי של דפוסי מחשבה. עולם זה הוא פרי הנחותיו השרירותיות, טענותיו והוכחותיו. העולם הזה, הנרקם מתהליכי מחשבות אנושיות, פועל בדייקנות מפליאה ומתקיים במקביל  לפעולותיו של העולם המגוון של חושינו. המדען המודרני אינו מנסה לבאר את הטבע. הוא רק מכפיל אותו. במלוא הדר תפארתו, כסוכן יוצר של האלוהים, הוא בונה עולם משלו ובאורח מסתורי הוא מצליח לפקח על סביבתו בהפעילו את יצירותיו המושגיות המתמטיות." 

מפרק "שלוש שאלות"

"האדם השני אינו משתמש בשיטה פונקציונלית שהומצאה על-ידי האדם הראשון. הוא אינו יוצר העולם משלו. במקום זה הוא רוצה להבין את העולם החי "הנתון" שבתוכו הוטל. לפיכך, אין הוא עושה מתימטיזציה של תופעות ואין הוא הופך דברים למושגים. הוא עומד מול היקום בכל שפע צבעיו, הודו ושגבו, ולומד להכירו בתמימות, במורא ובהערצה של ילד המחפש את החריג והמופלא בכל דבר ומאורע רגיל. בעוד שהאדם הראשון, דינמי ויוצר, בהפכו הנתונים של החושים לדפוסי חשיבה, האדם השני נוטה לקלוט ולראות את העולם כמות שהוא. הוא אינו מחפש צלם אלוהים בנוסחה מהתמטית או בחוק הטבע היחסי כי אם בכל קרן-אור, בכל נבט ופרח, ברוח קלה של בוקר ובדממה של לילה מכוכב. כללו של דבר, האדם השני אינו חוקר את היקום המופשט  המדעי כי אם את העולם האיכותי המקסים שבו הוא מקיים יחס הדוק עם אלוהים."  [הדגש שלי א.ח.]  

לסיכום, גישות שונות למתמטיקה: 
1) נושא (כגון מספרים או תצורות) מול שיטה (ניתוח הגדרות נתונות לפי כללים מסוימים) 

2) המצאה (כמו מכשיר כלשהו) מול תגלית (כמו חוק טבע)
מתמטיקה והמציאות:

א' מתמטיקה היא חלק מהמבנה הפסיכולוגי שלנו (כגון תחושת זמן ומרחב) שבאמצעותו אנו קולטים את המציאות; מתמטיקה נבנית כסיכום של הניסיון מהמציאות ועוזרת לתיאור המציאות;

ב' מתמטיקה מתארת מציאות עליונה שכופה את עצמה על המציאות הגשמית הנחותה;

ג' מתמטיקה מתארת מציאות מיוחדת הקשורה לחשיבה שלנו שמקבילה למציאות הגשמית ועוזרת בתיאורה באמצעות בניית אנלוגיות בין שני הסוגים של המציאות.

“Science gives us metaphors that we can use to organize and express our experience in life.” Leo Kadanoff, Physics Today, Feb 2002, 10-11.
דוגמאות לסיבות להתעסק במתמטיקה:

א' מתמטיקה זאת דרך לטיפוח השכל בדומה לספורט כדרך טיפוח הגוף; בדומה לספורט פעילות מתמטית כוללת פן תחרותי ליד הפן ה"בריאותי".

ב' עולם מתמטי הוא יפה ומנותק מהעולם המגעיל שלנו, עיסוק במתמטיקה מייפה את הנפש. במובן הזה מתמטיקה דומה למשחק.

ג' יש עולם מתמטי (כמו עולם הצמחים) וחקר עצמים מתמטיים דומה לבוטניקה, כלומר מעשיר את הידע שלנו על סוג מסויים של עצמים קיימים.

ד' מתמטיקה עוסקת בחקר האפשרויות להסקת מסקנות מהנחות. את הגישה הזאת אפשר לפצל לשתים: 1) הבסיס לפעילות הזאת הוא בתודעה שלנו (שאפשר לקרוא לו חוש הלוגיקה), במובן הזה  מתמטיקה היא חלק מפסיכולוגיה החוקרת דרכים של בני אדם להסקת מסקנות; 2) חוקי לוגיקה הם חוקים אובייקטיביים ובעיה של בני האדם היא בדיוק במגבלות של היכולת האנושית להשתמש בחוקים האלה, במובן הזה מתמטיקה היא חלק מהעולם סביבנו אם כי לא עולם גשמי. 

ה' יכולות מתמטיות טבועות בתודעה שלנו, ופיתוח תיאוריות מתמטיות קשור ליכולות של התודעה ותחושת היופי. הפעולה היצירתית גורמת להנאה, לכן עיסוק במתמטיקה דומה לאומנות. (הלוגיקה משמשת רק כדרך ווידוי של נכונות הראיה, כלומר שאין בה סתירות פנימיות.) 

ו' מתמטיקה היא מלאכה, כמו כל מלאכה אחרת שיש עליה ביקוש, ושעוסקים בה לצורך פרנסה. בזמנו עיקר המלאכה הזאת היה קשור בחישובים (כגון כפל וחילוק) ומדידות הקשורות בגיאומטריה; בזמן המודרני זה קשור יותר בפתרון משוואות מסוגים שונים. בשנים האחרונות מתווסף תחום בו עוסקים בעלי המלאכה הזאת עבודות שונות הקשורות לטכנולוגיות ממוחשבות.

ז' מתמטיקה היא שימושית לפיתוחים מדעיים וטכנולוגיים ועיסוק בה עוזר לקדמה האנושית בתחומים האלה. מתמטיקה דומה להנדסה.

ח' שפה מתמטית נוחה לתיאור הטבע, לכן עיסוק במתמטיקה עוזר להבין את העולם סביבנו. מתמטיקה היא כלי לתיאור ופתרון בעיות  פיזיקליות וכך היא חלק של פיזיקה.

ט' מתמטיקה מספקת צרכים של החברה (מהסיבות המתוארות בסעיפים הקודמים). עיסוק בהכשרה מתמטית של אנשים ברמות שונות כולל מיפוי הצרכים המתמטיים של אוכלוסיות שונות, הבנת הקשים בלימוד והדרכים להתגבר על הקשיים האלה ממקם מתמטיקה בין מדעי החברה. 

י' מתמטיקה והאלוהים. קיימים כמה הסברים לקשר בין השנים, למשל "אלוהים הוא מתמטיקאי", העולם המתמטי כמו האלוהים לא תלוי בגורמים חיצוניים ועל זמני. בגלל היבטים שונים של קירבה בין האל למתמטיקה עיסוק בה עוזר להבין את אלוהים, את רצונו, את המבנה הנסתר של העולם.  
� מערכת אקסיומות של תורת הקבוצות.
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