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הסבר לנוסחה 
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נימוק לנוסחה: בשתי מחציות של משחק כדורסל כדורסלן זרק לסל אותו מספר פעמים. במחצית הראשונה הוא קלע פעם אחת לכל שתי זריקות (כלומר בחצי מהזריקות), ואילו במחצית השנייה - פעם אחת לכל שלוש זריקות (כלומר בשליש מהזריקות), בסך הכול הוא קלע שתי זריקות מכל חמש, כלומר 2/5 מהזריקות: 
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 . באיזה מובן ההגדרה זאת פחות טובה מההגדרה המקובלת?
תשובה. קודם כל, הנימוק לקוי גם מבחינת הטענה שהשחקן קלע 2/5 מהזריקות: נניח שבכל מחצית הוא זרק לסל 30 פעמים, אז במחצית הראשונה הוא קלע 15 פעמים ובמחית השנייה 10 פעמים, בסך הכול 25 פעמים, ואילו 2/5 מ- 60 שווה  ל- 24. הנוסחה לתיאור התוצאה היא  
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   כאשר U הוא מספר הפעמים שכדורסלן זרק לסל במשך המשחק.
הנוסחה בעייתית מכמה סיבות, למשל לא ברור איך לחבר 0, גם  1/2(2/4: 
1/3+1/2=2/5; 1/3+2/4=3/7.
בעיה עקרונית של הנוסחה המוצעת היא שההגדרה הזאת לא עומדת בחוק ההתאמה הדורש שהרחבת ההגדרה של פעולת חשבון לקבוצה יותר גדולה של מספרים תשמור על הפעולה לקבוצה המקורית. צמצום של חיבור למספרים שלמים בהגדרה המוצעת  לא תקף: תוצאת ה"חיבור" של שני מספרים שלמים הוא הממוצע שלהם:
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Principle of permanence (H.Hankel, 1867)
(T.Dantzig, Number, the language of science, 3d edition, George Allen&Unwin LTD, London, 1947, p.92)
A collection of symbols infinite in numbers shall be called a number field, and each individual element in it a number if the following hold

1. Among the elements of the collection we can identify the sequence of natural numbers.

2. If we can establish criteria of rank which will permit us to tell of any two elements whether they are equal, or if not equal, which is greater; these criteria reducing to the natural criteria when two elements are natural numbers.

3. If for any two elements of the collection we can devise a scheme of addition and multiplication which will have the commutative, associative and distributive properties of the natural operations bearing these names, and which will reduce to these operations when the two elements are natural numbers.

המושג שוויון
סימן "=" הופיע לראשונה בספר על אלגברה של Robert Recorde ב- 1557. ההסבר שלו לסימן של שני קווים מקבילים:

‘because no two things can be more equal’

הסימן הופיע בהקשר של משוואות כתחליף לחזרה על הביטוי "שווה ל-" כאשר דנים בשני ביטויים אלגבריים.

ראוי לציין שבאותו ספר נדונים פעולות חשבון ופרופורציות ואין שימוש בסימן "=" בהקשרים האלה. 
לפי תפיסה המודרנית שוויון זה פרדיקט דו-מקומי אשר מקבל ערך אמת T אם לשני המשתנים שלו אותו ערך בלבד. (יחס בינרי המורכב מזוגות שיש להם אותו ערך.)

לשוויון 4 תכונות: רפלקסיביות, סימטריות, טרנזיטיביות והצבה.

תכונת ההצבה מתקבלת מפירוש של שוויון x=y  "x ו- y הם אותו עצם". 

לפעמים מפרשים שוויון רק כיחס בעל שלוש התכונות הראשונות ואת ההצבה ניתן לבצע רק בהקשרים מיוחדים ומוגבלים. במקרים האלה נהוג לדבר על יחס שקילות.

דוגמה. זוגות מספרים שלמים כמספרים רציונליים.

בלי מושג שוויון אי-אפשר לבטא יחידוּת:

קיים x יחיד כך ש- P(x):
(x(P(x)((y(P(y)(y=x)).

הנחת יסוד בשימוש בשוויון במתמטיקה היא שקיים עולם (קבוצה אוניברסלית) U של עצמים מוגדרים היטב אשר כל שני עצמים שונים זה מזה, לכן אם x,y(U מתקיים אחד מהשניים: או ש- x ו- y זה אותו עצם ואז x=y או הם עצמים שונים ואז x(y.

ההנחה הזאת כבר מניחה שמעל U מוגדר יחס שוויון, כך שאפשר לשאול אם מדובר באותו עצם או לא.

את יחס שוויון מעל U אפשר להגדיר באופן הבא. נדון בכל הפרדיקטים החד-מקומיים מעל U (כלומר בכל פונקציות לוגיות של משתנה אחד). אומרים ש-   x=yאם כל הפרדיקטים האלה מקבלים על x ו- y אותו ערך אמת.

כאן מתבטא עיקרון הזהות של לייבניץ: שני עצמים זהים אם לא ניתן להבדיל ביניהם, כלומר לא קיימת שום תכונה המבדילה ביניהם. הבעיה של ההגדרה הזאת שהיא משתמשת בכמת מעל הפרדיקטים, כלומר בלוגיקה מסדר שני. בגישה של לייבניץ יש צורך לדון בערכי אמת של P(x) לפני ש- x מבודד באופן ברור ולדעת להשוות בין פרדיקטים שונים. אפשר להגדיר פסאודו-שוויון: שוויון מוגבל לפרדיקטים שקל לבדוק אותם (בדיקה בסיבוכיות פולונומיאלית).

בהגדרה של לייבניץ ההקשרים שבהם ניתן להציב y במקום x הם הפרדיקטים האפשריים.

הקשר שמאפשר הצבה נקרא extensional  (שייך ל"נפח" של התחום שבו מתקיים השוויון) הקשר שלא מאפשר הצבה נקרא intentional (תלוי במשמעות של שמות השונים ולא בערכים שלהם כאיברים של U).

דוגמה.

נתבונן בטיעון הבא:

נסמן ב- n מספר כוכבי לכת של השמש. קֶפְלֶר לא ידע ש- n>6. לפי הידוע n=9, לכן קֶפְלֶר לא ידע ש- 9>6. 

כאן ההקשר במשפט “קֶפְלֶר לא ידע ש- *>6 “   הוא intentional כי הוא תלוי במשמעות המילה המוצבת במקום *, לכן אי-אפשר להחליף n ב- 9 על בסיס העובדה ש- n=9.

הסיבה לכך שאי-אפשר לבצע הצבה נובעת מלקיחה בחשבון תופעה שלא התייחסו אליה בהגדרת העולם U. הפתרון הוא להרחיב את העולם ל- U' כך ש- U הופך ליחס שקילות מעל U'.

למשל בדוגמה שלנו  אפשר לקחת בתור U' את קבוצת העצמים שקֶפְלֶר חשב עליהם ולא כקבוצת מספרים ואז ערך האמת  של הטענה n=9  יהיה שקר כי לפי הדעת קֶפְלֶר הם לא שווים.

אך כאשר מדברים על ידע או אמונה קשה להגדיר עולם בצורה מדוייקת.

להלן תרגומים מקובלים לסימון x=y:

א' x ו- y זה אותו עצם;

ב' x זהה ל- y;

ג' x שווה ל- y;

ד' x הוא y;


ה' x מקבל ערך y;

ו' שוויון כפקודה לבצע חישוב; 

ז' העברת מסר (משמעות) על אודות צד שמאל של השוויון.
ח' משמעות במקרה שנדונים ביטויים לא סופיים: הכללים משתנים.

א' ו- ב' הכי ברורים, אך במתמטיקה לעתים משתמשים ב- ג' . המשמעות של "שווה" הוא שמדובר בעצמים שונים אך דומים (זה היה גם המשמעות המקורית של הסימן אצל Recorde).
בסימן "=" משתמשים לעתים במובן של שקילות כלשהי, למשל בגיאומטריה רושמים AB=CD כאשר רוצים להגיד שהאורכים של הקטעים שווים.
In the paper that presented his now well-known existence theorems for ordinary differential equations published in 1890, Peano suggested decomposition of the sign “=” into “its two parts is and equal to”. Kanamori, p.280.
Kanamori, A. (2003) The Empty Set, The Singleton, And The Ordered Pair, The Bulletin of Symbolic Logic, 9(3), 273-298

בקשר ד' למילה "הוא" יש שלוש משמעויות שהערבוב ביניהם גורם לבלבול. (בהקשרים 2 ו- 3 בדרך כלל לא משתמשים בסימן "=".)
1) אם x ו- y הם איברים בעולם כלשהו אז המשמעות היא שוויון, כמו 2+3=5;

2) אם x הוא עצם ו- y תת-קבוצה של העולם (המוגדרת לעתים על-ידי פרדיקט כלשהו) אז המשמעות היא x(y, כמו "שלג הוא לבן" או "סוקרטס הוא בן אדם".

3) אם x ו- y שניהם תת-קבוצות של העולם אז משמעות היא x(y, כמו "חתולים הם חיות" או "בני אדם הם בני תמותה".

קיים בלבול בין 2) ו- 3) כי איברים של העולם עשויים להיות קבוצות בעצמם, למשל משמעות המשפט "בנייני פלקל הם רבים." היא A(B כאשר A היא קבוצת בנייני פלקל ו- B קבוצה שאיבריה קבוצות בעלות מספר איברים גדול. 
ה' השמה מאד מקובלת בהקשר של מחשבים, אך קיימת גם במתמטיקה, למשל באינדוקציה: "נניח שהטענה נכונה עבור n=k". המאפיין של השימוש הזה היא אי-סימטריות, k כאן הוא מספר ספציפי ואילו n מספר רץ, לכן אם נחליף סדר נקבל משפט חסר משמעות "נניח שהטענה נכונה עבור k=n." 

ו' ב"מתמטיקה חינוכית" סימן שוויון מהווה לעתים הוראה לחשב: 2+3=?. 

ז' ההבדל בין 

2(3=6 AND 6=2(3

השוויון הראשון מסביר מה התוצאה של מכפלה של שני מספרים, השוויון השני מתאר פירוק של 6 לגורמים.

ח' 



Equality and Leibniz’s Law of continuity

“When the difference between two cases may be diminished below any magnitude given in the data, then the difference must be diminishable below any magnitude given in the problem or in what results from it.“ Leibniz, Letter to Bayle 

כך אפשר לראות במצב מנוחה תנועה במהירות אינפיניטיזימלית ובשוויון אי-שוויון אינפיניטיזימלי. על הבסיס הזה לייבניץ הצדיק פעולות עם ערכים אינפיניטיזימליים: 

y=x2 ( y+dy=(x+dx)2=x2+2xdx+dxdx ( dy=2xdx+dxdx ( dy/dx=2x+dx ( dy/dx=2x.

Number versus magnitude

אוקלידס מבדיל בין גדלים, מספרים ופרופורציות (יחסים). בגלל זה יש לו כפילות כאשר תכונות שמבחינתנו נראות כזהות מוזכרות כמה פעמים וגם מעמדן שונה. למשל באקסיומה 1 של ספר 1 נקבעת טרנזיטיביות של שוויון בין גדלים. טרנזיטיביות של שוויון בין פרופורציות מוכיחים בטענה 11 של ספר 5. פרופורציות בין מספרים נדונות בספר 7 ללא הקשר ביחסים דומים בין גדלים הנדונים בספר 5. הבעיה של פרופורציות בין מספרים (שאנו מפרשים אותן כמספרים רציונאליים חיוביים) היא שהן לא מספיקות לתיאור של פרופורציות בין גדלים, למשל לתיאור היחס בין צלע של ריבוע לאלכסון שלו. במונחים של היום השדה של פרופורציות הניתנות לבנייה היא הרחבה של שדה של מספרים רציונאליים על-ידי תוספת של שורש ריבועי.  
Euclid, Book 5

The book deals with ratios. A ratio is an indication of the relative size of two magnitudes of the same kind.
 The book begins with 18 definitions some of which serve as axioms.
1. A magnitude is a part of a magnitude, the less of the greater, when it measures the greater.

1. גודל הוא חלק של גודל, הקטן של הגדול, כאשר הוא מודד את הגדול.
2. The greater is a multiple of the less when it is measured by the less.

2. הגדול הוא כפולה של הקטן אם הוא נמדד על-ידי הקטן.
The two magnitudes mentioned in each definition are of the same kind. Following Euclid, they are illustrated here as lines, but they could both be planar figures, or solids, or angles, or any other kind of magnitude so long as they are of the same kind.
The illustration shows two magnitudes, A and B, and A is one third of B since A measures B three times. Thus, A is a part of B, and B is a multiple of A.
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3. A ratio is a sort of relation [state=habitus, dependence
] in respect of size between two magnitudes of the same kind. 

3. ראטיו זה סוג של יחס [מצב, תלות] של שני גדלים מאותו סוג.

No mixed ratios! All of Euclid's ratios are pure ratios of two magnitudes of the same kind, in other words, there are no mixed ratios (such as velocity) in the Elements. 

However, ratios of different kinds of magnitudes can be equated (that's one of the more important aspects of ratios). For example, proposition VI.1, says that given two triangles of the same height, the ratio of the triangles A:B is the same as the ratio of their bases. That says that the ratio of two plane figures equals
 the ratio of two lines. 

Several kinds of ratios appear in the Elements. There are ratios of numbers, ratios of lines constructible in plane geometry, ratios of rectilinear angles, ratios of plane figures constructible in plane geometry, and ratios of solids. Numeric ratios, that is, ratios of numbers, are treated in the books on number theory.

4. Magnitudes, which can, when multiplied, exceed one another, are said to have a ratio to one another.

4. אומרים שבין גדלים, אשר כפולה של כל אחד מהם יכולה לעבור את השני, יש יחס (ראטיו)

If x and y are two magnitudes of the same kind, then x is infinitesimal with respect to y, or y is infinite with respect to x, if no multiple of x is greater than y. This definition excludes the ratio of a finite straight line to an infinite straight line, the ratio of an infinitesimal straight line, should any exist, to a finite straight line and the ratio of horn angle to angle between two straight lines. However, it allows a ratio between a rectilinear angle B and the sum of a horn angle A and the rectilinear angle, and, according to the next three definitions, the two ratios B:(A + B) and B:B so not satisfy the law of trichotomy, that is, they aren't the same ratio but neither is greater than the other either.

This definition is used repeatedly as an axiom of comparability for magnitudes rather than as a definition.

מהירויות הקטנות ממהירות האור מול מהירות האור בהקשר של תורת היחסות הן דוגמה אחרת לגדלים שאין להם מנה לפי הגדרה הזאת (בניגוד להגדרה הרגילה של ערכים מספריים) כי אם נפרש
2v=v+v, nv=(n-1)v+v
ונשתמש בנוסחה לחיבור מהירויות
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שום כפולה של מהירות הקטנה ממהירות האור לא תעבור את מהירות האור.
5. Magnitudes are said to be in the same ratio, the first to the second and the third to the fourth, when, if any equimultiples whatever are taken of the first and third, and any equimultiples whatever of the second and fourth, the former equimultiples alike exceed, are alike equal to, or alike fall short of, the latter equimultiples respectively taken in corresponding order.

5. אומרים שגדלים הם באותו יחס, הראשון לשני כמו השלישי לרביעי, כאשר אם לוקחים כפולות שוות של הראשון והשלישי וכפולות שוות של השני והרביעי, הכפולות הראשונות עוברים, שווים, או לא משיגים את הכפולות השניות ביחד.

בגלל ש-ratios הן לא מספרים יש צורך להשתמש בהגדרה מסובכת.

I.e., two ratios w:x and y:z to be the same, written w:x = y:z, when for all numbers n and m 
if nw >=< mx, then ny >=< mz.
(note that here we have 3 different statements: one for each relation)

6. Let magnitudes which have the same ratio be called proportional.

6. גדלים שיש ביניהם אותו יחס נקראים פרופורציונליים. 

Are proportions equalities of ratios? When A and B are in the same ratio as C and D, i.e. proportional, is that the same as saying the ratios A:B and C:D are equal? 

A more fundamental question is "do ratios exist?" Are they some kind of mathematical object like numbers and magnitudes? It is not stated yet it is very easy to read Book V as though ratios are mathematical objects of some abstract variety. And it's easy to read "A and B have the same ratio as C and D" as saying that the ratio A:B is the same ratio as C:D. 

The philosophical questions "do ratios exist?" and "is a proportion equality of ratios?" can be converted to the question "why do equivalence relations create entities?" or a little more conservatively, "why do equivalence relations allow us to think and act as if the entities exist?" 

It is hard to imagine that Euclid did not think of ratios as things and proportions as equalities, especially since the next definition defines when one ratio is larger than another. 

Ivor Grattan-Guinness disagrees: Euclid’s total avoidance of the word ‘‘equals’’ for ratios shows in the clearest manner possible that he saw them as a third type of quantity distinct from numbers and magnitudes.

בימי הביניים היו וויכוחים בשאלה הבאה: אם א' נמצא באותו יחס ל- ב' ול-ג', האם יש כאן יחס אחד או כמה (למשל א' אב, ואילו ב' ו- ג' בניו האם יחס אבהות הוא אותו יחס או הוא שונה לכל בן). תלמידי Acquinas אמרו שיש כאן יחס אחד ותלמידי Duns Scouts שכמה. 

בהקשר של מספרים אפשר לשאול האם 1:2 זהה ל- 2:4 או רק שווה לו? 

במתמטיקה עכשווית אפשר לדבר על יחס אב, שבו שייכים הזוגות שונים (ב',א') ו- (ג',א'). לעומת זאת בהקשר של מספרים, המספרים הרציונליים מוגדרים כיחס שקילות כך ששני זוגות בעלי אותו יחס מתקבלים כזהים. 

האם שבר ויחס זה אותו דבר? כלומר האם 1:2 זהה ל- 2:4 או רק שווה לו? 

מעמד של מספרים אי-רציונליים היה מיוחד. הם נקראו "מספרים חרשים" או "עלמים" (surd), כלומר כאלה שלא ניתנים לתיאור במילים. Cardanus, 1539, מסביר שמספרים חרשים\עלמים הם מספרים שלא ניתן לחשוב עליהם באופן ברור והם נקראים כך בגלל שאי-אפשר לשמוע אותם ואי-אפשר לשחזר אותם. 
Euclid, Book 7 
Euclid has no postulates to elaborate the concept of number. Greeks saw numbers as segments (analog representation). Nowadays numbers are points on the axes of numbers.
1. A unit is that by virtue of which each of the things that exist is called one 

1. יחידה היא זה שבזכותו כל הדברים שקיימים נקראים אחד.

2. A number is a multitude composed of units.

2. מספר זה ריבוי של יחידות.  

The numbers in Def.2 are meant to be whole positive numbers greater than 1, and definition 1 is meant to define the unit as 1. Euclid treats the unit, 1, separately from numbers, 2, 3, and so forth. This makes his proofs awkward in some cases. Chrysippus (280–207), a Stoic philosopher, claimed that 1 is a number, but his pronouncement was not accepted for some time.

Euclid exhibits numbers as lines. 
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In the diagram above, if A is the unit, then BE is the number 3. But, just because he draws them as lines does not mean they are lines, and he never calls them lines. It is not clear what the nature of these numbers is supposed to be. But their nature is irrelevant. There is a major distinction between lines and numbers. Lines are infinitely divisible, but numbers are not, in particular, the unit is not divisible into smaller numbers. 

From Boltovskoi commentary to Book 7:
Euclid views numbers as cardinal numbers rather than ordinal numbers

For Euclid 1 is not a number, and it is not clear what it is. Pythagoreans described 1 as a border between numbers and parts, it is a seed and an eternal root. Another definition defines 1 as a border of smallness, that does not belong to a set and defining that below which it is impossible to pass.

Aristotle (Metaphysics) stresses indivisibleness of unity in the category of multitude. It is different from a point, since the latter has a position. One is a point without a position. Differences between one and a point:
1) one initiates and completes any number, while points only delimit a line.

כאו הדגשה למשמעות  של "נקודה" כ"קצה" ולא כ"כתם קטן", מכאן גם נובע ש-
2) one is a part from which numbers are constructed, nothing is constructed from points 

אם נתייחס למספרים כ"כתמים":
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נגיע לבעיה אחרת:
3) one can be divided into fractions, a point is indivisible;
כאשר מגיעים לנקודה אחת אי-אפשר לבצע עליה שום פעולה ואילו מספר "1" אפשר לחלק לשברים.

Until the Middle Ages 1 was not a number. For Muslim mathematicians 1 was a root of all numbers but not a number itself.

Stevin (1634) argues that 1 is a number: parts have the same nature as a whole, thus, if a whole is a number so is a part. Moreover if one subtracts from a number something which is not a number one cannot obtain a number as a result.

Against this argumentation Laurenbergus (1624) answers that there are two kinds of things; “similares” (similarly composed) and “dissimilares” (non-similarly composed). Gold and water belong to the former, since parts of gold and parts of water are also gold and water, but a part of a head is not a head, part of a tree is not a tree. And so a part of a number such as 1 is not a number.

3. A number is a part of a number, the less of the greater, when it measures the greater. 

3. מספר הוא חלק ממספר, הקטן של הגדול, כאשר הוא מודד את הגדול.

ההגדרה הזאת זהה להגדרה של חלק עבור גדלים (הגדרה 1 של ספר 5)

"נמדד" פירושו מחלק.
4. But parts when it does not measure it. 

4. אך חלקים, אם הוא לא מודד אותו. 

5. The greater number is a multiple of the less when it is measured by the less. 

5. מספר גדול יותר הוא כפולה של מספר קטן יותר אם הוא נמדד על-ידי המספר הקטן יותר.
Where Euclid would say that m is a part of n, modern mathematicians would say that m is a proper divisor of n.
6. An even number is that which is divisible into two equal parts. 

6. מספר זוגי הוא זה המתחלק לשתי חלקים שווים
7. An odd number is that which is not divisible into two equal parts, or that which differs by a unit from an even number. 

7. מספר אי-זוגי הוא זה הלא מתחלק לשני חלקים שווים או כזה השונה ב- 1 ממספר זוגי.

כאן בנוסף להגדרה מופיעה טענה לא מוכחת. 

8. An even-times even number is that which is measured by an even number according to an even number.

8. מספר זוגי-זוגי הוא זה הנמדד על-ידי מספר זוגי לפי מספר זוגי (מספר זוגי של פעמים)  

9. An even-times odd number is that which is measured by an even number according to an odd number. 

9. מספר זוגי-  אי-זוגי הוא זה הנמדד על-ידי מספר זוגי לפי מספר אי-זוגי (מספר אי-זוגי של פעמים)  

מספר יכול להיות גם זוגי-זוגי וגם זוגי- אי-זוגי כמו 12: 12=2(6=3(4.

10. An odd-times odd number is that which is measured by an odd number according to an odd number. 

10. מספר אי-זוגי-  אי-זוגי הוא זה הנמדד על-ידי מספר אי-זוגי לפי מספר אי-זוגי (מספר אי-זוגי של פעמים)  

מעניין שלא מוזכרים מספרים אי-זוגיים – זוגיים. בטענה 16 מוכיחים חוק חילוף של הכפל. עד אז החוק הזה הוא לא ברור מאליו (בניגוד לחוק דומה לגדלים ששם הכפל פירושו שטח של במלבן)

במהדורות אחדות אכן מופיעה ההגדרה של מספר אי-זוגי – זוגי, אך חושבים שזו תוספת מאוחרת.

שאלה. אילו מספרים הם זוגיים-זוגיים בלבד? 

תשובה: רק חזקות של 2.  
11. A prime number is that which is measured by a unit alone. 

11. מספר ראשוני הוא זה הנמדד על-ידי יחידה בלבד.
12. Numbers relatively prime are those which are measured by a unit alone as a common measure. 

12. מספרים ראשוניים יחסית (זרים) הם המספרים שהמידה המשותפת שלהם היא יחידה בלבד.

13. A composite number is that which is measured by some number. 

13. מספר מורכב הוא זה הנמדד על-ידי מספר כלשהו.

שים לב: יחידה זה לא מספר!

14. Numbers relatively composite are those which are measured by some number as a common measure.

14. מספרים מורכבים יחסית  הם המספרים שנמדדים על-ידי מספר כלשהו כמידה המשותפת.

15. A number is said to multiply a number when that which is multiplied is added to itself as many times as there are units in the other. 

15. אומרים שמספר מכפיל מספר כאשר זה המוכפל מחובר לעצמו מספר פעמים כמספר יחידות במספר השני.

שים לב: בספר לא ניתנת הגדרה של חיבור אשר מתקבלת כברורה מאליה.
16. And, when two numbers having multiplied one another make some number, the number so produced be called plane, and its sides are the numbers which have multiplied one another. 

16. כאשר שני מספר מכפילים אחד את השני יוצרים מספר, המספר הזה נקרא מישורי והצלעות שלו הם המספרים המוכפלים.

17. And, when three numbers having multiplied one another make some number, the number so produced be called solid, and its sides are the numbers which have multiplied one another. 

17. וכאשר שלושה מספרים מכפילים אחד את השני יוצרים מספר, המספר הזה נקרא גופי והצלעות שלו הם המספרים המוכפלים.

18. A square number is equal multiplied by equal, or a number which is contained by two equal numbers. 

18. מספר ריבועי הינו השווה מוכפל בשווה או מוכל בתוך שני מספרים שווים. 
19. And a cube is equal multiplied by equal and again by equal, or a number which is contained by three equal numbers. 

19. מספר קובי הינו השווה מוכפל בשווה ועוד פעם בשווה או מוכל בתוך שלושה מספרים שווים. 
מספר יכול להיות גם מישורי וגם גופי (כמו 64).

20. Numbers are proportional when the first is the same multiple, or the same part, or the same parts, of the second that the third is of the fourth.

20. מספרים הם פרופורציונליים כאשר הראשון הוא אותה כפולה או אותו חלק או אותם חלקים של השני כפי שהשלישי של הרביעי.

This definition is not the same as the definition of proportionality for magnitudes in Book V given in Def.5. This definition for numbers was probably the earlier one, but as not all magnitudes are commensurable, it cannot adequately define proportionality for magnitudes. 
This definition is given by cases. The various cases correspond to definitions 3-6 for part, parts, and multiple. When four numbers, j, k, m, and n, are proportional, we'll write that symbolically as j:k = m:n. There are 3 case: 

1) j is the same multiple of k as m is of n. An example of this is the proportion 12:6 = 22:11, where 12 is twice 6 and 22 is twice 11. 

2) It is the inverse to the first, j is the same part of k as m is of n. For an example take the proportion 6:12 = 22:11, where 6 is one half of 12, and 11 is one half of 22. 

3) As an example consider 12:16 = 21:28. Since the first is the same parts of the second, namely 3 parts of 4, as the third is of the fourth, the proportion holds. Actually, there should be a fourth case (inverse to the third case) when the second is the same parts of the first as the fourth is of the third, as 16:12 = 28:21. Of course, these cases could be merged into one by considering 1 to be a number and not distinguishing when the first is greater or less than the second. 

Although the word "ratio" doesn't appear in this definition, it appears frequently beginning in proposition VII.14. Very soon in books on number theory Euclid begins to rely on properties of proportion proved in Book V using the other definition of proportion. 

21. Similar plane and solid numbers are those which have their sides proportional

21. מספרים מישוריים או גופיים דומים האלה שצלעותיהם פרופורציונליים.

The numbers 18 and 8 are similar plane numbers. When 18 is interpreted as a plane number with sides 6 and 3, and 8 has sides 4 and 2, then the sides are proportional. 

Proposition VIII.18 shows that the ratio of two similar plane numbers is the duplicate ratio of the corresponding sides. In this example, the ratio 18:8 is duplicate of the ratio 6:4. 

Two similar solid numbers: 240 and 810, seen as 240=4(6(10,  810=6(9(15. 
Proposition VIII.19 shows that the ratio of two similar solid numbers is the triplicate ratio of the corresponding sides. In this example, the ratio 240:810 is triplicate of the ratio 4:6. 

22. A perfect number is that which is equal to the sum of its own parts.

22. מספר מושלם הוא זה השווה לסכום חלקיו.

מחד אוקלידס חושב על מספרים במונחים של צורות גיאומטריות, מאידך יש הבדל גדול בין מושג מספר ומושג גודל אשר מתאר את העצמים הגיאומטריים באופן כמותי. כדי לראות את ההבדל בין מספרים בגדלים נשווה בין שתי טענות דומות 16-6 ו- 19-7.

Euclid 6-16. If four straight lines are proportional, then the rectangle contained by the extremes equals the rectangle contained by the means; and, if the rectangle contained by the extremes equals the rectangle contained by the means, then the four straight lines are proportional.

Euclid 7-19. If four numbers are proportional, then the number produced from the first and fourth equals the number produced from the second and third; and, if the number produced from the first and fourth equals that produced from the second and third, then the four numbers are proportional.
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במקרה של גדלים מכפילת קטעים פירושו מלבנים, במקרה של מספרים המיוצגים באמצעות קטעים, תוצאת המכפלה גם היא מספר – קטע.

בתנ"ך המילה מספר שימשה גם לתיאור מספרים בדידים וגם לתיאור גדלים, למשל 

גָּדוֹל אֲדוֹנֵינוּ וְרַב כֹּחַ לִתְבוּנָתוֹ אֵין מִסְפָּר: (תהלים קמ"ז, ה)

תבונה זה דבר לא בדיד.

לעומת זאת במשנה עבור גדלים השתמשו במילה "שיעור" שלא מופיעה בתנ"ך בהקשר הזה:

"אלו דברים שאין להם שיעור הפאה והבכורים והראיון וגמילות חסדים ותלמוד תורה" (מסכת פאה פרק א משנה א)

המילה "מספר" התייחסה רק למספרים קטנים:
 וּשְׁאָר עֵץ יַעְרוֹ מִסְפָּר יִהְיוּ , וְנַעַר יִכְתְּבֵם (ישעיהו י', י"ט)
לעומת זאת לקבוצות גדולות המילה "מספר" לא ישימה:

 וַיִּצְבֹּר יוֹסֵף בָּר כְּחוֹל הַיָּם הַרְבֵּה מְאֹד עַד כִּי חָדַל לִסְפֹּר כִּי אֵין מִסְפָּר: (בראשית מ"א, מ"ט)
שִׁשִּׁים הֵמָּה מְלָכוֹת וּשְׁמֹנִים פִּילַגְשִׁים וַעֲלָמוֹת אֵין מִסְפָּר: (שיר השירים ו, ח')
� לכן, למשל, אי-אפשר להגדיר מושג של מהירות.


� See Boltovskoi, p.143, footnote *.


� Euclid never uses the word “equals” in the context of ratios, but says that they are “the same”.


�  ראה הגדרה מקבילה למספרים בהמשך (הגדרה 20 של ספר 7)
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