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Non-homogenized numbers

During the last several centuries algebraic entities have been homogenized by means of freeing them from tangible associations. Until the 17th century various algebraic notions were strongly associated with physical metaphors. Historically, the governing metaphor which had a strong limiting impact on the algebraic thought was that of geometry: numbers were associated with geometric magnitudes. One result of the geometric metaphor was “the supreme and everlasting law of equations” (Klein, 1968, p.324), formulated by Viete as the law of homogeneity which states that only homogeneous magnitudes can be compared and equated with one another. So one cannot just deal with a quadratic equation as it is: in 

x2-2x+1=0,

“2” is not just a coefficient of a linear member but is associated with length, while “1” is not a free member but a plane entity (length multiplied by breadth). The geometric metaphor implied that equations of degrees higher than 3 have no meaning.


It is now difficult to appreciate this problem, because competent users of algebra have the tool kit of general metaphors as discussed in sec.3. The following example illustrates how too close attachments of concrete meanings to abstract mathematical objects can lead to unexpected difficulties in learning algebra. 
Compare the following equations:

(1)



x + 6 = 10

(2)



x/2 + 3 = 5

(3)



2x + 12 = 20 

(4)



3x + 12 = x + 20

From the standard contemporary point of view there is no difference between these equations. Each of them can be obtained from the others by simple algebraic manipulations. However, from the historical perspective this fact is far from being trivial. For hundreds of years algebraic manipulations were performed in the purely rhetoric fashion and constituted the art of algebra. Because of lack of suitable symbolism this art was considered difficult, mastering algebra was a privilege of few, and its scope was severely limited. One may hypothesize that the main reason for the slowness of progress in algebra was the demand for concreteness from mathematical entities. 

Association of “x” in (1)-(4) with tangible metaphors helps understand the problem.  

Let us think of “x” as some physical object. We associate numbers with some of its property, e.g. its weight. Consider the meanings of the equations in these terms.

The meaning of (1) in this context is: If we take the object and add the weight of 6 units, we obtain the overall weight of 10 units.  

The meaning of (2) is: If we cut the object in two equal parts, take one of these parts, and add the weight of 3 units, we obtain the overall weight of 5 units. 

The meaning of (3) is: If we create a copy of the object and add the weight of 12 units, we obtain the overall weight of 20 units.

The meaning of (4) is: If we have four identical objects, then three of them together with 12 units weigh as one such object added by 20 units.

The similarity between the equations in this interpretation is based on the assumption that operations of cutting and creating copies are both available (and of similar complexity).  Thinking in practical terms, there are cases when this assumption is wrong. For example, if we think about a pie, emulating (2) is easier than emulating (3) or (4): it is easier to cut a pie in two equal parts than to make another pie. On the other hand, if we think about identical metal balls coming from a plant production line, we have a lot of identical copies but no parts of balls, so emulating (3) or (4) is easier than that of (2). If objects are made from an expensive material emulating (3) is cheaper than (4).

As an exercise one can think about geometric interpretations of (1)-(4). Each of these equations leads to a different construction.
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אריתמטיקה מול גיאומטריה: מה יותר בסיסי?

Plato claimed that "God eternally geometries", and at the end of the sixteenth century Kepler still agreed with that. In the 19th century Kroneker stated that "God made the integers; all else is the work of man".  
An unexpected lesson from history: "There are number of instances that suggest that it isn't easy - maybe even not possible - to integrate elementary arithmetic, algebra and geometry into one harmonious mathematical whole. The Greek dealt with the discovery of irrational numbers by putting those numbers aside as in some way improper mathematical objects. The great achievement of the 19th century, the arithmetization of analysis, found no place in its program for geometrical intuition. One might say that in the first case geometry 'won' and elbowed out the aberrant arithmetical entities, whereas in the other it 'lost' and was banished from the further development of one of the most powerful intellectual tools ever invented. However one interprets these historico-mathematical events, they seem to demonstrate the existence of some deep difficulty, as of a psychological splitting, that prevents arithmetic, algebra and geometry from cohabiting in completely non-contradictory fashion." 
David Wheeler (1996) Backwards and forwards: Reflections on different approaches to algebra (From Bednarz, N., Kieran, C., Lee, L. (eds) Approaches to algebra. Perspectives for research and teaching, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Holland.) pp.317-325.
חשיבות אריתמטיקה וקדימותה על גיאומטריה:

In his introduction to English translation of Book 7 of Euclid (1570) John Dee exhibits the superiority of Arithmetic to Geometry, since it is more self-sufficient, and the subject it deals with "cannot be judged by any sense but only by consideration of the mind and understanding. Now things sensible are far under in degree than are things intellectual and are of nature much more gross than they, wherefore Number, as being only intellectual, is more pure, more immateriall, and more subtile, farre than is magnitude and extendeth itselfe farther....”

חשיבות הגיאומטריה וקדימותה לאריתמטיקה:

“Genetic” importance of geometry: continuity precedes discontinuity.

Euclidean geometry is the first example of the transcription of two- and three- dimensional special procedure to the one-dimensional language of writing. The primary function of ordinary language is to describe spatio-temporal processes which surround us. In Euclidean geometry we are dealing with the same function of language…. As such geometry is natural and possibly irreplaceable intermediary between ordinary language and mathematical formalism. From this point of view the stage of geometric thought may be a stage that is impossible to omit in the normal development of man’s rational activity…. There is hardly any doubt that from psychological, and for the author, ontological point of view the geometric continuum is the primordial entity. If one has any consciousness at all, it is consciousness of time and space; geometric continuum is in some way inseparably bound to conscious thought.”  
René Thom (1985) “Modern” mathematics: an educational and philosophical error? (in T. Tymoczko (ed) New directions in philosophy of mathematics, Birkhäuser, Boston, pp 67-78) 

התקדמות אלגברה
הצלחות בפתרונות בעיות בשיטות אלגבריות הלהיבה מאד את המתמטיקאים במאות 16 ו- 17.
ההצלחות הגיעו לשיא עם פרסום של עבודה אחת שאפשר להצביע אליה כמהפכנית מבחינת מעבר מחשיבה גיאומטרית לחשיבה אלגברית -  Géométrie של דקרט.  העבודה הזאת הופיעה לראשונה כנספח של ספרו הפילוסופית בו הוא הציג את שיטתו. המטרה של דקרט בעבודתו הייתה

“to lay down new foundations for objective knowledge with absolute certainty and so make it possible to prove the existence of God and the immortality of the soul.”  

השינוי הדרמטי שחל במתמטיקה בעת החדשה ביחס למתמטיקה יוונית הוא מעבר מביסוס של מתמטיקה על גיאומטריה כאשר צורות גיאומטריות משמשות כישויות הבסיסיות ביותר, אל אריתמטיקה שבה הישויות החשובות ביותר הם מספרים טבעיים. השינוי הזה לווה גם בשינוי בצורת ההצגה הבסיסית: אצל היוונים - דיאגרמות, במתמטיקה מודרנית הצגה סימבולית. אוקלידס הציג מספרים באמצעות קטעים. ואילו עכשיו מציגים קטעים באמצעים אלגבריים. המעבר הזה בולט בגישה שמציג דקרט בתחילת ספרו "גיאומטריה" שבה הוא מבקש לדמות עבודה עם בעיות גיאומטריות לאלו של מספרים. בשלב ראשון דקרט בוחר קטע אחד כיחידה:

“in order to relate it as closely as possible to numbers” (Descartes, p.2).

 עבור היוונים מושג ריבוע היה קשור לשטחים, חזקה שלישית לנפחים, ולחזקות גבוהות יותר לא היה משמעות. המעבר לסימון אלגברי איפשר טיפול אחיד בחזקות כישויות מאותו סוג כמו זה של הישות שמעלים אותה בחזקה, כלומר מספר או קטע אשר מיוצג על-ידי מספר השוה לאורכו.

הקטע הבא מדגים עד כמה המעבר הזה מוזר עבור דקרט עצמו:

“Here it must be observed that by a2, b3, and similar expressions, I ordinarily mean only simple lines, which, however, I name squares, cubes, etc., so that I may make use of the terms employed in algebra [stress mine, A.K.]. 

It should be noted that all parts of a single line should always be expressed by the same number of dimensions, provided unity is not determined by the conditions of the problem. Thus, a3 contains as many dimensions as ab2 or b3, these being the component parts of the line which I have called 
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. It is not, however, the same thing when unity is determined, because unity can always be understood, even where there are too many or too few dimensions; thus, if it be required to extract the cube root from a2b2-b, we must consider the quantity a2b2 divided once by unity, and the quantity b multiplied twice by unity.” 

הסבר בקטע האחרון נראה מוזר לקורא עכשווי, לכן המתרגמים נותנים עליו הסבר הבא:

Descartes seems to say that each term must be of the third degree, and that therefore we must conceive both a2b2 and b as reduced to the proper dimension. 

דקרט לא השתחרר מהמסורת אשר נותנת למקדמים במשוואה שמשעות של אורך, לכן מקדמים חייבים להיות חיוביים. כך בדיון על משוואה ריבועית הוא לא דן במשוואה מהסוג z2+az+b=0 בגלל שאין לה שורשים חיוביים
המעבר בין גיאומטריה לבין אריתמטיקה מבוסס על בניות המקבילות ל-4 פעולות חשבון וחישוב שורש ריבועי באמצעות מחוגה וסרגל.

נראה איך מבצעים את הפעולות האלו.

בהינתן קטע יחידה ניתן לבנות קטעים באורך שלם ולאחר מכן קטעים באורך רציונלי. בנוסף ניתן לבנות קטעים באורך של שורש ריבועי מהאורך הנתון.
בהינתן קטעים a ו- b הנה תהליך בניה של קטע a+b:

א' בקצה של קטע a בונים קטע באורך b (טענה 2 של ספר 1 של אוקלידס);

ב' ממשיכים קטע a; 

ג' בונים מעגל ברדיוס נבנה בשלב א';

ד' קטע a+b מקבלים כנקודת חיתוך של המעגל הנבנה בשלב ג' עם המשך קטע a הנבנה בשלב ב'.
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בניית קטע הפרש הוא טענה 3 של ספר 1 של אוקלידס:
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הנה בניות לכפל, חילוק ושורש ריבועי
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הבניות האלה שונות מגישה של אוקלידס שבה מכפלה של גדלים (קטעים) הוא שטח ולא קטע. 
מסתבר שאלה הפעולות היחידות שאפשר לבצע באמצעות מחוגה וסרגל. לכן, מה שניתן לבנות באמצעים האלה זה כל המספרים המתקבלים על-ידי מספר סופי של פעולות הנ"ל. קבוצת מספרים סגורה תחת פעולות האלה נקראת קבוצת מספרים הניתנים לבניה (נקרא לה Constr).

דוגמאות של מספרים הניתנים לבניה:
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לא ניתן לבנות מספרים אחרים: כדי להבין את זה נחשוב שכל הבניה מתבצעת בתוך מערכת קואורדינטות קרטזיות. תוך שימוש במחוגה וסרגל ניתן לבנות נקודות בעלות קואורדינטות מהקבוצה Constr. ונקודות חדשות המתקבלות כנקודות חיתוך של שני ישרים (באמצעות סרגל) או ישר ומעגל או שני מעגלים (באמצעות מחוגה). הישרים שעוברים דרך הנקודות השייכות ל- Constr ומעגלים שמרכזיהם שייכים ל- Constr מתוארים על-ידי משוואות בעלות מקדמים מהקבוצה Constr. מבחינה אלגברית למציאת נקודות חיתוך פותרים משוואות לינאריות (במקרה של ישרים) או ריבועיות (במקרה של מעגלים). פתרונות של המשוואות הנ"ל סגורות תחת ארבע פעולות חשבון ושורש ריבועי.

הקבוצה Constr היא תת-קבוצה של מספרים אלגבריים, כלומר מספרים המשמשים פתרונות למשוואות מהסוג 

anxn+…+a1x+a0=0,

כאשר כל המקדמים ai שלמים.

דוגמה אחת להצלחה של שיטות אלגבריות היא מתן תשובה לארבע בעיות מפורסמות מיוון העתיקה.

ארבע בעיות מפורסמות מיוון העתיקה

באמצעות מחוגה וסרגל בלבד לפתור את הבעיות הבעות

1. בהינתן קוביה לבנות קוביה בעלת נפח כפול
2. בהינתן זווית לבנות זווית בגודל שליש.

3. לבנות ריבוע בעלת שטח שווה לזה של עיגול נתון.

4. לבנות הפטגון (מצולע בן 7 צלעות) שווה צלעות

נשתמש בלמה הבאה (1837 ,Pierre Laurent Wantzel)

למה. למשוואה

(1)




a3x3+ a2x2+a1x+a0=0, a3(0

כאשר כל המקדמים ai שלמים, יש שורש רציונלי או אין לה שורשים ניתנים לבניה.

לפני ההוכחה נוכיח טענת עזר אחת ונכניס כמה מושגים. 

טענת עזר. יהי a3x3+a2x2+a1x+a0=0 ו-  x1,x2,x3 השורשים של המשוואה. אזי x1+x2+x3=-a2/a3
הוכחה. לשם נוחות נחלק את המשוואה ב- a3 ונקבל משוואה x3+bx2+cx+d=0. יש להוכיח

x1+x2+x3=-b.

הוכחה היא ישירה תוך עבודה עם מערכת משוואות 
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עבור b,c,d. נחסיר את המשוואה הראשונה מהשניה ומהשלישית ונקבל
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נחסיר את המשוואה הראשונה מהשניה ונקבל את הטענה:
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לפני שנחזור להוכחה של הלמת Wantzel נכניס כמה מושגים חדשים. נסמן ב- Z[(m] קבוצת המספרים מהסוג 
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 כאשר a ו- b הם מספרים שלמים (ו-m הוא לא ריבוע שלם). המעמד של Z[(m] הוא כמו זה של המספרים  ה"שלמים". נבנה קבוצת מספרים "רציונליים" Q[(m] על-ידי צירופים של החילוקים השונים של המספרים ה"שלמים" תוך ניצול העובדה שהמספרים האלה הם מהצורה 
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 כאשר r ו- q הם מספרים רציונליים במובן הרגיל:


[image: image14.wmf]md

c

ad

bc

q

 

,

md

c

mbd

ac

r

   

  where

,

m

q

r

)

m

d

c

)(

m

d

c

(

)

m

d

c

)(

m

b

a

(

m

d

c

m

b

a

2

2

2

2

-

-

=

-

-

=

+

=

-

+

-

+

=

+

+


(שים לב ש- c2-md2(0 כי אחד מהמספרים בהפרש הוא ריבוע שלם והשני לא.)

עכשיו נבחר מספר טבעי אחר גם הוא לא ריבוע שלם m* ביחס לאיברים של Z[(m] . נגדיר מספרים מהסוג Z[(m,(m*] כמספרים מהסוג 
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 כאשר a,b(Z[(m], גם כאן ניתן לחלק שני מספרים כאלה ולקבל מספרים "רציונליים" Q[(m,(m*] מהסוג 
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הדגמה של המושג "ריבוע שלם ביחס ל- Z[(m] ". אם m=2 אי-אפשר לבחור בתור m* מספר 
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אפשר להמשיך ולהגדיר שדה Fk=Q[(m1,...,(mk] של מספרים מהסוג r+q(mk כאשר r,q(Fk-1 וכל mi -ים הם מספרים מ- Z[(m1,...,(mk-1] ולא ריבועים שלמים (ביחס למספרים מ"שלמים" האלה , ו- F0=Q שדה של מספרים רציונליים.

נעבור להוכחת הלמה. 

הוכחה. נניח שלמשוואה אין פתרון רציונלי. נניח בשלילה שקיים לה שורש שניתן לבניה, נסמן אותו ב- x1. אזי קיים Fk כך ש- x1(Fk  נניח ש-k הוא מינימלי כזה, לכן, בפרט, השורש לא שייך לשדה Fk-1=Q[(m1,...,(mk-1]. יהיה x1=a+b(mk, כך ש- a,b(Fk-1. נציב את a+b(mk למשוואה (1), נסמן צד ימין של (1) ב- P(x), נקבל P(a+b(mk)=A+B(mk=0, כאשר A,B(Fk-1, מאידך על-ידי הצבה ישירה אפשר לראות ש- 

P(a+b(mk)=A+B(mk ( P(a-b(mk)=A-B(mk,

לכן גם P(a-b(mk)=0. 

סכום שלושת השורשים של המשוואה a3x3+a2x2+a1x+a0=0 שווה ל- -a2/a3, מספר רציונלי. נסמן ב- x3 את השורש השלישי, נחבר את שלושת השורשים ונקבל

x3+2a=-a2/a3 ( x3=-2a-a2/a3(Fk-1
בסתירה להנחת המינימליות של k.

באמצעות הלמה הזאת נוכיח שלא קיים פתרון לשלוש מתוך ארבע בעיות הנ"ל.

1. הכפלת נפח של קוביה נתונה.

נבחר קוביה בעלת צלע באורך 1. מבחינה גיאומטרית בניית קוביה בעלת נפח 2 מצטמצמת למציאת פתרון למשוואה x3=2 השייך ל- Constr.

כדי להוכיח את הטענה נראה שלמשוואה הזאת אין פתרונות רציונליים.

נניח בשלילה שקיים פתרון רציונלי x=p/q כאשר p ו- q זרים זה לזה. יהי 
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נציב את הפתרון לתוך המשוואה. נקבל p3=2q3. 

סכום החזקות של כל הגורמים ראשוניים מצד שמאל שווה 3(m1+...+mj) מתחלק ב- 3; ואילו הערך המקביל בצד ימין 3(n1+...+nk)+1 לא מתחלק ב- 3, לכן השוויון בלתי אפשרי.

2. מציאת שליש של זווית נתונה. 

נראה שלא ניתן לבנות שליש של הזווית 60(, כלומר לא ניתן לבנות זווית של 20(. 

	נשים לב שקיים קשר בין פונקציות טריגונומטריות ואורכים של קטעים:

AB=cos(
לכן אם אפשר לבנות זווית (, אז ניתן לבנות גם קטע באורך cos(.

נשתמש בנוסחה לזווית משולשת
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cos3(= cos((cos2(- sin3((sin2(=cos((( cos2(-sin2()-2sin2((cos(=cos(((2cos2(-1)-2(1-cos2()(cos(=4cos3(-3cos(.

עבור (=20( מתקיים cos3(=cos60(=1/2, וכך נקבל (נסמן x=cos20()

8x3-6x-1=0.

לנוחות הדיון נשנה את המשוואה הזאת על-ידי החלפת משתנה y=2x, נקבל משוואה

y3-3y-1=0.
נראה שלמשוואה הזאת לא קיים פתרון רציונלי. נניח שקיים פתרון כזה y=p/q, כאשר p ו-q זרים. נציב את הפתרון הזה לתוך המשוואה, נקבל
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את הזהות הזאת אפשר לרשום בשתי צורות שקולות הבאות

p(p2-3q2)=q3 OR q(q2+3p)=p3
מהצורה הראשונה נקבל p|q3, ומכאן בגלל הזרות של p ו- q נובע |p|=1, מהצורה השניה נקבל q|p3 וכך גם |q|=1, ובכן קיבלנו שאם יש למשוואה פתרון רציונלי אז הוא שווה ל- 1 או ל- (-1). הצבה של הערכים האלה במשוואה מראה שהם לא שורשים של המשוואה, העובדה הזאת מסיימת הוכחת הטענה.

3. בעיית בניית הפטגון

נשתמש במספרים מרוכבים. הקודקודים של ההפטגון מחלקים את מעגל היחידה ל-7 חלקים שווים, הנקודות האלו מהוות פתרונות של המשוואה z7=1. אחד מהפתרונות של המשוואה הזאת הוא z=1, שאר הפתרונות הם פתרונות של המשוואה
(z7-1)/(z-1)=0 ( z6+z5+z4+z3+z2+z+1=0

פתרון אחד של המשוואה הזאת הוא 

z=cos(360(/7)+i(sin(360(/7)
נראה שהזווית 360(/7 לא ניתנת לבניה. כדי להראות את זה נבצע החלפת משתנה במשוואה שלנו

x=z+1/z ( x3+x2-2x-1=0.

נראה שלמשוואה שלנו אין פתרון רציונלי. נניח שקיים פתרון כזה x=p/q, כאשר p ו-q זרים. נציב את הפתרון הזה לתוך המשוואה, נקבל
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את הזהות הזאת אפשר לרשום בשתי צורות שקולות הבאות
p(p2+qp-2q2)=q3 OR q(q2+2qp-p2)=p3
מהצורה הראשונה נקבל p|q3, ומכאן בגלל הזרות של p ו- q נובע |p|=1, מהצורה השניה נקבל q|p3 וכך גם |q|=1, ובכן קיבלנו שאם יש למשוואה פתרון רציונלי אז הוא שווה ל- 1 או ל- (-1). הצבה של הערכים האלה במשוואה מראה שהם לא שורשים של המשוואה, העובדה הזאת מסיימת הוכחת הטענה.
כדי להראות שלא ניתן לבנות ריבוע ששטחו שווה לזה של מעגל נתון, מספיק להראות שלא ניתן לבנות קטע באורך (. העובדה הזאת נובעת מכך ש- ( הוא מספר טנסצדנטלי (לא אלגברי)

העובדה הזאת היא מסקנה ממשפט Lindemann, 1882

משפט Lindemann. בהינתן שתי k-יות של מספרים אלגבריים  (a1,...,ak) ו- (m1,...,mk) כך ש- ai(0 וכל ה- m-ים שונים זה מזה, מתקיים 
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טרנצדנטליות של ( נובעת מהמשפט הזה ומהזהות ei(=-1: לו ( היה מספר אלגברי הזהות הזאת הייתה סותרת את משפט Lindemann.

בהקשר לבניות הנ"ל הדרישה המגבילה היא שימוש בסרגל ומחוגה בלבד, כאשר בסרגל מותר להשתמש רק למעבר ישרים בין שתי נקודות נתונות ואסור לבצע מדידות. אם מורידים את המגבלות הללו הבעיות האלו ניתנות לפתרון (וזה היה ידוע גם ליוונים)

מושג מספר

הגדרות ממקורות שונים
1) מילון בן-יהודה: מספר כל דבר. כמה אחדים יש שם, אחד או שניים או שלושה כ"ו.

2) אבן-שושן: ערך חשבוני המבטא כמות של עצמים, של תופעות וכדומה.

שתי ההגדרות האלו מתייחסות למספר ככמות ולא כסדר.

Webster: a unit belonging to an abstract mathematical system and subject to specified laws of succession, addition, and multiplication.

ההגדרה הזאת מתחמקת מהתייחסות למספר ככמות או כסדר תוך שימוש בביטוי לא ברור "יחידה השייכת למערכת מתמטית מופשטת".

Important dichotomies concerning numbers

1. Ordinal versus Cardinal numbers

2. Number as object versus number as relation

3. Number as objective reality versus number as a creation of mind

הגדרת מספרים עכשווית
אקסיומות Peano משתמשות בשלושה מושגים ראשוניים (לא מוגדרים): אפס, עוקב, ומספר טבעי (או מספר סופי שלם).
מספרים טבעיים נוצרים מאפס באמצעות פעולה של יצירת עוקב. דרך אלטרנטיבית היא להניח שנתונה קבוצה כלשהי, כלומר אוסף של עצמים, אשר נקראים מספרים טבעיים, בעלי תכונות הבאות (התכונות האלו נקראות אקסיומות). 
להלן תכונות (אקסיומות של המספרים הטבעיים)
אקסיומה 1. 0 הוא מספר טבעי, 0(N (כלומר הקבוצה שלנו לא ריקה).

אקסיומה 2. עבור כל x קיים מספר טבעי אחד ויחיד הנקרא עוקב של x. המספר הזה מסומן ב- x', כלומר אם x(N אז גם x'(N. מכאן x=y גורר x'=y'.
נסמן 0'=1.

אקסיומה 3. (x(x’(0), כלומר תמיד x'(0. כלומר לא קיים מספר אשר 0 הוא העוקב שלו. 

אקסיומה 4. x'=y' גורר x=y. כלומר כל מספר משמש כעוקב עבור לכל היותר מספר אחד.

אקסיומה 5. אקסיומת אינדוקציה. תהי A קבוצת מספרים טבעיים בעלת תכונה הבאה:

א' 0(A; ב' אם x(A אז x'(A, אזי כל מספר טבעי שייך ל- A.
ניסוח אחר: יהי P פרדיקט חד-מקומי (תכונה או טענה כלשהי). אם מתקיים P(0) ועבור כל x מתקיים P(x) גורר P(x') אז התכונה P מתקיימת עבור כל x טבעי:

(P(0)((x(P(x)(P(x’))) ((xP(x)

זאת לא אקסיומה בודדת אלא סכימת אקסיומות (הכוללת אינסוף אקסיומות: אחת עבור כל פרדיקט)
בניסוח הראשון לא רואים שמדובר לא באקסיומה בודדת כי זה מוסתר על-ידי שימוש בקבוצה כלשהי A, אך אין דרך להגדיר את הקבוצה הזאת אלא על-ידי פרדיקט כלשהו. 

נשים לב להבדל בין שני הניסוחים: העוצמה של קבוצת הפרדיקטים היא 0א ואילו עוצמה של קבוצת תת-קבוצות של מספרים טבעיים (כלומר הקבוצה האוניברסלית שאליה שייכת קבוצה A מהניסוח הראשון)  היא גדולה יותר.

כיוון שטבע של המספרים הטבעיים הוא שרירותי אפשר לזהות אותם עם קבוצות.

קיימות שתי דרכים מקובלות לזיהוי מספרים טבעיים עם קבוצות:

1) שיטת von Neumann

תהי ( קבוצה ריקה. תהי (' קבוצה עוקבת של  המוגדרת על-ידי {(}, באופן כללי  'A זאת קבוצה שאיברים הם כל האיברים של הקבוצה A ואת A עצמה:
A'=A({A}

(’={(}; ({(})’={(,{(}}; ({(,{(}})’={(,{(},{(,{(}} },... 
נזהה ( עם אפס, את {(} עם אחד, את {(,{(}} עם שתים, וכ"ו . 
2) שיטת Zermelo:

A'={A}

('={(}; {(}'={{(}}; {{(}}'={{{(}}}, …

Several representations of abstract natural number sequence are:

a. The natural numbers as cardinals of finite sets;

b. Positive integers (1 representing the abstract 0);

c. The even natural numbers (+2 represents the abstract ');

d. Commercial products are sometimes packaged in containers which carry advertising matter including a picture of the container itself. Physically, the picture must be limited in accuracy. But if we suppose perfect accuracy, we can represent 0 by the container, 1 by the picture of the container on the container, 2 by the picture of the container in by the picture of the container on the container, and so on.
Kleene, S.C. (1952) Introduction to Metamathematics. North-Holland Publishing Co. Amsterdam (5th reprint, 1967), p.25
A natural number is a property and not an object. (Frege)

We can… by using… [our] definitions say what is meant by “the number 1+1 belongs to the concept F” and then, using this, give the sense of the expression “the number 1+1+1 belongs to the concept F” and so on; but we can never…decide by means of our definitions whether …[Julius Caesar] is a number or not. 
(Frege, from P.Benacerraf, (1965) What numbers are not, Philosophical review 74(1),47-73)  
Numbers are classes of equivalence of sets (classes) between which there are exist 1-to-1 correspondences.

Relating this approach to von Neumann’s one can say that

0 is associated with the class whose only member is (.

1 is associated with the class to which {(} belongs; 

2 is associated with the class to which {(,{(}} belongs;

3 is associated with the class to which {(,{(},{(,{(}}} belongs etc. 

(The difference is that von Neumann associated these particular sets with natural numbers.)
Alternatively, referring to Zermelo’s approach n is associated with the class whose members are sets that contain as elements members of the class n-1:
( is a member of the class whose members do not contain sets as elements;

{(} is a member of the class whose members are sets of the previous class...

From ordinals one can obtain cardinals: by counting the number of members in the progression.

From cardinals one can obtain ordinals: as a progression of cardinals.

� כדי לוודא שזאת אכן המשוואה שלנו נציב את z במקום x:


x=(z2+1)/z; x2=(z4+2z2+1)/z2; x3=(z6+3z4+3z2+1)/z3


x3+x2-2x-1=0 ( z6+3z4+3z2+1+z5+2z3+z-2z4-2z2-z3= z6+z5+z4+z3+z2+z+1=0.
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