3.7.2007
א' הגדרה אלטרנטיבית לגודל של קבוצה

(Buzaglo, M. (2002) The Logic of Concept Expansion, Cambridge University Press, Cambridge, pp.43-44)

הגדרה. יהיו A ו-B קבוצות, f ו- g שתי פונקציות מ-A ל-B. נגיד ש- g>f אם Range(g)(Range(f).

הגדרה הבאה מכניסה מושג המאפשר להשוות בין גודל של שתי קבוצות.

יהיו A ו- B שתי קבוצות. נגיד ש- |A|<|B| אם מתקיימים התנאים הבאים:

א' קיימת פונקציה f מ- A ל- B;

ב' קיים a(B כך ש- a(Range(f);

ג' לא קיימת פונקציה g>f כך ש- a(Range(g).

הגדרה. יהיו A ו- B שתי קבוצות. נגיד ש- |A|=|B| אם מתקיים אחד משני התנאים הבאים:

א' קיימת פונקציה חח"ע בין A ו- B;
או
ב' לא מתקיים ש- |A|<|B| או ש- |B|<|A|.

שאלות

א' לוודא שהגדרה הזאת מתארת נכון יחס בין קבוצות סופיות. 

ב' להראות שלפי ההגדרה הזאת העוצמה של קבוצת החזקה P(N) שווה לזו של N. (כלומר משפט קנטור לא מתקיים).

פתרון. א' מקורס סטנדרטי של תורת הקבוצות אנו יודעים שלא קיימת פונקציה חח"ע בין A ו- B. לכן כדי להשלים את ההוכחה צריך להראות שמתקיים |A|<|B| ולא מתקיים |B|<|A|.
יהי A ו- B קבוצות סופיות, A={a1,…,am}, B={b1,…,bn} כך ש- n>m. 

1) נראה ש-  |A|<|B|
קיימת פונקציה מ- A ל- B: f(ai)=bi, i=1,…,m. מתקיים Dom(f)=A ו- |Dom(f)|=|Range(f)|=m. לפי הנתון bn(Range(f) . עבור כל פונקציה h מתקיים |Dom(h)|>|Range(h)|,  לכן לא קיימת פונקציה g מ- A ל- B כך ש- Range(g)(Range(f).
2) נראה שלא מתקיים |B|<|A|

יש להראות שעבור כל פונקציה f מ- B ל- A כזאת שקיים a(A אשר לא שייך לטווח של f קיימת פונקציה g כך ש- g>f.
תהי f פונקציה כלשהי מ- B ל- A:

f(bi)=aji, i=1,…,n

כך ש- Range(f)(A. נניח a(Range(f). כיוון ש- |A|=m<n מבין n ערכים aji , i=1,…,n יש לפחות שני איברים זהים, כלומר קיימים שני איברים שונים של B, b' ו- b'' כך ש- f(b')=f(b''). נגדיר פונקציה g באופן הבא:
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מתקיים Range(f)(Range(g)=Range(f)({a}.

ב' נראה שלפי ההגדרה שלנו |P(N)|=|N|
טענה. לפי ההגדרה לעיל עבור הקבוצה N לא מתקיים |P(N)|>|N|.

הוכחה. נראה שעבור כל פונקציה f מ- N ל- P(N) ניתן להגדיר פונקציה g כך ש- g>f ומכאן נסיק שעוצמה של P(N) לא גדולה מעוצמה של N.

 תהי f:N(P(N). נניח שקיימת קבוצה N(A כזאת ש- A(Range(f). 

נגדיר פונקציה g באופן הבא
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מתקיים  g>f, לכן תנאי ג' בהגדרה של עוצמה גדולה יותר לא מתקיים כלומר עוצמה של P(N) לא גדולה מעוצמה של N. ברור שגם עוצמה של N לא גדולה מעוצמה של P(N) ולכן שתי העוצמות שוות.
דרך אחרת לדון בעוצמה של קבוצה היא לנסות ולשמור על הדרישה (עיקרון אריסטו) ששלם גדול מחלקיו. המטרה היא לבטא את הרעיון שעוצמת מספרים זוגיים היא חצי מעוצמה של מספרים טבעיים, ובאופן כללי 

|{n(N : n( 0 (mod k) }|= |N|/k.

תיאוריית העוצמה בכיוון הזה מפותחת במאמרים הבאים:

Benci, V. and Di Nasso, M. (2003) Numerosities of labelled sets: a new way of counting, Advances in Mathematics, 173, 50-67.

Benci, V., Di Nasso, M. and Forti M. (2006) An Aristotelian notion of size, Annals of Pure and Applied Logic, 143, 43-53.

המסקנה המתבקשת מהדיון הנ"ל היא שאי-אפשר להגיד שתורת הקבוצות של קנטור מתארת את גודל הקבוצות האינסופיות "באמת", אלא שהמסקנות שלה נובעות מההגדרות שמבטאות אינטואיציה מסוג אחד על חשבון של אינטואיציה מסוג אחר. אין דרך אובייקטיבית לקבוע איזו אינטואיציה יותר טובה.
ב' התלהבות של מתמטיקאים משיטות אלגבריות הביאה את Viète לסיים את סיפרו המפורסם על אלגברה בסיסמה "שום בעיה לא תישאר לא פתורה".  מה דעתך על היומרה הזאת?

דוגמה לפונקציה אשר לא ניתנת לחישוב.

כל פונקציה מתמטית מתוארת באמצעות מספר סופי של סימנים ולכן ניתנת לקידוד על-ידי מספרים טבעיים. 

נדון בפונקציות חלקיות מעל מספרים טבעיים. נקרא למספר שבאמצעותו מקדדים את הפונקציה מספר Gödel של אותה פונקציה. כל פונקציה אפשר לזהות עם מספר Gödel שלה. נגיד שלפונקציה יש תכונת Gödel אם מספר Gödel שלה שייך לתחום ההגדרה שלה.

ניסוח הבעיה: בהינתן פונקציה לבדוק אם יש לה תכונת Gödel.

הבעיה מנוסחת היטב. קיום פתרון לבעיה הזאת פירושו קיום פונקציה ניתנת לחישוב
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כאשר x הוא מספר Gödel.

נראה שפונקציה f לא ניתנת לחישוב.

 לו f הייתה ניתנת לחישוב גם פונקציה הבאה ניתנת לחישוב:
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כאשר ( פירושו הפונקציה לא מוגדרת.

נראה ש- g לא ניתנת לחישוב. נניח בסתירה שהיא ניתנת לחישוב. אז יש לה מספר Gödel, נקרא לו xg. נדון ב- g(xg).

נניח ש- xg(Dom(g), כלומר ל- g יש תכונת Gödel, אז f(xg)=0 שפירושו של- g אין תכונת Gödel – סתירה.

נניח ש- xg(Dom(g), כלומר ל- g אין תכונת Gödel, אז f(xg)=1 שפירושו של- g יש תכונת Gödel – סתירה.

הסתירות האלו מוכיחות ש- g לא ניתנת לחישוב (ואז אין לה מספר Gödel) כך גם פונקציה f לא ניתנת לחישוב, לכן לבעיה הנדונה אין פתרון.

הנה ניסוח מקביל במונחים של מחשב:

כאשר מהדר מקבל תוכנית הכתובה בשפת תכנות מסויימת הוא בודק אם היא חוקית מבחינת התחביר. המהדר לא בודק אם התוכנית עוצרת על קלט מסוים אלא רק שהקלט הוא מהסוג המותר. נשאלת השאלה אם אפשר לבנות מהדר (כלומר תוכנית) אשר יפתור את הבעיה הזאת, כלומר בהינתן תוכנית מחשב וקלט, התוכנית שלנו תקבל אותם כקלט שלה ותבדוק אם התוכנית תעצור על הקלט הנתון. מסתבר שלבעיה הזאת אין פתרון. נוכיח את זאת.

1. כל תוכנית בכל שפת תכנות מתורגמת לשפת מכונה, כלומר לקוד בינרי (למשל ל- ASCII). לכן לכל תוכנית ניתן להתאים מספר (הנקרא מספר Gödel) המורכב מספרות של התרגום (למשל ב- ASCII כל סימן מתורגם למספר בינרי בן 8 ספרות).

2. התוכנית נקראת בעלת תכונת Gödel אם תהליך הביצוע הוא סופי (היא מגיעה לפקודת העצירה) כאשר המשתנה הראשון בקלט שלה שווה למספר Gödel שלה ושאר המשתנים (אם יש כאלה) שווים ל- 0. (אנו דנים רק בתוכניות עם קלט.)

3. נגדיר פונקציה באופן הבא:

f:{ Gödel numbers}( {0,1}
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4. נראה ש- f לא ניתנת לחישוב. נניח ש- f ניתנת לחישוב, כלומר קיימת תוכנית בשפת מחשב המחשבת את f. זאת אומרת שקיימת תוכנית כזאת שאם היא מקבלת x המשמש כמספר Gödel בתור קלט (הבדיקה אם x הוא מספר Gödel מתבצעת על-ידי המהדר), היא עוצרת עם פלט 1  אם יש לתוכנית שמספרה x תכונת Gödel או עם 0 אם אין לתוכנית הזאת תכונת Gödel.

נקרא לפלט של התוכנית הזאת z (z שווה ל- 1 או ל- 0). נוסיף לתוכנית שלנו את הפקודות הבאות:

WHILE z(0 DO;

END;

	x - Gödel number 
	[input]

	    (
	

	PROGRAM
	

	    (
	

	z=1 OR z=0     
	[output]

	    (
	

	WHILE z(0 DO;
	

	END.
	


נקבל סתירה: יהי x0 מספר Gödel של התוכנית החדשה. האם יש לה תכונת Gödel ? נניח שיש, אזי נקבל שבסיום התוכנית המקורית z=1 ואז התוכנית לא עוצרת בניגוד להנחה. נניח של- x0 אין תכונת  Gödel , אזי z=0 והתוכנית נעצרת, כלומר יש לה תכונת  Gödel . הגענו לסתירה.

Logic and Truth

“There are scarcely any philosophical problems of greater urgency than the liar paradox, for there are scarcely any concepts more central to our philosophical understanding than the concept of truth.” Vann McGee, (1990) Truth, Vagueness and Paradox, Hackett Publishing Company, Indianapolis, Preface, p.vii.
Modern mathematical logic begins its existence with George Boole’s book “Investigations of the laws of thought” (1854). The most fundamental assumption of this work is that any statement about facts could be associated with a truth value (true or false) and that we have innate logical knowledge of its basic laws such as the law of contradiction (~(P and ~P)), commutativity of OR and AND, etc. Then as stated in the first sentence of his book the design is “to investigate the fundamental laws of those operations of the mind by which reasoning is performed” (Ch.1 par.1). He aimed at establishing “the essential standards of truth and correctness,–standards not derived from without, but deeply founded in the constitution of the human faculties.” (Ch.1 par.2) He justifies his project in following words: “To unfold the secret laws and relations of those high faculties of thought by which all beyond the merely perceptive knowledge of the world and of ourselves is attained or matured, is an object which does not stand in need of commendation to a rational mind.” (Ch.1, par.2)

Boole saw his study as empirical: “Like all other sciences, that of the intellectual operations must primarily rest upon observation,–the subject of such observation being the very operations and processes of which we desire to determine the laws.” (Ch.1,par 4.) He notes that the special character of logic is that here “the perception of such general truths is not derived from an induction from many instances, but is involved in the clear apprehension of a single instance.” (par. 4)

“Let us define as fundamental those laws and principles from which all other general truths of science may be deduced, and into which they may all be again resolved. Shall we then err in regarding that as the true science of Logic which, laying down certain elementary laws, confirmed by the very testimony of the mind, permits us thence to deduce, by uniform processes, the entire chain of its secondary consequences, and furnishes, for its practical applications, methods of perfect generality?” (par.5)

On the other hand all over history of the human thought in various cultures there is also the opposite opinion: that verbal truth is relative and cannot be established unequivocally.

Double truth on three levels

Fung Yu-Lan (1962) A Short History of Chinese Philosophy, The MacMillan Co, New-York, p.245.

“The common people take all things for yu (being) and know nothing about wu (non-being). But the Buddists told them that actually all things are wu and empty. Thus, on this level, to say that all are yu  is the common truth and to say that all things are wu is the higher sense of truth.

When we ascend to the second level, to say that all is yu  is to look on things one-sidely. But to say that all things are wu is similarly one-sided. Actually, what is yu is simultaneously wu. On this second level, then, of double truth, to say that all things are yu and to say that all things are wu is both equally common sense. One now ought to say that a "non-One-Sided Middle Path" consists in understanding that things are neither yu nor wu. That now becomes the higher sense of truth. 

But on the third level, to say that absolute truth consists of what is not one-sided, means that we are making distinctions, and all distinctions are by their nature one-sided. Therefore on this level, to say that things are neither yu nor wu is merely common sense. The higher truth consists in saying that things are neither yu nor wu, neither not-yu nor not wu, and absolute truth is neither one-sided nor not one-sided.” 

The purpose of this piece is to show that truth is relative. Here is another, “scientific” illustration. 

I am now sitting in a chair. So on the first level to say that I am not moving is true and to say that I am moving is false.

On the other hand, being on Earth I am moving relative to Sun. When we ascend to the second level, to say that I am not moving is to display very limited (one-sided) point of view. But to say that I am moving is similarly one-sided (since in many real physical problems this movement should not be taken into account). Actually, I am simultaneously moving and not moving. On this second level, then, of double truth, to say that I am moving and to say I am not moving is equally common sense. One now ought to say that a "non-One-Sided Middle Path" consists in understanding that I am neither moving nor not moving. That now becomes the higher sense of truth. 

It is more difficult to illustrate the third level using a scientific example, since science is about making distinctions, while from the presented point of view (the third level) to say that absolute truth consists of what is not one-sided, means that we are making distinctions, and all distinctions are by their nature one-sided. To give some example though, let us consider the molecules of my body. To say that they are neither moving nor not moving, is merely common sense. However, if we think that their movement is experienced as heat which on the thermo-dynamical level is not considered as movement at all, that is, the category of movement and rest is irrelevant in this view. So one can say the higher truth consists in saying that these molecules are neither moving nor resting, neither not-moving nor not-resting, and absolute truth is neither one-sided nor not one-sided.

אל תען כסיל כאולתו פן תשוה לו גם אתה; משלי כ"ו ד'

ענה כסיל כאולתו פן יהי חכם בעיניו; משלי כ"ו ה'

"השאלה על דבר שני הפכים בנושא אחד היא רק תכונה יחסית לנו, לגבי שכלנו המוגבל, ואינה שייכת כלל בחוק בורא כל, אדון כל החוקים, וסיבת כל הסיבות, מקור החכמה ובונה תבונה, ברוך הוא, היננו נכונים להבין שיש מקום גם להשקפה של בחירתו של האדם וחפשו וגם לאי-בחירתן ואי-חפשו." רב קוק, אורות התשובה פרק ט"ז, סעיף א*1.

There is an approach of Dutch mathematician and philosopher Gerrit Mannoury (1867-1956) who was the teacher of Brouwer that distinguishes between truth as we feel it and mathematical procedures such as theorem proving:

"The capital T, the T of Truth… indicates an emotion." "Two mathematicians, who, in the course of a discussion, try to find the solution of a problem, thereby joining their efforts in a project of which words and signs on paper are only external marks of progress, may develop, through growing corroboration which equally gifted or equally trained people are able to give to each other, a feeling of certainty, which is nothing else but originating or approached truth."  
It is actually the way we feel that Gödel statement (a sentence in the formal language which intuitively means that it cannot be proved) is true.

However, most thinkers who dealt with the question of truth tried to formalize this concept.

Aristotelian definition of truth

“To say of what is that it is not, or of what is not that it is, is false, while to say of what is that it is, and of what is not that it is not, is true.” (Metaphysics IV,7, 1011b 26, Oxford translation)

“The true judgment affirms where the subject and predicate are really combined, and denies where they are separated.”  (Metaphysics VI,4, 1027b 20, Oxford translation)
From these statements the scholastics derived the two formulations: (1) A proposition is true if, howsoever it signifies to be, so it is; and (2) An affirmative categorical proposition is true if its subject and predicate stand for the same. (Moody, E.A. (1953) Truth and Consequence in Mediaeval Logic, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, p.102)
These definitions fail with paradoxes (e.g. The Liar). 

Ways to obtain mathematical truth

One question concerning truth in mathematics is how we learn new facts. The classic approach is that the way to obtain a new fact is to prove it. We know, however that there are non-provable true facts. Moreover, there are facts which may be possible to prove, but we do not know how, or that proofs are difficult and/or long. In this case mathematical truth can be seen as quasi-empiric similarly to facts in natural sciences.

Another question is what axioms to admit. The criterion is usually what is useful. Usefulness may mean answering our intuition (Euclidean geometry) or utility in proofs of important theorems (Axiom of Choice). In his answer to critics Zermelo explained that this axiom is “necessary for science”. (Hilary Putnam, What is mathematical truth (in Tymoczko, T. (ed): 1986,  New Directions In The Philosophy Of Mathematics, Birkhäuser, Boston, pp. 49-65)) p.55
Euler proved that  
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by illegitimate methods. In addition he estimated the value of the sum up to 30 decimal places. After that nobody doubted that the statement is true, even so it took another 20 years to prove it analytically. (p.56)

The common ground between the common-sense point of view and mathematics is that of physical-geometric intuition. In the case when some result which does not agree with this intuition is proved there arises a conflict of two quite different intuitions. From the common-sense point of view of physical-geometric intuition, the Banach-Tarski paradox is a patent impossibility, while from that of set-theoretical intuition, it is just another theorem, albeit a surprising one. It is exactly the latter that was expressed by Banach and Tarski in their 1924 article, in which the B-T theorem is granted as seeming “perhaps” paradoxical; but then they point out the apparent necessity of Axiom of Choice for results which “agree with intuition”.

Working set-theorists recognize AC as an evident truth about sets. Indeed one’s intuitions about “arbitrary” sets would seem to make AC obvious, since such sets are supposed to exist independently of how one constructs or describes them. So, according to this view, the monster is real and needs to be embraced regardless of its unusual nature. 

What should be expected from truth theories

A demand from an adequate concept of truth: “A theory of truth for the language we speak, argue in, theorize in, mathematize in, etc. should … provide similar truth conditions for similar sentences. .. Any departure from a theory thus homogeneous would have to be strongly motivated to be worth considering.” (Benacerraf,  1973,p.662)

Then here is the question what is the criterion for two sentences be similar. 

Example : consider two statements:

a. There are at least three large cities older that New York

b. There are at least three perfect numbers greater that 17.

Do they have the same structure (suppose we explained what is a large city, etc.)? On the first sight they obviously are. Here, however, two reasons why the answer may be negative: 

1. numbers are relations and not objects; 

2. mathematical objects are signs without content and their behavior is governed by artificially invented rules.

 Two demands from any truth theory (Benacerraf, P. (1973) Mathematical Truth, The Journal of Philosophy, 70 (19), 661-679 , p.666-7)
a. It should be evident why truth conditions for mathematical propositions are indeed conditions of their truth. Thus, if one claims that the truth condition is being a theorem in some system, one has to explain the connection between truth and theoremhood.

b. Mathematical truth concept to be acceptable it has to permit having mathematical knowledge.

“[T]he absence of a coherent account of how our mathematical intuition is connected with the truth of mathematical propositions renders the over-all account unsatisfactory.” (p.675)

Acceptance of “truth by proof” as “truth by convention” (Quine approach) does not supply reasons to associate the concept of truth in this context with our intuitive understanding of truth. Finding intuitively acceptable theory is the purpose of the whole endeavor.

p.679. “[C]onsider Russell’s oft-cited dictum: ‘The method of ‘postulating’ what we want has many advantages; they are the same as the advantages of theft over honest toil.’
 On the view I am advancing, that’s false. For with theft at least you come away with the loot, whereas implicit definition, conventional postulation, and their cousins are incapable of bringing truth. They are not only morally but practically deficient as well.”

Semantic Theories of Truth

These assume that truth and falsity are predicates of sentences or propositions 

“Many, probably most, of our ordinary assertions about truth and falsity are liable, if the empirical facts are extremely unfavorable, to exhibit paradoxical features.” Kripke, S.(1975) Outline of a Theory of Truth, Journal of Philosophy, 72, 690-716. p.691

Example.

Jones said “Most (i.e., a majority) of Nixon’s assertions about Watergate are false.”

The truth value of this statement can be found by enumeration of Nixon’s Watergate-related assertions and assessment of each for their truth or falsity. Suppose that they are evenly balanced except for one problematic case: “everything Jones says about Watergate is true.”

Suppose that Jones said nothing else about Watergate, then these two statements are paradoxical.

� � Russell, B. (1919/1992) Introduction to Mathematical Philosophy, Routledge, London, p.71
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