6.6.2007
תשובות לשיעורי בית.

1. ‎מהם ההבדלים בשימוש באותיות באלגברה וגיאומטריה?

תשובה. בגיאומטריה אותיות מצביעות על נקודות קבועות, כמה נקודות ביחד מסמנות צורות גיאומטריות. אי-אפשר לבצע פעולות על אותיות (למרות שלפעמים רושמים AB2) ואי-אפשר להזיז אותם; 

באלגברה אותיות הם תחליפים של עצמים ולכן אפשר לעשות פעולות עליהם, למשל לרשום a2.

‎2. טענה. (Sylvester, 1880) כל מספר רציונלי בקטע (0,1) ניתן להצגה כסכום של שברים עם מונה 1.

הוכחה. נתון מספר n/m((0,1), n,m(N+ נוכיח  באינדוקציה על n 
עבור n=1 טענה נכונה. נניח שהטענה נכונה עבור כל n קטן או שווה ל- k (כלומר כל שבר אשר המונה שלו קטן או לשווה ל- k הטענה נכונה), נוכיח שגם שברים מהצורה (k+1)/m ניתנים להצגה הזאת.
יהי q טבעי הקטן ביותר כך ש- 
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לפי הנחת האינדוקציה השבר השני בצד ימין ניתן להצגה הדרושה (בגלל ש- (k+1)q-m<k+1 ), יתר על כן, 1/q לא מופיע בהצגה של השבר הזה כי
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ההוכחה נותנת גם דרך לחישוב של ההצגה.

דוגמה. נחשב הצגה של 3/7


[image: image5.wmf]231

1

11

1

3

1

7

3

 

  

231

1

11

1

21

2

 

 

11

1

21

2

10

1

  

;

21

2

3

1

7

3

 

 

3

1

7

3

2

1

+

+

=

Þ

=

-

Þ

>

>

=

-

Þ

>

>


שים לב שההצגה הזאת לא יחידה, הנה הצגה אחרת של 3/7
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בפועל המצרים השתמשו בשיטה הזאת כדי לבנות לוחות חילוק של שברים מהסוג 
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ושימוש בהצגה בינרית של המונה:
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המשך החישוב הוא בעזרת טבלאות חילוק:
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בעיה פתוחה (Erdös). להראות שעבור כל מספר טבעי גדול מ- 4 קיים ייצוג ל- 4/n באמצעות לכל היותר שלושה שברים שונים בעלי מונה 1. יש כמה תוצאות חלקיות  (Anglin, p.4):
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מתמטיקה יוונית

הייחודיות של מתמטיקה יוונית היא בשיטה הדדוקטיבית שלה. צורה כזאת של הגשת עובדות מתמטיות לא נתגלתה בשום תרבות עתיקה אחרת. קיימים שלושה הסברים שונים (שאינם סותרים זה את זה) לתופעה הזאת (A.Sabo, Istoriko-matematicheskie issledovania):
א' רמה גבוהה של ויכוחים בנושאים שונים ובפרט בפילוסופיה דרש המצאת שיטות מסודרות להוכחות (Kolmogorov)
ב' יוונים ירשו  ידע מתמטי מתרבויות שונות (בעיקר ממצריים ובבל). הידע הזה היה אמפירי בצורה של מרשמים מוכנים. לעתים המרשמים שהגיעו ממקורות שונים לא התאימו אחד לשני, למשל לפי הבבלים שטח העיגול שווה ל- 3r2 ולפי המצרים (2r(8/9)2. היוונים היו צריכים למצוא דרך איך לבחור כלל נכון יותר וזה הביא לרעיון של הוכחה (Van der Varden);
ג' הגדרות ואקסיומות באו מלוגיקה של אריסטו אשר נוצרה מאומנות הוויכוח באופן הבא: בוויכוח בין A ו- B, B לא מקבל טענה כלשהי של A; כדי להוכיח את טענתו A מחפש הנחות יסוד המקובלות על B ואז הוא מראה איך הטענה נובעת מההנחות האלו. זה בדיוק ההוכחה במתמטיקה של אוקלידס (von Fritz).

המבנה של ספר אוקלידס שבו מופיעות בניות מסובכות ללא שום הסבר איך הגיעו לפתרונות האלה הביא מדענים בתחילת העת החדשה לחשוד שהיונים הסתירו בכוונה את השיטות שלהם איך להגיע לבניות הרצויות, כדי שרק אנשים ראויים (חכמים) יצליחו לשחזר את קו המחשבה שלהם. זו הייתה דעה של דקארט אשר נתן אותה כהצדקה לכתיבתו המסובכת של ספרו "גיאומטריה" שבו פיתח היסודות של אלגברה.

אלמנטים של אוקלידס

החיבור בנוי מ- 13 ספרים (פרקים)
.

ספר 1.  דן בטענות ובניות בסיסיות בהקשר של משולשים ומרובעים. בספר מופיעים 48 משפטים, האחרונים שבהם משפט פיתגורס והיסק הפוך.

ספר 2. הפירוש המקובל במשך כמה מאות האחרונות לספר הזה הוא אלגברה גיאומטרית, כלומר פתרון בעיות אשר בימינו אנו רואים בהם בעיות אלגבריות (כגון משוואה ריבועית) באמצעות בניות גיאומטריות.

ספר 3. תכונות של עיגול.
ספר 4. בונה מצולעים משוכללים חוסמים מעגלים או חסומים על-ידי מעגלים (ובפרט נבנים מצולעים משוכללים של 5 ו- 15 צלעות)

ספר 5. מתאר תורת הפרופורציות עבור גדלים (magnitudes), אשר מתייחס לכמויות רציפות (בניגוד לכמויות בדידות - מספרים).

ספר 6. דן בצורות גיאומטריות דומות תוך שימוש בפרופורציות.

ספרים 7-9. עוסקים באריתמטיקה ותורת המספרים.

ספר 10. הארוך מכולם דן בגדלים הלא ניתנים להשוואה (קטעים שאורכם אי-רציונלי).

ספר 11. עוסק בגיאומטריה תלת ממדית.

ספר 12. מחשב נפחים של גופים מרחביים.

ספר 13. עוסק בחמישה גופים משוכללים.

הפעולה הבסיסית לקבלת עצם חדש מהעצמים קיימים במתמטיקה יוונית היא בניה (בניגוד לחישוב במתמטיקה שלנו). בניות מתבצעות באמצעות סרגל ללא סימנים ומחוגה מתקפלת.

סרגל של אוקלידס נועד להעביר קווים ישרים בין שתי נקודות נתונות, אך לא ניתן באמצעותו למדוד ולהעביר אורכים. המחוגה של אוקלידס היא מחוגה מתקפלת (collapsible). באמצעות מחוגה כזאת ניתן לשרטט מעגל ברדיוס נתון, אך ברגע שמרימים אותה מהנייר היא מתקפלת, ולכן לא ניתן להעביר קטע באורך נתון ממקום למקום. טענה 2 של ספר 1 של אוקלדס דנה בשרטוט של קטע באורך נתון מנקודה נתונה. לו המחוגה לא הייתה מתקפלת הפעולה הזאת הייתה טריוויאלית: שים רגלים של המחוגה בשני קצוות של הקטע, ואז תעביר רגל אחד בנקודה רצויה, תסמן את נקודה של הרגל השנייה, ותעביר קו בין שתי הנקודות. אך הפעולה הזאת של העברה לא ניתנת לביצוע לפי הכללים של מתמטיקה יוונית.  אנו לא יודעים את הסיבה לכללים הנוקשים האלה.
שתי גישות לגיאומטריה (כפיסיקה וכמתמטיקה)

1. גיאומטריה כפיסיקה עוסקת בתכונות של העולם הגשמי, היא מתייחסת לתכונות מרחביות של עצמים גשמיים. טענותיה ניתנות לבדיקה ניסיונית. כמו כל תורה פיסיקלית היא מתעלמת מתכונות הנחשבות לא חשובות (כגון עובי של חבל ארוך או של גדר), ולכן מהווה תיאור מקורב של מציאות.

 2. גיאומטריה כמתמטיקה זאת תורה העוסקת בהוכחות טענות על אודות עצמים מופשטים כגון נקודות, ישרים, משולשים וכ"ו על סמך מושגי יסוד והנחות יסוד. כלומר היא עוסקת בקשרים לוגיים בין מושגים שונים. על נכונות הטענות אפשר לדבר רק במובן יחסי, כלומר אם טענה מסוימת אכן מתקבלת מאקסיומות. 
מבחינה פיסיקלית צריכה להיות מערכת אקסיומות שיותר מתאימה לתיאור של המציאות ואילו מבחינה מתמטית כל המערכות הן שווי ערך.

עד למאה 19 שתי הגישות האלו התלכדו, כי הייתה קיימת רק גיאומטריה אחת – אוקלידית - שלפי דעת המתמטיקאים ופיסיקאים כאחד (בדרך כלל לא הייתה הפרדה בין שני המקצועות) תיארה את המצב האמיתי.

הגדרות
אצל אוקלידס תפקיד של הגדרות לא אחיד. הן יכולות

א'  לתאר עצם הנדון בהמשך באמצעות ציון תכונה מאפיינת (הגדרות 5,2,1 של נקודה, קו, ומישור); במקרים האלה אין שימוש בתכונה המדוברת בהמשך של הספר. התכונה המוזכרת מעורפלת ואפשר לפרש את ההגדרה כדרך לציין את נושאי הספר.

ב' לתאר דרך לבניית עצם (ספר 11, הגדרה 14 של כדור);

ג' לקבוע עובדה אשר לא מגדירה שום מושג חדש (למשל הגדרה 3);

ד' הגדרות אשר נותנות שם לעצם המתואר באמצעות מושגים קודמים (הגדרות 10, 19-23), זה תפקיד של הגדרה המקובל היום. 

ה' "פסאודו" הגדרות אשר דומות להגדרות אמיתיות (סעיף ד'), אך בפועל אין להם משמעות (הגדרה 4 של קו ישר)

קיימת דעה שההגדרות לא נכתבו על-ידי אוקלידס אלא מישהו הוסיף אותם מאוחר יותר, או להפך, הן הועברו לספר מחיבור עתיק יותר.

כך בהגדרה 22 מוזכרים סוגים של מרובעים שאין בהם שימוש בהמשך, לעומת זאת יש שימוש במקבילית (parallelogram) אשר לא מוזכרת בהגדרה. 

הגדרות של ספר 1
1. A point is that which has no part.
1. נקודה זה מה שאין לו חלקים

הערה. מבחינת עברית יותר מתאימה המילה "אפס":
משמעות של המילה "נקודה" היא "כתם קטן": "תורי זהב נעשה לך עם נקודות הכסף" (שה"ש א'יא').

ואילו "אפס" משמעותו "קץ", "קצה": "למען ידעו ממזרח שמש וממערבה כי אפס בלדי אני ה' ואין עוד" (ישע' מה'ו'); אליך גוים יבואו מאפסי ארץ" (טז'יט') 

This definition says that one term that will be used is that of point. The description of a point is actually never used afterwards. It is an indivisible location. 

2. A line is breadthless length.

2. קו זה אורך ללא רוחב
One cannot tell from this definition what kind of line is meant by "line," but later a "straight" line defined to be a special kind of line. One can conclude, then, that "lines" need not be straight. 

From the next definition, it is apparent that Euclid's lines may have ends, so they are "line segments". But they need not have ends in all cases since the entire circumference of a circle is an example of a line. Indeed, lines need not be finite in all cases.

3. The ends of a line are points.

3. קצוות קו הם נקודות
This statement can be taken as indicating that between certain lines and points a relation holds, that a point can be an end of a line. It doesn't say what ends are. It also doesn't indicate how many ends a line can have. E.g. the circumference of a circle has no ends, but a finite line has its two end points.
4. A straight line is a line which lies evenly with the points on itself.

4. קו ישר הינו קו אשר נמצא באופן שווה ביחס לכל נקודותיו

הערה. לא ברורה השמעות של הביטוי "נמצא באותו אופן". אפשר להבין את זה במובן שתכונות הישר נשמרות בכל הנקודות שלה, שאין הבדל בין נקודה לנקודה (isogenity)

This statement indicates, at least, that the term "straight line" refers to a kind of line.  
5. A surface is that which has length and breadth only.

5. משטח זה מה שיש לו רק אורך ורוחב

הערה. ההגדרה מקבילה להגדרה 2.

This statement suggests that a surface has two dimensions, but says very little, if anything, since neither length nor breadth have been defined yet, nor will they be. From the next definition, it is clear that a surface does not have to be a plane. Other examples of surfaces that appear in the Elements are surfaces of cones, cylinders, and spheres.

6. The edges of a surface are lines.
6. שפות משטח הם קווים

הערה. ההגדרה מקבילה להגדרה 3.
This definition cannot actually be used since there are no postulates to go along with it to connect the edges of a surface in any way to the surface. 

7. A plane surface is a surface which lies evenly with the straight lines on itself.

7. מישור זה משטח אשר נמצא באותו אופן ביחס לכל הקווים הישרים שלו

הערה. ההגדרה מקבילה להגדרה 4, אך המקביל לנקודה בהגדרה 4 הוא קו ישר כאן ולא סתם קו.

Note that a plane surface may but needn't be infinite. There are no postulates in the Elements for the existence of plane surfaces, either finite or infinite. Post.3 says circles can be drawn, but an ambient plane is implicitly required there. Rectilinear figures are assumed to exist once the bounding lines have been constructed, but again, a plane is presumed to exist first. Throughout the books on plane geometry, there is the implicit assumption of one plane in which all the points, lines, and circles lie. 

הגדרות 8-12 עוסקות במושג זווית
8. A plane angle is the inclination to one another of two lines in a plane which meet one another and do not lie in a straight line.

8. זווית משורית זאת נטייה הדדית של שני קווים במישור אשר נפגשים ולא נמצאים על ישר. 

The two lines are meant to emanate from the same point; two intersecting lines will actually make four angles.  This concept is broader than our modern concept of angle.

	As can be seen from the next definition of rectilinear angle, angles do not have to have straight sides; they can have curves as sides. The size of the angle does not depend on the length of the sides, but is determined only by how the two sides meet. 
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In the Elements nearly all the angles are rectilinear, but angles with curved sides appear in proposition III.16, where a angle CAE is described as the angle between a circle and a straight tangent line and is shown to be smaller than any rectilinear angle FAE. Even though the curved side of the horn angle extends beyond any rectilinear angle, it is considered to be smaller since near the vertex A of the angle, the curvilinear angle CAE is entirely contained in the rectilinear angle FAE. Thus, an angle doesn't have an extent.

הגדרת הזווית בגיאומטריה מודרנית (לפי הילברט): זוג של חציי ישרים היוצאים מאותה נקודה ולא נמצאים על אותו ישר נקרא זווית. שני חצי ישרים נקראים צלעות של הזווית ונקודת המפגש שלהם קודקוד הזווית.

אקסיומה. יהי ((h,k) זווית במישור ( וישר a' באותו מישור או במישור אחר (', ונתון צד מסוים של מישור (' ביחס ל- a'. תהי h' קרן של a'. אזי במישור ('  קיימת קרן אחת ויחידה k' כך ש-  ((h,k)=((h',k') וכל הנקודות הפנימיות של ((h',k') נמצאות מהצד הנתון של של a'.

ואז מוכיחים (הוכחה מסובכת בשלילה) תכונת החיבור של זוויות. ועובדה שכל זוויות ישרות שוות

9. And when the lines containing the angle are straight, the angle is called rectilinear.
9. כאשר קווים המכילים את הזווית הם ישרים הזווית נקראת לינארית.

10. When a straight line standing on a straight line makes the adjacent angles equal to one another, each of the equal angles is right, and the straight line standing on the other is called a perpendicular to that on which it stands.

10. כאשר ישר העומד על ישר מרכיב זוויות סמוכות שוות אז כל אחת מהזוויות האלו היא זווית ישרה והישר העומד על השני נקרא ניצב לזה שהוא עומד עליו.

Later there will be a postulate (Post.4) which states that all right angles are equal, and after a few propositions, it can be shown that the laying line is also perpendicular to the standing one. A construction for a perpendicular is given and proved in proposition I.11. This is the first mention in the Elements of magnitudes being equal. 

11. An obtuse angle is an angle greater than a right angle. 
12. An acute angle is an angle less than a right angle. 

11. זווית קהה זאת זווית גדולה מהזווית הישרה.

12. זווית חדה זאת זווית קטנה מהזווית הישרה.

With these definition, we see another aspect of magnitudes, namely, two magnitudes of the same kind, such as two angles, can be compared for size. 

13. A boundary is that which is an extremity of anything. 

13. גבול זה קצה של משהו.

הערה. הגדרה בעייתית כי היא משתמשת במושג לא מוגדר "קצה".

14. A figure is that which is contained by any boundary or boundaries. 

14. צורה זה מה שמוגבל בתוך גבול או גבולות.
הערה. הגדרה בעייתית כי היא משתמשת במושג לא מוגדר "מוגבל".

הגדרות 15-18 עוסקות במושגים הקשורים בעיגול

15. A circle is a plane figure contained by one line such that all the straight lines falling upon it from one point among those lying within the figure equal one another. 

15. עיגול זה צורה מישורית המוגבלת בתוך קו אחד כך שכל הקווים הישרים הנופלים עליו מאותה נקודה הנמצאת בתוך הצורה שוות.

16. And the point is called the center of the circle.

16. הנקודה הזאת נקראת מרכז העיגול.  
17. A diameter of the circle is any straight line drawn through the center and terminated in both directions by the circumference of the circle, and such a straight line also bisects the circle. 

17. קוטר העיגול זה כל ישר העובר דרך המרכז ומסתיים בשני הכיוונים על המעגל של העיגול, הקו הזה חוצה את העיגול (לשני חלקים שווים).
הערה. אוקלידס לא משתמש במילה רדיוס אלא "זה [היוצא] מהמרכז".

18. A semicircle is the figure contained by the diameter and the circumference cut off by it. And the center of the semicircle is the same as that of the circle. 

18. חצי העיגול זה צורה המוגבלת על-ידי קוטר וחלק מהמעגל הנחתך על-ידו.  מרכז של חצי עיגול זהה לזה של העיגול.
19. Rectilinear figures are those which are contained by straight lines, trilateral figures being those contained by three, quadrilateral those contained by four, and multilateral those contained by more than four straight lines.

19. צורות לינאריות הן צורות המוגבלות על-ידי קווים ישרים, צורות משולשות מוגבלות על-ידי שלושה, מרובעות על-ידי ארבעה, ורבי-צלעות על-ידי יותר משלושה קווים ישרים.

20. Of trilateral figures, an equilateral triangle is that which has its three sides equal, an isosceles triangle that which has two of its sides alone equal, and a scalene triangle that which has its three sides unequal. 

20. מהצורות המשולשות משולש שווה צלעות זה משולש בעל שלוש צלעות שוות, משולש שווה שוקיים זה שרק שתי צלעות שלו שוות ומשולש שונה צלעות הוא זה שכל שלושת הצלעות שלו שונות זו מזו.

הערה. לפי ההגדרה הזאת משולש שווה צלעות לא מתאים להגדרה של משולש שווה שוקיים.
21. Further, of trilateral figures, a right-angled triangle is that which has a right angle, an obtuse-angled triangle that which has an obtuse angle, and an acute-angled triangle that which has its three angles acute. 

21. ועוד על הצורות המשולשות, משולש ישר זווית זה משולש בעל זווית ישרה, משולש קהה זווית זה משולש בעל זווית קהה ומשולש חד זווית זה משולש שכל שלושת הזוויות שלו חדות. 
22. Of quadrilateral figures, a square is that which is both equilateral and right-angled; an oblong that which is right-angled but not equilateral; a rhombus that which is equilateral but not right-angled; and a rhomboid that which has its opposite sides and angles equal to one another but is neither equilateral nor right-angled. And let quadrilaterals other than these be called trapezia.

22. מתוך צורות מרובעות ריבוע הוא זה שצלעותיו שוות וזוויותיו ישרות, מלבן זה שזוויותיו ישרות, אך צלעותיו אינן שוות, מעויין זה שצלעותיו שוות, אך זוויותיו אינן ישרות; רומבואיד הוא זה שצלעות וזוויות שווים לאילו ממול, אך לא כל צלעותיו שוות וזוויותיו אינן ישרות. נקרא לכל שאר מרובעים טרפזים.
The only figure defined here that Euclid actually uses is the square.

23. Parallel straight lines are straight lines which, being in the same plane and being produced indefinitely in both directions, do not meet one another in either direction.
23. ישרים מקבילים הינם ישרים אשר נמצאים באותו מישור ובהימשכם (אם להמשיך אותם) ללא גבול לשני הכיוונים אינם נפגשים.

הערה. הבעיה בהגדרה הזאת שהיא משתמשת בתהליך אינסופי ולכן לא ניתנת לבדיקה. הגישה הזאת נוגדת את החשיבה היוונית שבה אין מקום לאינסוף.

This definition only defines what it means for straight lines to be parallel; it does not say that there are any parallel lines. Proposition I.31 gives a construction for a line parallel to a given line through a given point.
אין שימוש בהגדרות האלה בהמשך.

אחרי ההגדרות  מופיעים היגדים מיוחדים משני סוגים הנקראים 1) פוסטולטים ו-2) אקסיומות. על ההבדלים ביניהם יש מספר דעות. 

א' אקסיומה היא עובדה ברורה מאליה ואילו פוסטולט הוא הנחה המתקבלת ללא הוכחה. בלשון של ימינו אין הבדל בין שני המושגים.

ב' אקסיומה זאת טענה ברורה מאליה שאופייה כללי ואילו פוסטולט מתייחס לנושא הספציפי שבו מדובר. אך בין אקסיומות יש לפחות אחת (על התלכדות) שגם היא גיאומטרית באופייה.

ג' פרוקלוס הבדיל בין משפטים שמטרתם להגיע לידע חדש לבין בעיות שמטרתן לבנות-לעשות. הוא קשר בין משפטים לאקסיומות ובין בניות לפוסטולטים. המעבר לגישה שפוסטולט זאת אקסיומה לא טריוואלית שכדי להשתמש בה דרושה הסכמה הופיע במאה 17. (Boltovskoi, p.238)

הערה. הבדל בין אקסיומות אריתמטיקה ואקסיומות גיאומטריה:

באריתמטיקה מניחים שקיים רק 0 ויוצרים את שאר המספרים באמצעות יחס "הבא". מספרים שלמים, רציונליים וממשיים נוצרים באמצעות קבוצות מספרים קטנות יותר ופעולות כלשהן (חיסור, חילוק, חתך Dedekind).

בגיאומטריה מניחים מראש קיום של כל האיברים הרלוונטיים (נקודות, ישרים, מישורים). יש להדגיש שאצל אוקלידס אקסיומות מופיעות רק בספר 1 , כך שגדלים ומספרים לא מוגדרים בצורה אקסיומטית
בספר מופיעים 5 פוסטולטים ו- 5 אקסיומות
. 

פוסטולטים

לפוסטולטים 1-3 ו- 5 אפשר להתייחס כלהגדרות של בניות מותרות כאשר כל שאר הבניות מתקבלות מסדרה של הבניות האלמנטריות האלה. 
פוסטולטים 1-3 טוענים שאפשר לבצע את הבניות הבאות

1.To draw a straight line from any point to any point.

1. בין כל שתי נקודות להעביר קו ישר 
Euclid uses this postulate as if it includes the uniqueness as part of it, he ought to have stated that there is a unique line between the two points.

השינוי שחל במאה 17 באיחוד של פוסטולטים ואקסיומות  אפשר לראות בשינוי בניסוח המופיע אצל  וולף (תלמיד של Leibniz): בין כל שתי נקודות עובר ישר אחד ויחיד.

כאן לא מדובר בבניה אלא בקביעת עובדה שעצם כלשהו (ישר) קיים.

2. To produce a finite straight line continuously in a straight line.

2. קו ישר מוגבל ניתן להמשיך ברציפות בקו ישר

הערה. אין שום הסבר למושג הרציפות.
3. To describe a circle with any center and radius.

3. סביב כל נקודה לבנות מעגל בכל רדיוס.

Sometimes postulate 3 is likened to a collapsing compass, that is, when the compass is lifted off the drawing surface, it collapses.
4. That all right angles equal one another.

4. כל זוויות ישרות שוות.
5. That, if a straight line falling on two straight lines makes the interior angles on the same side less than two right angles, the two straight lines, if produced indefinitely, meet on that side on which are the angles less than the two right angles.
	5. אם ישר יוצר בנקודות החיתוך עם שני ישרים אחרים זוויות פנימיות מאותו צד אשר הסכום שלהן קטן משני זוויות ישרות, אזי אם להמשיך את שני הישרים האלה ללא הגבלה הם יחתכו מהצד שבו נמצאות הזויות שסכומן קטן משני זוויות ישרות.
((+((<180(
העובדה ששני ישרים לא מקבילים חותכים זה את זה בנקודה אחת מתקבלת כהנחה סמויה.
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The parallel postulate is historically the most interesting postulate. Geometers throughout the ages have tried to show that it could be proved from the remaining postulates so that it wasn't necessary to assume it. The process tried was to assume its falsehood, then derive a contradiction. Many strange conclusions follow from denying the parallel postulate, and several geometers found such great absurdities that they concluded that the parallel postulate did follow from the rest. 

קיימת בעיה שרוב החוקרים לא שמו לב אליה: העדר התאמה בין מודל של מרחב אוקלידי שאליו מתייחסים הפוסטולטים ומודל היקום של היונים. Høyrup, J. (2002) Centaurus , 44,1–31
אקסיומות (Common Notions)
These refer to magnitudes of various kinds: straight line (most common), angles, areas, arcs of equal circles (arcs of unequal circles are magnitudes of different kinds), solids. Areas of figures are comparable, different kinds of curves are not. 

Ratios do not themselves form a kind of magnitude since they can be compared, but they cannot be added. It could be considered that numbers form a kind of magnitude as pointed out by Aristotle. 

1. Things which equal the same thing also equal one another. 

2. If equals are added to equals, then the wholes are equal. 

3. If equals are subtracted from equals, then the remainders are equal. 

4. Things which coincide with one another equal one another. 

5. The whole is greater than the part. 

1. שניים שווים לאותו דבר שווים ביניהם
2. אם לשווים לחבר שווים, גם הסכומים יהיו שווים

3. אם משווים להחסיר שווים, גם שאריות יהיו שווים

4. מתלכדים אחד עם השני שווים

5. השלם גדול מחלקו

אקסיומות נוספות (Boltovskoi):

6. אם ללא שווים מתווספים שווים אז השלמים לא יהיו שווים.

7. כפולים של אותו דבר שווים ביניהם.

8. וגם החצאים של אותו דבר שווים ביניהם.
9. שני ישרים לא מכילים מרחב.
הערות. אקסיומה 4 מתייחסת לעצמים גיאומטריים בלבד ובזה היא שונה משאר האקסיומות אשר מתארות את התכונות הבסיסיות של המושג גודל. 

The traditional interpretation of CN4 is a justification of a principle of superposition (used in I.4): if one thing can be moved to coincide with another, then they are equal. 

There are a number of properties of magnitudes used in Book I besides the listed Common Notions. 

1.If not x = y, then x > y or x < y.I.6; 
2.Not both x < y and x = y. I.6
3.If not x ( y, then x = y.I.6; 
4.If x < y and y = z, then x < z.
I.7
5.If x < y and y < z, then x < z.I.7; 
6.If x = y and y < z, then x < z.I.16

7.If x < y, then x + z < y + z.I.17; 
8.If not x > y, then x = y or x < y.I.19

9.If not x < y and not x = y, then x > y.I.19; 
10.If 2x = 2y, then x = y.I.37

11.If x = y, then 2x = 2y.I.42

Number 3 is an instance of the logical principle of double negation, rather than a common notion. Number 11 is a special case of C.N.2 since doubling is a special case of addition, that is, 2x is just x + x. Some of the others are logical variants of each other, for instance, numbers 1, 8, and 9 are all equivalent to the statement that at least one of the three cases x < y, x = y, or x > y holds. Statement 2 says that two of those cases cannot simultaneously hold. 
The statement that for two magnitudes x and y of the same kind, exactly one of the three cases

 x < y, x = y, or x > y  holds  is called the law of trichotomy for magnitudes. This law, in particular, really ought to have been made an explicit common notion.

במעבר מהנחות יסוד לטענות יש חורים, כלומר בהוכחות נעשה שימוש לא מפורש בהנחות נוספות

	טענה 1. הטענה היא למעשה בניה: בהינתן קטע AB לבנות עליו משולש שווה צלעות.

תהליך הבניה. נבנה מעגל בנק'A ורדיוס AB (לפי פוסטולט 3).  נבנה מעגל בנק'B ורדיוס BA (לפי פוסטולט 3).  תהי C נקודת החיתוך של שני המעגלים, נעביר את AC ו- BC, אזי לפי הגדרת המעגל AC=AB ו- BC=BA, לפי אקסיומה 4 AB=BA ולכן לפי אקסיומה 1 AC=BC.
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וכך (ABC הוא משולש שווה צלעות. הבעיה בכל התהליך הזה היא שקיום נק'C  וגם קיומה מחוץ לישר AB נחשב כברור מאליו.

טענה 2. נתונה נקודה A וקטע BC (A לא נמצאת על הקטע). לבנות קטע באורך BC היוצא מ-A.
	הבניה. נבנה קטע AB (פוסטולט 1) על הקטע AB נבנה משולש שווה צלעות ABD (טענה 1). נמשיך את הקווים DA ו- DB (פוסטולט 2), בנק'B נבנה מעגל בעל רדיוס BC (פוסטולט 3). תהי G נקודת החיתוך של המעגל עם הישר DB (הנחה לא מפורשת שישר העובר דרך מרכז המעגל בהכרח חותך אותו). נבנה מעגל בנק'D ורדיוס DG (פוסטולט 3). תהי K נקודת החיתוך של המעגל הזה עם הישר DA (שוב אותה הנחה לא מפורשת). הקטע הדרוש הוא הקטע AK.

התוצאה הזאת מתקבלת מאקסיומות 3 ו- 1:
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DG=DK, DA=DB ( AK=BG (Ax. 3); BC=BG, BG=AK ( BC=AK (Ax. 1).
טענה 3. בהינתן שני ישרים לא שווים, להחסיר מהגדול את הישר השווה לקטן.
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	יהיו AB ו- C שני ישרים, כאשר AB הוא הגדול מבין השניים. נבנה בנק' A ישר AD השווה ל- C (לפי טענה 2). נבנה מעגל ברדיוס AD עם מרכז ב- A (פוסטולט 3). נקבל נק' E - נקודת חיתוך בין AB והמעגל. AE שווה ל- C (אקסיומה 1). החסרנו מ- AB את AE. 

אומנם אוקלידס לא אומר את זה במפורש, אך מכאן ניתן לבנות גם סכום של שני ישרים: לפני בניית המעגל נמשיך את AB (לפי פוסטולט 2). כאשר נבנה את המעגל נקבל נקודת חיתוך של המעגל עם הישר AB השונה מ- E (נקרא לה F). BF הוא הישר הנדרש.


משפט פיתגורס

למה (טענה 41). אם למשולש ולמקבילית אותו בסיס וקודקוד של המשולש נמצא על הצלע המקבילה לבסיס אז שטח המקבילית הוא כפול מהשטח של המשולש.

הוכחה. נוכיח 

SABCD=2(SBCE
ברור ש- SABCD=2(SABC (אצל אוקלידס העובדה הזאת מוכיחים). לכן מספיק להוכיח ש- SABC=SBCE.
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	נעביר אלכסון AC. השטחים של המשולשים ABC ו- BCE שווים (כי AG=EH), לכן 

SBCE=BC(EH/2=BC(AG/2=SABC


נעבור להוכחת משפט פיתגורס.

טענה 47. שטח הריבוע בנוי על יתר של משולש בעל זווית ישרה שווה לסכום השטחים של הריבועים הבנויים על הניצבים.

הוכחה. נתון משולש ABC. נבנה ריבועים על צלעותיו. יש להוכיח

SBCED=SABFG+SACKH
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	נעביר AL במקביל ל- BD ונחבר AD ו- FC. 

בגלל שהזוויות (BAC ו- (BAG הן ישרות, CAG הוא קו ישר. מאותה סיבה BAH הוא קו ישר.  מתקיים

(FBC=90(+(ABC=(DBA.

מתקיים FB=BA, BD=BC, ו- (FBC=(DBA, לכן

(ABD=(FBC.

מאותן סיבות (ACE=(KCB..

לפי הלמה SBDLM=2(SABD (כי יש להם אותו בסיס BD וקודקוד המשולש נמצא על הצלע המקבילה לבסיס – המשך של ML)


גם  SABFG=2(SFBC (יש להם אותו בסיס BF וקודקוד המשולש נמצא על הצלע המקבילה לבסיס – המשך של GC).

מאותן סיבות SCELM=2(SACE ו- SACKH=2(SKCB.
ובכן

SBCED=SBDLM+SCELM=2(SABD +2(SACE =2(SFBC +2(SKCB =SABFG+SACKH.

� תרגום של הספרים האלה לאנגלית עם פירוש סטנדרטי של Heath ניתן למצוא באתר 


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html





� במהדורות אחדות יש יותר ספרים, אך מקובל בין החוקרים שאלה תוספת מאוחרת.


� נדגיש שרוב החוקרים היום מסתייגים מהפירוש הזה. לפי הדעה המקובלת היום היוונים לא חשבו במונחים הדומים לאלה המקובלים באלגברה.


� Raschevsky, Introduction to Hilbert’s Grundlagen in Russian


� לפי גרסה אחרת יש 9 אקסיומית.


� אוקלידס משתמש בביטוי "פתיחת מחוגה"
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