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 דטרמיננטות
n בהינתן מטריצה :מוטיבציה n×  מעל שדהF היינו רוצים למצוא פונקציה של איברי המטריצה שתיתן 

 אותנו בו בזמן פונקציה זו תלמד, כבונוס. שורות המטריצה תלויות ליניארית או לאולנו אינדיקציה אם 
 ).וכך נגלה קשר חשוב ומפתיע בין עמודות המטריצה לשורותיה. על עמודות המטריצה
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 ?מה אנו נדרשים בעצם

a b

c d
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 :אז נדרוש. זה לא תמיד מוגדר , אך אוי ואבוי

0ad bc− =  
 . ל" תAמ שורות "מתקיים אמ

 

)נגדיר עבור מטריצה  )det : :
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A A A ad bc
c d

 
= = = − 
 

מ "ל אמ" תAשורות . 

( )det 0A = . 

 
 .  ונראה מה קורה לדטרמיננטהAבואו ונתעלל קצת במטריצה 

( )

'

det ' det
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 ). כך גם לגבי העמודות(סקלר דטרמיננטה מוכפלת באותו כשכופלים שורה בסקלר גם ה
 :בואו נמשיך להתעלל במטריצה
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( ) ( )det ' detA cd ad A= − = −  

 .  גורמת להחלפת סימן הדטרמיננטה)או עמודה(החלפת שורה 
 

 :עוד פעולה שאפשר לעשות למטריצה זה לשקף אותה דרך האלכסון הראשי
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2השתעממנו מלעבוד במטריצה , טוב nבו נראה . ×2 n× .ינסתכל על הביטו: 

0ad bc− =  

detונשים לב ש A נציג אחד מכל בו כל כופל מכיל בדיוק ) עם סימנים(סכום של מכפלות  הוא
 .ונציג אחד מכל עמודה, שורה

3איך תראה דטרמיננטה של מטריצה  3×? 

:
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 . ל" תAמ שורות " אמ0ל שווה "טוי הנינטען שהב
 

 ?מה זה. פונקציות נפח ? מאיפה הגיעו הדברים האלה
שדה (ההבנה האינטואיטיבית שלהן באה מהדוגמאות האוקלידיות , אבל. Fפונקציות נפח מעל לכל שדה 

R( ,ונתבונן תחילה בפונקציות נפח ב
2Rוב 

3R . 

יהו 
2, Rα β )נגדיר . ∋ ),S α βי " שמחזירה את שטח המקבילית הנפרשת ע,α β)  על ידי שיקוף

 . 3 יכפיל את כל השטח ב3נשים לב שהכפלה של אחד הוקטורים ב). וקטורים
  מתקייםtלכל סקלר :  התכונהSל
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)מה נוכל לומר על  )1 2
,S α α β+ ? 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
, , ,S S Sα α β α β α β+ = ±  

 

) שטח אלגברינגדיר  ),α β= α,י " כשטח המקבילית הנפרשת ע∆ β ,אם הזוית  + כפול סימן

α,הקטנה בין  βאם הזוית הקטנה בין -,  היא נגד כיוון השעון ,α βהיא עם כיוון השעון  . 

 

 :∆תכונות 
1. ( ), 0α α∆ = 

): הומוגניות .2 ) ( ), ,t tα β α β∆ =  ). מנטיםבשני הארגו (∆

): ליניאריות .3 ) ( ) ( )1 2 1 2
, , ,α α β α β α β∆ + = ∆ + ∆ 

4. ( ) ( ), ,α β β α∆ = −∆. 

 



)נשים לב שאם מחשבים ש ),a bα ) ו= ),c dβ ) אזי נשים לב ש= ), ad bcα β∆ = − 

 ). הזכור לנו לטוב מהדטרמיננטות(

של  נפח אלגבריבאופן דומה נגדיר 
3, , Rα β γ  :אזי , ∋

( ), ,α β γ∆י " מוגדר כנפח המקבילון הנוצר ע, ,α β γאם זה -, אם זו מערכת ימנית. (+  כפול סימן 

 ).נשאיר לפיזיקאים מחוננים את השאלה? מה זה מערכת ימנית או שמאלית. מערכת שמאלית

 . ד,ג,ב, יש התכונות א∆ואז ל
 אם: הערה
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  אז

( ), , aei dhc bfg ceg bdi ahfα β γ∆ = + + − − −  

נשים לב ששני וקטורים ב
2Rב.  תלויים ליניארים אם המקבילית שלהם מנוונת

3R אם יש וקטור 
 ). 0ואז נפחו שווה ל(נפרש על ידי השניים האחרים שור ששנמצא במי

 
 :בואו ונעבור למקרה הכללי, אחרי ההקדמה האינטואיטיבית הקצרה

,  F לתוך V משתנים מn היא פונקציה של ∆ פונקציית נפח. F מעל nו ממימד " מV יהי :הגדרה
 :בעלת התכונות הבאות

1. ( )1
,..., 0

n
α α∆ i אם קיימים = j≠כך ש 

i j
a a= . 

1לכל  –הומוגניות  .2 i n≤ t ולכל סקלר ≥ F∈ מתקיים 

( ) ( )1 1
,..., ,..., ,...,

i n n
t tα α α α α∆ = ∆. 
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a aα α α α α α α α∆ + = ∆ + ∆. 

 

1כלומר לכל  , אלטרנטיביתאז היא גם ,  פונקציית נפח∆ אם : טענה , ,i j n i j≤ ≤ ≠ 

( ) ( )1 1
,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,

i j n j i n
aα α α α α α α∆ =  נחליף –י משתנים החלפנו שנ (∆−

 ). גם את הסימן

) נוכיח לדוגמא :הוכחה ) ( )1 2 2 1
, ,..., , ,...,α α α α∆ = נתבונן ). כ"בה (∆−
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n
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 ?ומה טיבן, נקציית נפחהאם קיימות פו: נשאל את השאלה הבאה

יש רק , V ואת המימד של Fכשקובעים את השדה , ולמעשה, קיימות פונקציות נפח,  כן:התשובה
 .פונקציית נפח יחידה עד כדי כפל בסקלר

 חזרה על התרגול :תמורות

.  שלם חיוביnיהי 
n
S בוצה אוסף כל התמורות של הק{ }1,...,permutations n . 



}ע ועל על מ"פונקציה חח? מה זה תמורה }1,...,nנזכור כי .   לעצמה!
n
S n= .י "נסמן תמורות ע

,אותיות יווניות  ,σ τ π . 

 : נתבונן בתמורות הבאות
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 .למרות שלא נגדיר באופן מדויק מה היא חבורה, נגיד שאוסף התמורות הוא חבורה
 

 :תמורה חשובה מאוד היא תמורת הזהות

( ) ,1i i i nσ = ≤ ≤  

 ) . Identity : פינת האנגלית (Idנסמנה כ
 

. להרכיב אותן? מה עוד אפשר לעשות עם פרמוטציות . פיל אותן להכ: מה אפשר לעשות עם תמורות 
 . עוד מעט נראה שכפל והרכבה זה אותו דבר

  



 8.3.2006, 2שיעור 
זה הזמן , למי שלא הבין(' יהדות בעידן של תמורות'לא להסתכל בקורס . תמורות? על מה דיברנו אתמול

 ).לצחוק
 . ולא רק דומה לסימון, נשים לב שהסימון של כפל מחזורים זרים הוא באמת נקרא כפל

נזכר גם ש
n
S  איבר יחידה , אבל נדע שיש אופרטור דו מקומי, דרנו חבורהונזכר גם שלא הג(היא חבורה

– I ,ועוד .( 
 

 :נגדיר שהרכבה של תמורות 

( ) ( )( ):i iτσ τ σ=  

 .ע ועל"חח' ע ועל יוצרת פו"חח' הוכחנו שהרבה של פו?  למה הרכבה של תמורות היא תמורה:אבחנה
 :עוד הערות בנוגע למכפלת תמורות

 .ומה שקיבלנו זהה למכפלה, המחזורים הזרים אחד ליש השניאפשר לרשום את כפל  .1

2nלא קומוטטיבית לכל  .2 >. 
  ): ולהוכחה–הרכבת פונקציות אסוציאטיבית תמיד (? למה . אסוציאטיבית .3
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 :עוד הערות בנוגע לתמורות

1. Id כל  מתחלפת עם
n
Sσ ∈ . 

לכל  :טענה .2
n
Sσ  קיימת תמורה הופכת ∋

1σ −
 המקיימם 

1 1 Idσσ σ σ− −=  :לדוגמא. =
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1 2 3 4 5 6

2 1 3 4 5 6
τ
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תהי : ע ועל" נובע מכך שהתמורות הן חח:הוכחת הטענה
n
Sσ i...1ויהי  ∋ n∈ . קייםj יחיד כך 

)ש  )j iσ )ולכן נגדיר , )ע" חחσיחיד כי ,  היא עלσקיים כי  (= )1 i jσ נטען . =

)ש ) ( )1 i j iσσ σ− = )באופן דומה . = ) ( )1 1j i jσ σ σ− −= i,מכיוון שניתן לבחור . = j 

,אזי הטענה תופסת לכל , כרצוננו 1...i j n∈ . 

 

כעת נתבונן בחבורה . עד כה חקרנו תכונות של חבורות באופן כללי
n
S. החילופים  נתבונן במספר

 .של תמורההזוגיות שקובעת את , בתמורה
 :ניקח את התמורה

1 2 3 4

4 3 1 2
σ
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 :נחבר מספרים זהים בקווים

 



)מהדיאגרמה ניתן לראות שיש חמישה זוגות  ),i jכך ש 
( ) ( )

0
i j

i jσ σ
−

<
−

i,, כלומר ( j החליפו 

 ). סדר
 : היא הזוגיות של מספר הזוגות שהחליפו סדרσהזוגיות של תמורה כלשהיא 

( )1 T

−  

 . 1-אחרת , 1נשים לב שאם המספר זוגי אז המספר הוא .  היא קבוצת הזוגות המוחלפיםTכאשר 
 זה גם שווה ל

( ) ( )1n i j

i j

i jσ σ≥ > ≥

−
−

∏  

 

)ל מסומן כ"המספר הנ )sgn σ . 

 ?−1 או 1ל בכלל יהיה שווה ל"למה המספר הנ
 ל "בואו ונחשב את הביטוי הנ

( ) ( )( )( )( )( )( )
( )( )( )( )( )( )
4 3 4 2 4 1 3 2 3 1 2 1

sgn
2 1 2 3 2 4 1 3 1 4 3 4

σ
− − − − − −

=
− − − − − −

 

זה נובע מכך שתמורה . −1עד הכפלה ב, אנחנו שמים לב שאותם ביטויים נמצאים גם למעלה וגם למטה
 . ע ועל"היא חח

iדרשנו (נשים לב שגם כל הזוגות למעלה הם חיוביים  j> .(לכן יצא לנו . 5? כמה שליליים יש במכנה

1− . 
 

לב שההעתקה שלוקחת את הזוג נשים . נטען כעת כי שתי ההגדרות שקולות

( ) ( ) ( )( ), ,i j i jσ σ→ע ועל מקבוצת הזוגות השונים של איברי הקבוצה " היא העתקה חח

1...nבמונה ובמכנה של , לכן.  לעצמה
( ) ( )1n i j

i j

i jσ σ≥ > ≥

−
−

אלא שסימנם ,  מופיעים אותם זוגות∏

)שמתחלף בכל פעם  ) ( )i jσ σ< ,ועל כן ההגדרה טובה . 

 
 .ונראה מה קורה לסימנם, בואו נשחק עם תמורות

( ) ( )0sgn 1 1Id = = −  

)כל תמורה שמחליפה רק שני איברים סימנה  עבור , ועל כן). יש רק זוג אחד שמחליף את סימנו (−1(

 . זוגי- איהנסימ, חילוף של שני איברים, כל תמורה שהיא
 נתבונן ב

( )
1 2 3 4 5 6

6 3
3 4 2 1 5 6

σ τ
 

= = 
 

 

 נתבונן ב

1 2 3 4 5 6

3 4 6 1 5 2
σ τ

 
⋅ =  

 
 

)מה הקשר בין  )sgn σ לבין ( )sgn στ?נבדוק מיהם הזוגות . כפל הסימנים של שתי התמורות 

 . בשורה השניה שהחליפו סדר

( )( )( )( )( )6,2 6,1 2,1 6,5 2,5  



 . קיבלנו מספר אי זוגי של החלפות
 

 תהי :טענה
n
Sσ ∈ ,( ),i jτ ) אזי = ) ( )sgn sgnστ σ= )כמו כן גם  [ − )sgn τσזהה .( 

 אם נכתוב את :הוכחה
( ) ( ) ( )
1 2 ...

1 2 ...

n

n
σ

σ σ σ
 

=  
 

ואת , 

( ) ( ) ( ) ( )
1 ... ... ...

1 ... ...

i j n

j i n
στ

σ σ σ σ
 

=  
 

אזי נשים לב שהזוג , 

( ) ( )( ),i jσ σ החליף את הסדר שלו בשורה התחתונה וכמו כן לכל i r j<  הזוגות >

( ) ( )( ),r iσ σו ( ) ( )( ),r jσ σועוד רשימה של , יש לנו זוג אחד שהחליף סדר.  החליפו סדר

 . ועל כן זה מספר אי זוגי של זוגות, ת שהחליפו סדרזוגות של זוגו
 

 ). מאוד( דומה τσ בנוגע לסימן של  :הערה בנוגע להוכחה
 

 . כדי לחשב סימני תמורותשרכשנו בו נשתמש בידע 

 ניתן לכתוב כל תמורה :אבחנה
n
Sσ ? ההבדל בין אבחנה למשפטמה (. 2בגודל מחזורים כמכפלת  ∋

 ...)רק לא עמוק כל כך , אבחנה זה כמו משפט
 . ) שבחרתם ברחוב כדי לבצע את המשימה5תלוי בילד בן ה ( הצגה זו אינה יחידה:חידוד

 אם :1 מסקנה
1 2

...
m

σ σ σ σ= כאשר 
i
σ אזי , 2 הם מחזורים באורך( ) ( )sgn 1

m

σ = − . 

 אם :2מסקנה 
1 2 1 2

... ' ' .... '
m l

σ σ σ σ σ σ σ= ) אזי = ) ( )1 1
l m

− = − . 

 
 :נעשה זאת,  איברים2 שפירק תמורה לתמורות בן 5עבור מי שלא מצא ילד בן 

( ) ( )( )( )
1 2 3 4 5

1534 1 3 3 4 1 5
5 2 4 1 3

 
= = 

 
 

 5עשות ילד בן לוקח לנו הרבה יותר מדי זמן וטעויות בדרך בשביל משהו שאמור ל, באופן מפליא(
 )...שמצאנו ברחוב

 

, לכל :טענה
n
Sτ σ ) מתקיים ∋ ) ( ) ( )sgn sgn sgnτ σ τσ⋅ = . 

 . נעשה זאת, 2 כמכפלת מחזורים באורך σ ואת τ היות וניתן לכתוב את :הוכחה

1

1

...

...

m

m

τ τ τ

σ σ σ

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅
 

מתקיים כי 
1 1
... ...

m m
τσ τ τ σ σ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   ועל כן⋅

 

( )
( )
( )

sgn 1

sgn 1

sgn 1

m

l

m l

τ

σ

τσ
+

= −

= −

= −

 

 . ל.ש.מ

) :מסקנה ) ( )1sgn sgnσ σ  : הוכחה. =−

( ) ( ) ( ) ( )1 1sgn sgn sgn sgn 1Idσ σ σ σ− −⋅ = ⋅ = =  



 דטרמיננטות, פונקציות נפח
 :בואו ונזכר מהי פונקציית נפח

,  F לתוך V משתנים מn היא פונקציה של ∆ פונקציית נפח. F מעל nמד ו ממי" מV יהי :הגדרה
 :בעלת התכונות הבאות

1. ( )1
,..., 0

n
α α∆ i אם קיימים = j≠כך ש 

i j
a a= . 

1 לכל –הומוגניות  .2 i n≤ t ולכל סקלר ≥ F∈ מתקיים 

( ) ( )1 1
,..., ,..., ,...,

i n n
t tα α α α α∆ = ∆. 

1לכל  :מולטי ליניאריות .3 i n≤  מתקיים ≥

( ) ( ) ( )1 1 1
,..., ' ,..., ,..., ,..., ,..., ' ,...,

i i n i n i n
a aα α α α α α α α∆ + = ∆ + ∆. 

 נחליף גם את –נו שני משתנים החלפ (– ) התכונות הקודמות3 מוכחת מ–אלטרנטיביות ( .4
 ).הסימן

  :)מאלטרנטיביות (הכללה/מסקנה

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2
,..., sgn , ,...,

n nσ σ σα α σ α α α∆ = ∆  

ניתן לעבור מ, כלומר, 2 כמכפלת מחזורים באורך σ ניתן לכתוב את :הוכחה
1
,...,

n
α α 

)ל ) ( )1
,...,

n
σ α σ αכל חילוף כזה גורם לשינוי בסימן .  החלפות של שני איברים על ידי סדרה של

), קרי,  ועל כן השינוי הטוטאלי שווה לזוגיות מספר החילופים∆של  )sgn σ .ל.ש.מ. 

 
 :נזכר מאתמול

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, , , , , , , , , , , ,

α β β α

α β γ γ α β β γ α β α γ γ β α α γ β

∆ = −∆

∆ = ∆ = ∆ = −∆ = −∆ = −∆
 :משפט

). Vנפח על '  פו∆, F מימדי מעל nו " מV, דה שFיהי  )1
,...,

n
ε εבסיס ל V) נתייחס לסדר .(

( )1
,...,

n
Vα α ו, V שייכים ל ∋

n

i ij i
j i

aα ε
=

יס ים לפי הבסαהצגת  (∑=
1
,...,

n
ε ε .( 

) אזי ) ( )1 1
,..., ,...,

n n
tα α ε ε∆ =  אלא באיברי המטריצה ∆ אינו תלוי בtכאשר , ∆⋅
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1

...

...

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

 .  בלבד

 
אפשר לחשב את הערך , סיסאם אנחנו יודעים את ערך פונקציית הנפח על פי ב? מה משמעות המשפט(

 ). שימוש במטריצה בלבד תוך  וקטוריםnלכל 
 

 . נשאר במתח עד עוד שבועיים
 



 3שיעור , 21.3.2006
 

 פונקציות נפח ודטרמיננטות
Fשדה  ,V מרחב וקטורי מעל F ממימד n. 

 ?מהי פונקציית נפח
 : תכונות3בעלת , Fמחזירה ערך מ, V משתנים מnמקבלת 

1. ( )1
,..., 0

n
α α∆ i אם קיימים = j≠כך ש 

i j
a a= . 

1 לכל –ת הומוגניו .2 i n≤ t ולכל סקלר ≥ F∈ מתקיים 

( ) ( )1 1
,..., ,..., ,...,

i n n
t tα α α α α∆ = ∆. 

1לכל  :מולטי ליניאריות .3 i n≤  מתקיים ≥

( ) ( ) ( )1 1 1
,..., ' ,..., ,..., ,..., ,..., ' ,...,

i i n i n i n
a aα α α α α α α α∆ + = ∆ + ∆. 

 
. חליף גם את הסימן נ– החלפנו שני משתנים -  :מתכונות אלה הוכחנו את האלטרנטיביות .4

) :מסקנה מאלטרנטיביות ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2
,..., sgn , ,...,

n nσ σ σα α σ α α α∆ = ∆. 

 
 :משפט

). Vנפח על '  פו∆, F מימדי מעל nו " מV,  שדהFיהי  )1
,...,

n
ε εבסיס ל V) נתייחס לסדר .(

( )1
,...,

n
Vα α ו, V  שייכים ל∋

n

i ij i
j i

aα ε
=

ים לפי הבסיס αהצגת  (∑=
1
,...,

n
ε ε .( 

) אזי ) ( )1 1
,..., ,...,

n n
tα α ε ε∆ =  המטריצה  אלא באיברי∆ אינו תלוי בtכאשר , ∆⋅

11 1

1

...

...

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

 .  בלבד

 
אפשר לחשב את הערך , אם אנחנו יודעים את ערך פונקציית הנפח על פי בסיס? מה משמעות המשפט(

 ). שימוש במטריצה בלבד וקטורים תוך nלכל 

  . נקבעת לחלוטין לפי ערכה על בסיס כלשהו∆ פונקציית נפח –כלומר 
 :הוכחה

( )

( )

1

1

1 2 1 2

1 2

1 1 1
1 1 1 1

1 2
1 1 1

,..., ,..., ,...,

... ... , ,...,
n n

n

n n n n

n j j nj j j j nj j
j j j j

n n n

j j nj j j j
j j j

a a a a

a a a

α α ε ε ε ε

ε ε ε

= = = =

= = =

   ∆ = ∆ = ∆ =   
   

∆

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑
 

,נשים לב שאם יש כאן 
i kj j

i kε ε=  . 0אזי המחובר המתאים הינו , ≠

)כמה סדרות יש מהצורה  )
1
,...,

nj j
ε εבהן כל ה εיש .  הם שונים!n אמת מה שב, כלומר.  כאלו

 :מעניין אותה זה 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 1 1 1

1
1

... ,..., ... sgn ,...,

,..., sgn

n n

n

nn n n n n
S S

n

n i i
S i

a a a a

a

σ σ σ σ σ σ
σ σ

σ
σ

ε ε σ ε ε

ε ε σ

∈ ∈

∈ =

⋅ ⋅ ∆ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∆ =

∆

∑ ∑

∑ ∏
 

 .ל.ש.מ



 :הגדרה

n מטריצה Aתהי  n× מעל שדה F,  הדטרמיננטה שלA,  שנסמנה

( ) ( )
1

det sgn
n

n

i i
S i

A A a σ
σ

σ
∈ =

= = ∑ ∏ . 

 :לדוגמא

a b c

d e f aei cdh gbf gec bdi afh

g h i

= + + − − −  

 אפסים אחר כך 64 ו3 מדובר ב50עבור מטריצה בגודל . n!יננטה הוא הזמן שלוקח לחשב דטרמ, אבל
 ?איך אפשר לפשט את זה . של פעולות

 
 :קצת מסקנות

 .0פונקציית נפח המתאפסת על בסיס היא זהותית  .1

,אם  .2 '∆ ∆0או ש, רכלומ. אזי הן נבדלות רק בקבוע כפלי,  הן פונקציות נפח∆  או ≡

ש
'
c

∆
≡

∆
cכלומר קיים ,  F∈ כך שלכל 

1
,...,

n
α α מתקיים 

( )
( )

1

1

' ,...,

,...,

n

n

c
α α
α α

∆
=

∆
 

: הסבר
( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

' ,..., ' ,...,
:

,..., ,...,

n n

n n

t
c

t

α α ε ε
α α ε ε

∆ ∆
= =

∆ ∆
ל מוגדר כאשר " והשבר הנ

( )1
,..., 0

n
ε ε∆ והביבי הוא , הים הוא אותו ים(). ל"מהמשפט הנ (t הוא אותו t ה:הערה. ≠

 ). אותו ביבי
 

 ! כן?)0 לא פונקציית ה–מעניינת (ת נפח והאם יש פונקצי:שאלה

.  מימדי מעליוnו " מV,  שדהF : משפט
1
,...,

n
ε εאזי לכל סקלר ,  בסיסt F∈ פונקציית נפח תקיימ 

) כך ש ∆יחידה  )1
,...,

n
tε ε∆ = 

אז ,  פונקציית נפח∆קל לראות כי אם , כמו כן.  לעיל2לפי מסקנה ,  כזו היא יחידה∆ אם יש :הוכחה

tגם  ⋅ tנפח לכל ' יא פו ה∆ F∈ .1לכן די להוכיח את המשפט עבורt =. 

יהיו 
1
,...,

n
Vα α  ו∋

11 1

1

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

ים לפי הבסיס α מטריצת המקדמים של ה
1
,...,

n
ε ε .

)נגדיר  )
11 1

1

1

,..., :

n

n

n nn

a a

a a

α α
 
 ∆ =  
 
 

 . כפי שרצינו היא פונקציית נפח ∆ ונראה ש

 :נצטרך להוכיח כי ). שהפונקציה היא כנדרש(הוכחה 

• ( )1
,..., 1

n
ε ε∆ )מתקיים . = )1

,..., 1
n

Iε ε∆ = detלמה  (= 1I כי רק עבור  ? =

לכן גם הדטרמיננטה , וגם הסימן, 1וכל האיברים הם , יית הזהות הסכימה לא תתאפספרמוטצ
 )1היא 

צריך להראות ). כ"בה  (1 נבדוק עבור המשתנה ה:מולטי ליניאריות •

( ) ( ) ( )1 1 1 1
' ,..., ,..., ' ,...,

n n n
α α α α α α α∆ + = ∆ +  נגדיר . ∆



( )

1 1
1

1 1
1

1 1 1 1
1

' '

' '

n

j j
j

n

j j
j

n

j j j
j

a

a

a a

α ε

α ε

α α ε

=

=

=

=

=

+ = +

∑

∑

∑

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

' ,..., ' ...

... ' ...

,..., ' ,...,

n

n n

n n n
S

n n n n
S S

n n

sign a a a a

sign a a a sign a a a

a

σ σ σ σ
σ

σ σ σ σ σ σ
σ σ

α α α σ

σ σ

α α α

∈

∈ ∈

∆ + = + ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

∆ + ∆

∑

∑ ∑  

): למשל של המשתנה הראשון: (הומוגניות •

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 21 1 2 2

, ,..., sgn ...

sgn ... , ,...,

n

n

n n n
S

nn n
S

t ta a a

t a a a t

σ σ σ
σ

σ σ σ
σ

α α α σ

σ α α α

∈

∈

∆ = ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ = ∆

∑

∑
 

השתמשנו במעבר הראשון בכך ש (
1 1 1 1j j j j

a ta taα ε ε= ⇒ =∑ ∑( 

ל "צ •
k l

α α= ,k l≠ , אזי( )1
,..., 0

n
α α∆ נחלק את המחוברים . =

)ב ) ( )
1

sgn
n

n

i i
S i

a σ
σ

σ
∈ =
∑ ועל כן סכומם , לבן זוגו) החיבורי( לזוגות כך שכל אחד הוא הנגדי ∏

)תהי . 0 ),k lτ tστ לστנתאים את  (στ לσנתאים את . = σ= ( . נשים לב

 ובמחובר σנתבונן במחובר המתאים ל.  אזי החלפנו את סימן הפרמוטציהτה בשבהכפל

) המחובר יהיה σעבור . στהמתאים ל ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
sgn ... ... ...

l l k k n n
a a a aσ σ σ σσ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ .

) יהיה στעבור המחובר המתאים ל ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
sgn ... ... ...

l l k k n n
a a a aστ στ στ στστ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ .

i,נשים לב שעבור  k l≠ מתקיים( ) ( )i iσ στ= . עבור,k l  מתקיים

( ) ( ),k l l kτ τ= ועל כן . =
( ) ( )
( ) ( )
l k

k l

στ σ

στ σ

=

=
ועל כן , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

, ,

l l l k k k

k k k l l l

a a a

a a a

στ σ σ

στ σ σ

,
= =

= =
  .

,והיות  –נצדיק את המעבר הימני 
k l ki li
a i a aα = ⇒∀ )ובפרט , = ) ( )k k l k

a aσ σ= .

 הם נגדיים στולσלכן המחוברים המתאימים ל .יש טעויותש כנראה – לעבור על זה
 . 0דהיינו סכומם הינו , מחוברים 

 .למעשה שדטרמיננטה של מטריצה היא פונקציית נפח של שורותיהאומר מה שהוכחנו  :אבחנה
 :ןתכונות רבות וחשובות של הדטרמיננטה כגו, ומכאן

 יאפסו את הדטרמיננטה, שתי שורות שוות במטריצה •

 . יחליפו את סימן הדטרמיננטה, החלפת שתי שורות •

 .ועוד רבות וטובות  •



 22.3.2006, 4שיעור 
 .נפח' נקשר בין דטרמיננטות לפו? מה נעשה היום 

)? מהי פונקציית נפח? נזכר )1
,...,

n
v v F∆ → 

)? מהי הדטרמיננטה ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
sgn ...

n

n n
S

A a a aσ σ σ
σ

σ
∈

= ⋅ ⋅∑ 

 

טטה של מטריצה היא פונקציית נפח על  דטרמיננ:משפט
nFונקציה על שורות  כאשר מסתכלים עליה כפ

 . המטריצה
 כלומר

( )
11 1

1

1

...

... ,...,

...

n

n

n nn

a a

v v

a a

= ∆  

כי פונקציית נפח מוגדרת , נשים לב שאין כאן שיוויון שהדטרמיננטה תהיה שווה לכל פונקציית נפח(
אבל הוכחנו את זה . זה שדטרמיננטה היא פוקנציית נפח, מה שנאמר כאן. עד כדי כפל בסקלרבאופן יחיד 

 )כבר שיעור שעבר
 . ראה שיעור שעבר:הוכחה
 :מסקנות

 . −1החלפת שורות של מטריצה מכפילה דטרמיננטה ב .1
 .0 יש שורת אפסים אזי הדטרמיננטה היא Aבמטריצה אם  .2
 . הוספת מכפלה של שורה לשורה אחרת לא מכפילה את הדטרמיננטה .3
 :הוכחה
 .ל.ש.אזי מ, ן שדטרמיננטה היא היא פונקציית נפחומכיוו, ראינו את ההוכחה עבור פונקציית נפח .1
 . 1ראה  .2

3. 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

1 1

,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,..., ,...,

,..., ,..., ,..., 0 ,..., ,..., ,...,

i j j n i j n j j n

i j n i j n

v v v v v v v v v v v v v

v v v v v v v v

λ λ∆ + = ∆ + ∆ =

∆ + = ∆
 

∆0תהי  :משפט ,detלמשל (nממימד  V פונקציית נפח על מרחב וקטורי ≠ nV F∆ =  ויהו )=

1
,...,

n
Vα α  . 0היא ) פונקציית הנפח(מ הדטרמיננטה "מהוקטורים תלויים ליניארית אאזי , ∋

 

 נניח ש:הוכחה
1
,...,

n
α αלמשל , קיים אחד מהם,  אזי. תלויים ליניארית

n
αל של " שהוא צ

1 1
,...,

n
α α כלומר . −

1

1

n

n i i
i

a c a
−

=

=∑ .  

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1
1 1

,..., ,..., , ,..., , 0
n n

n n i i i n i
i i

c a cα α α α α α α
− −

− −
= =

 ∆ = ∆ = ∆ = 
 

∑ ∑  

ש נניח –בכיוון השני 
1
,...,

n
α αנניח בשלילה כי . אזי הם מהווים בסיס.  בלתי תלויים ליניארית 

( )1
,..., 0

n
α α∆ היות ו.  =

1
,...,

n
α α0מקבלים כי ,  בסיס∆ בסתירה , )לכל וקטורים שהם (≡

 . להנחה
 

)תהי  :הגדרה )ijA a=נגדיר מטריצה חדשה .  מטריצה( )ijB b= על ידי שיקוף דרך האלכסון 

) החלפה בין שורות לעמודות(הראשי 
ij ji
b a= . מטריצהB או  (משוחלפת נקראת מטריצה

transposed( , ומסומנת
tA . 



) לכל מטריצה :משפט )n
A M F∈ מתקיים 

tA A= . 

  :הוכחה

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

1 1 1

sgn ...

sgn ... sgn ...

n

n n

n
S

t

n n n n
S S

A a a

A B b b a a

σ σ
σ

σ σ σ σ
σ σ

σ

σ σ

∈

∈ ∈

= ⋅ ⋅

= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

∑

∑ ∑
 

  נוכיח כי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1 1 1
sgn ... sgn ...

n n n n n
a a aσ σ σ σ

σ σ σ − −

−⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

), ראשית כל ) ( )1sgn sgnσ σ ) אבל אם. )הוכחנו בעבר (=− )i jσ )אזי , = )1
j iσ −  ועל . =

כן גם  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 11 1 1 1

1

... ...
n

i in n n n
i

a a a a a σσ σ σ σ σ σ σ σ− − − − − −

=

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∏. 

 רץ על איברי σאבל אם 
n
S , אזי גם

1σ −
לכן , כלומר. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1

1 11 1
sgn ... sgn ...

nn

t

n nn n
SS

A a a n a a Aσ σσ σ
σσ

σ − −
−

−

∈∈

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =∑ ∑  

 
 .נכונות גם בנוגע לעמודות, ת כל תכונות הדטרמיננטה נוגע לשורו:מסקנה

 
  :2 הוכחה

 היא פונקציית נפח על Aנטען  : 1טענה 
nFבדיוק כמו שהוכחנו : הוכחה(.  כשמסתכלים על עמודות

 ) את זה על שורות

דהיחיראינו כי קיימת פונקציית נפח ?  למה. משפט נובע מהמסקנה:2טענה 
0

 על ∆
nF כך ש 

( )0 1
,..., 1

n
e e∆ ) וגם ראינו = ) ( )0 0

_ _t tA A lines A columns A= ∆ = ∆ = 

 
 . ל" בתAמ עמודות של "ל אמ" בתA שורות של :2מסקנה 

 
 פיתוח דטרמיננטה לפי שורה ולפי עמודה

)  יהי :הגדרה )ijA a= . 1לכל ,k l n≤  נגדיר מטריצה ≥
kl
Aהמתקבלת מ A על ידי מחיקת השורה 

k,נקרא לה גם המינור ה  (l והעמודה הkה l.( 

 :לדוגמא

12

1 2 3
4 8

4 5 8 ,
3 1

3 0 1

A A

 
  = =      

 

 

 :i פיתוח דטרמיננטה לפי שורה :משפט

( )
1

1
n

i j

ij ij
j

A a A
+

=

= −∑  

1iעבור  :הוכחה יהי . =
1
,...,

n
e e הבסיס הסטנדרטי של 

nF . תהי
k

αהשורה ה k של A . 

1

n

k kj j
j

a eα
=

=∑ . 
1 1

1

n

j j
j

a eα
=

 אזי . ∑=



( ) ( )0 1 0 1 1 0 2
1 1

,..., ,..., , ,...,
n n

n j j n j j n
j j

A a e a eα α α α α
= =

 = ∆ = ∆ = ∆ 
 
∑ ∑  

)אנו רוצים להראות כי  ) 1

1 1
1

1
n

j

j j
j

A a A
+

=

= j,...,1לכן נשאר לבדוק כי לכל . ∑− n= מתקיים 

( ) ( )1

1 0 2
1 , ,...,

j

j j n
A e α α

+
− = ∆. 

1jנניח קודם ש ) נגדיר את  . = )
1,

,
0,

i j
i j

i j
δ

=
= 

≠
 

 עלינו לחשב את

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

21 2

2 2

1

112 2
, 1 1

1 0 0 0

... ...
sgn 1, 1 ...

...

... ...

sgn ...

n

n

n n
S

n nn

n n

a a
a a

a a

a a A

σ σ
σ

σ σ
δ σ

σ δ σ

σ

∈

=

= ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =

∑

∑

 . 

 

1iבמקרה ש. עמודותנחליף  –כללי  jעבור  וזה יתאים לקטע של ,  נחליף את שורות המטריצה- ≠

  . הסימן



 29.3.2006, 5שיעור 
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 שורות / דרגת עמודות 

תהי .  שדהF יהי :הגדרה
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,...,

n
α αו " בסיס למV ותהי :T V V→ל ותהי " טA המטריצה המייצגת את Tפ " ע

Tאזי , בסיס זה A= 

A, אם :מסקנה Bאזי , ניםנ לפי בסיסים שו" מייצגות אותה טרלA B= . 

)  נתבונן ב:הוכחת הטענה ) ( )( )1
...

n
A T Tα α= . 0תהי∆ .  פונקציית נפח≠

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
,..., ,..., ,...,

T n n n
T T Tα α α α α α∆ = ∆ = ∆ . 

)נזכר כי )
1

n

j ij i
i

T aα α
=

=∑) A מייצגת את Tפ הבסיס " ע
1
,...,

n
α α .( 



( ) ( )( )

( )

1 1 _
1 1

1

,..., ,...,

,...,

n n

n i i in i Multi Lineariot
Homogenioti i

n

T T a a

A

α α α α

α α
= =

 = ∆ = ∆ = 
 

∆

∑ ∑
 

 . כנדרש. Aוזו הגדרת הדטרמיננטה של 
 

 ):סוף כל סוף(, הוכחת משפט המכפלה

,נראה ראשית שאם  :T S V V→ אזי TS T S= . 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1 1 1

1

,..., ,..., ,...,

,...,

TS n n S n

n

TS TS T

T S

α α α α α α

α α

∆ = ∆ = ∆ =

∆
 

 

A, תהינה .ראינו את משפט המכפלה עבור טרנספורמציות B מטריצות n n× מעל F , נבחר בסיס

1
,...,

n
α α ,ותהינה ,,S Tנים המתאימות ל" הטרל,A B) פ בסיס זה"ע) בהתאמה .ST מתאימה 

 )נים זהה לכפל מטריצות"הרכבת טרל (ABל

AB ST S T A B= = =  

 
 !"לעולםעם המטריצות לא נסיים . דטרמיננטות... הממ... בזאת סיימנו עם נושא המטריצות"
 
 

 פותחים דף חדש



  הפולינום האופייני והפולינום המינימלי–ב בעמיצור "פרק י
 וקטורים עצמיים, ערכים עצמיים

 . eigenvalues, eigenvectorsבאנגלית ).  נקרא ערכים אופייניים–בעמיצור (
 

. ו" מVיהי 
1
,...,

n
α αבסיס  .:T V V→נ" טרל .( ) ( )( )1

,...,
n

A T Tα α= 

 
Wanted: בסיס כך שלמטריצה המייצגת את Tלמשל מטריצה , האפשרה ככל פ בסיס זה צורה פשוט" ע
 . אלכסונית

קיימים סקלרים מ " תהיה צורה אלכסונית אמA ל:אבחנה
1
,...,

n
λ λ כך 

)ש )1 ,
j j j

j n T α λ α∀ ≤ ≤ )אזי , ל" הצורה הנA כמו כן אם ל. = )j j j
T α λ α= . 

:דוגמא
2V R= ,

x y
T
y x

   
=   

   
אם ניקח את הבסיס . 

1 0
,

0 1

   
   
   

 היא Tאזי המטריצה של , 

0 1

1 0

 
 
 

 נחפש בסיס . 
1 2
,α α כך שקיימים סקלרים 

1 2
,...,λ λ כך ש ( ) , 1,2

i i i
T iα λα= = . 

ריך ש צ
x y x

T
y x y

λ
     

= =     
     

, כלומר. 
x y

y x

λ
λ

=

=
ואז , 

x y

y x
λ= 1λ -כלומר , =  או =

1λ = ולכן בסיס אפשרי , −
1 1

,
1 1

   
   −   

 :זה לפי בסיס Tהמטריצה המייצגת את נכתוב את . 

1 0

0 1
A

 
=  − 

 

F , :Tו מעל שדה " מV יהי :הגדרה  V V→ 0וקטור , נ" טרלα ) המקיים ≠ )T α λα= 

   .λ ערך העצמי המתאים לוקטור עצמי יקרא ∋Fλעבור סקלר 
 . T נרצה למצוא בסיס המורכב כולו מוקטורים עצמיים של Tל " בהנתן ט:מטרה



  5.4.2006, 2שיעור , 5שבוע 
 )חומר חדש/ תזכורת (

 (Ring)? מהו החוג
 .  לא החוג למתמטיקה

 : פעולות2מוגדרות . Rיסומן באות 
 חיבור .1

a. סגירות 
b.  חילופי/ קומוטטיבי 
c. אסוציאטיביות 
d.  0(קיום נייטרלי( 
e.  קיום הפכי 

 כפל .2
a. אסוציאטיביות 
b. סגירות 

כי אין ,  צריך לרשום אותו משני הכיוונים–ב נשים ל).  (פילוג(מתקיים חוק הדיסטרבוטיביות 
 )קומוטטיביות בכפל

 
 :דוגמאות
 )לא כל חוג הוא שדה(כל שדה הוא חוג  .1

2. Z - נייטרלי לכפל(ועם איבר היחידה , )בכפל( חוג חילופי .( 

3. 2Z -דהבלי איבר יחי, חילופי.  כל השלמים הזוגיים . 

4. Fשדה  ,( )n
M Fאבל עם איבר יחידה, לא חילופי.  הוא חוג . 

} -השלמים של גאוס   .5 }| ,a bi C a b Z+ ∈ ∈ 

 
 :והחוג שבשבילו התכנסנו היום

Fשדה  ,[ ]F X - חוג הפולינומים מעל שדה F . כל היצורים מהצורה ? מה הכוונה 

{ }0 1 ,0
... |n

n i i n
a a x a x a F≤ ≤+ + + ∈  

x משתנה פורמלי' נקרא' . 
 ?איך מחברים פולינומים. חיבור וכפל פולינומים כפי שמוכר לנו

( ) ( )2 21 2 3x x x x+ + + = + +  YEY! 

 ?איך מכפילים פולינומים

( )( )2 2 31 2 2 2x x x x x+ + = + + +  (YEY2!) 

 
 :עוד דוגמא לחוג שניתקל בו בהמשך

R  חוג- ( )n
M R - החוג אוסף המטריצות מעל .  

]נסתכל ב ]( )n
M F x עבור Fלדוגמא.  שדה כלשהו: 

21

1 17

x

x

 
 + 

 

]נשים לב כי ,  שדהFנניח  ] ( )F X F x⊆) [ ]F X -חוג הפולינומים  ,( )F x - שדה הפונקציות 

  ). Fהרציונליות מעל שדה 
 ?מהו שדה הפונקציות הרציונליות

( ) [ ]| , , 0
r

F x r x F x s
s

 = ∈ ≠ 
 

 



מזהים בין , כמו כן, כאשר
p

q
 ו

r

s
ps אם  rq= . 

 . נוחיבור וכפל כפי שמוכר ל
 :תזכורת

Fשדה  ,Vו " מn מימדי מעל F. :T V V→נ" טרל .
1
,...,

n
α α בסיס של V . 

A מייצגת את T ביחס לבסיס 
1
,...,

n
α α -מתבוננים ב ( ) ( )1

,...,
n

T Tα α , כאשר אנו רושמים

( )
1

n

j ij i
i

T aα α
=

}). ייצגים מחדש באמצעות אותו בסיסמ (∑= } 1
1

n

iij
j

a =
=

.  מגדיר מטריצה

( ) ( )( )1
,...,

n
A T Tα α= . 

Vβבהינתן  )ורוצים לחשב , ∋ )T β , נרשום אתβ באמצעות 
1
,...,

n
α α :

1

n

i i
i

bβ α
=

=∑ . 

( )
1 1

... ...

n n

b c

A

b c

   
   =   
   
   

 

 
 :וקטורים עצמיים וערכים עצמייםבואו נחזור ל

F שדה  ,Vו " מn מימדי מעל F, :T V V→ל" ט. 

0αוקטור  ) המקיים ≠ )T α λα= עבור סקלר Fλ∈ ערך  המתאים לוקטור עצמי יקרא

0λ לאין דרישה.   (λ העצמי ≠.( 
 
 

 אם :למה
1
,...,

k
α α וקטורים עצמיים של T ,המתאימים לערכים עצמיים שונים ,

1
,...,

k
λ λבהתאמה  ,

אזי אוסף 
1
,...,

k
α αל " בת . 

 .  ערכים עצמיים שוניםn יש לכל היותר Tנ " לטרל:מסקנה

 נניח בשלילה כי :הוכחת הלמה
1
,...,

k
α α1אזי קיים , ל" ת m k<  כך ש ≥

1 1
,...,

m
α α , ל" בת−

אבל 
1
,...,

m
α αאזי קיימים סקלרים, ל" ת

1
,...,

m
a a כך ש, 0 לא כולם

1

0
n

i i
i

aα
=

=∑ . 

( ) ( )
1 1 1 ***

0 0
n n n

i i i i i i i
i i i

T a aT a Tα α λα
= = =

  = = = = 
 
∑ ∑ ∑  

נחסיר את 
m
λ מ* כפול (  : ונקבל**(

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1
0 ...

m m m m m m
a a aλ λ α λ λ α λ λ α− − −= − + − + + −  

1 1
,...,

m
α α )כלומר , 0ל הם "ולכן כל המקדמים בקומבינציה הנ, ל" בת− ) 0

j j m
a λ λ−  עבור =

1,..., 1j m= −, 
m j
λ λ≠ 0 ועל כן

j
a 0ונקבל ) *(נציב ב. =

m m
a α 0אבל . =

m
α ולכן , ≠

0
m
a  . וזוהי סתירה, =

 



),  שדהF :הגדרה )n
A M F∈ , נאמר

1

...

n

x

x

α
 
 =  
 
 

 λ המתאים לערך עצמי A הוא וקטור עצמי של 

0αאם   ומתקיים ≠

1 1

... ...

n n

x x

A

x x

λ
   
   =   
   
   

. 

T: אם :טענה/ אבחנה  V V→ ל "ט( )n
A M F∈  מייצגת אתT לפי בסיס כלשהו 

1
,...,

n
α α 

 .  בדיוק אותם ערכים עצמייםA ולTלאזי 

Vβ יהי :הוכחה ונניח  ∋
1

n

i i
i

xβ α
=

 אזי ∑=

1

...

n

x

x

 
 
 
 
 

מ "אמ λ עם ערך עצמי A הוא וקטור עצמי של 

( )Tλβ β= ,מ "אמ

1 1

... ...

n n

x x

A

x x

λ
   
   =   
   
   

 

 :מסקנה

A,כלומר ,  לפי בסיסים שוניםTנ " מייצגות את אותה טרלA ,B אם  Bאזי ל,  דומותAול B אותם 

 . ערכים עצמיים
 :הוכחה אלטרנטיבית

1A PBP−=  
 . הפיכה Pעבור 

ניקח 

1

...

n

x

x

 
 
 
 
 

מתקיים  . Aעצמ של וקטור  

1 1 1

1.. ... ...

n n n

x x x

A PBP

x x x

λ −

     
     = =     
     
     

. 

נפעיל 
1P−נקבל.  על שני האגפים: 

1 1

1 1... ...

n n

x x

P BP

x x

λ − −

   
   =   
   
   

 

, כלומר

1

1 ...

n

x

P

x

−

 
 
 
 
 

 . λ עם ערך עצמי B וקטור עצמי של 

 
 

T::הגדרה V V→ אם קיים ל) ניתנת ללכסון( יקרא טרנספורמציה לכסינהV בסיס המורכב 
 . Tמוקטורים עצמיים של 

)מטריצה  )n
A M F∈קיימת , כלומר,  תקרא לכסינה אם היא דומה למטריצה אלכסונית

( )n
P M F∈ הפיכה כך ש 

1PAP−אם  ⇔.  אלכסוניתAנ " מייצגת טרלTהרי ,  לפי בסיס כלשהו

Tלכסינה  . 



 
 Tאזי המטריצה המייצגת את , V וקטורים עצמיים שונים המהווים בסיס לn יש T אם ל:תזכורת לאבחנה

 . לפי בסיס זה היא אלכסונית

) אם ל:למה )n
A M F∈   nרי  ערכים עצמיים שונים הAלכסינה  .  

 ערכים n יש Tאזי ל.  לפי בסיס זהAנ המיוצגת על ידי " הטרלTותהי , נבחר בסיס כלשהו :1הוכחה 
 Aכלומר ,  לכסינהTכלומר , בסיס למרחב, כלומר, ל"וקטורים עצמיים בת nלכן יש לה , עצמיים שונים

 . לכסינה

 יהיו :2כחה הו
1
,...,

n
x x של  וקטורים עצמייםA , המתאימים לערכים העצמיים השונים .

1

...

j

j

j

n

x

x

x

 
 =  
 
 

}ידוע כי .  }
1

n

j j
x

=
)לכן המטריצה . ל" בת )1

,...,
n

P x x=הפיכה  . 

( ) ( )1 1 1
,..., ,...,

n n n
AP Ax Ax x xλ λ= =  

כאשר 
j
λהערך העצמי המתאים ל 

j
x . 

1
0

0
n

P

λ

λ

 
 =  
 
 

 

נכפיל את שני הצדדים ב
1P−ונקבל : 

1

1 ...

n

P AP

λ

λ

−

 
 =  
 
 

 

 העצמיים  המתאימים לערכיםAגם מצאנו קשר מפורש בין הוקטורים העצמיים של ,  לכסינהAלא רק ש
 . תנהשונים ולמטריצה המלכס

 
 ?כיצד מלכסנים? ערכים עצמיים של מטריצה/ איך מוצאים וקטורים עצמיים 

 λ אזי נוכל למצוא וקטור עצמי המתאים לערך העצמי A ערך עצמי המתאים לλ אם : אבחנה
Ax x Ixλ λ= ): כלומר, = ) 0A I Xλ−  .כלומר צריך לפתור מערכת משוואות הומוגנית, =

0Xנשים לב שאנו דורשים   ). מחפשים פתרון לא טריביאלי(. ≠

0A ⇔פתרון לא טריביאלי  Iλ−  אזי λ המתאים לערך עצמי X קיים וקטור עצמי מ "אמ. =

0A Iλ− 0A אם –קל לראות שגם הכיוון ההפוך נכון  . = Iλ− . A ערך עצמי של  λאזי , =

0Aכי אז יש למשוואה ? ראותמדוע קל ל IXλ−   . פתרון לא טריביאלי =
 

] F מעל נתבונן בפולינום ]F X ,( )XI A f x−  ? למה זה פולינום. =

 :דוגמא

0 1

1 0
A
 
=  
 

 

 זיא

2
0 0 1 1

1
0 1 0 1

x x
XI A x

x x

−   
− = − = = −    −   

 

 



)מ " אמAשל  ערך עצמי λ ראינו כי .Aהפולינום האופייני של ל נקרא "הפולינום הנ ) 0f λ = ,

 .Aהם בדיוק הערכים העצמיים של  fשל  השורשים –כלומר 

 

,1ל הם "פתרונות הפולינום הנ, בהמשך  ☺. Aואלא בדיוק הערכים העצמיים של  ,−1

 

) : למחשבהותשאל )1 2

1 2 0
... 1

nn n n

n n
XI A x t x t x t− −

− −− = − + + + − 

 ?nלמה הדרגה היא . א

מהו . ב
0
t?   

מהו . ג
1n

t −? 

 
 ☺חג שמח 



 25.4.2006, 2אלגברה ליניארית 
 :וקטורים עצמיים וערכים עצמיים -תזכורת להגדרות 

F שדה  ,Vו " מn מימדי מעל F, :T V V→ל" ט. 

0αוקטור  ) המקיים ≠ )T α λα= עבור סקלר Fλ∈ ערך  המתאים לעצמיוקטור  יקרא

0λ לאין דרישה.   (λ העצמי ≠.( 
 

 לפי בסיס זה היא Tהמטריצה המייצגת את , T בסיס המורכב מוקטורים עצמיים של Vאם קיים ל
 .  לכסינהTבמקרה זה נאמר ש. אלכסונית

 
 ל" הינם בתע שונים" וקטורים עצמיים המתאימים לע:משפט
 . ע שונים" עn יש לכל היותר T ל:מסקנה

)וקטור עצמי של מטריצה  )n
A M F∈ :

1

...

n

x

x

x

 
 =  
 
 

Ax אם Aע של "יקרא ו.  xλ=. 

 אם :אבחנה
1
,...,

n
α α בסיס כלשהו של Vו A מייצגת את Tביחס לבסיס זה , 

1
1

,
n

i
i

V xα α α
=

∈ Tαכלומר  (λע " מתאים לעTע של " וα אזי ∑= λα= (מ"אמ

1

...

n

x

x

x

 
 =  
 
 

 

Axכלומר  xλ= . 
 

ע "ולכן הע, ע ביחס לבסיסים שונים"ייצגות אותה טכי הן מ, ע" למטריצות דומות יש אותם ע:מסקנה
 . ל"ע של אותה ט"שלהם בדיוק הע

 

) נאמר שמטריצה :הגדרה )n
A M F∈אם (.  לכסינה אם היא דומה למטריצה אלכסוניתA מייצגת את 

Tאזי ,  ביחס לבסיס כלשהוA לכסינה ⇔ Tלכסינה  .( 

) תהי :אבחנה )n
A M F∈ ויהיו 

( ) ( )1
,....,

n
x xע של " וAע " עם ע

i
λכלומר ,  בהתאמה

( ) ( )i i

i
Ax xλ= . 

אם 
( ) ( )1
,...,

n
x xל אזי נוכל ללכסן את " בתAכדלקמן  :

1P AP−
הינה   P כאשר 

( ) ( )( )1
,...,

n
P x x=.ל קיימת ל" היות שהם בתPהפכית : 

( )

( )

1

1 ...
n

y

P

y

−

 
 

=  
 
 

 

נזכור כי 
1P P I− כלומר , =

( ) ( )i j

ij
y x δ=) תזכורת :

1,

0,
ij

i j

i j
δ

=
= 

≠
 .( 



( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1

1

1

1

1

,..., ,...,

0

0

n n

n

i

j j j ijij

n

AP A x x x x

P AP y x

P AP

λ λ

λ λ δ

λ

λ

−

−

= =

= =

 
 

=  
 
 

O

 

 . A נוכל ללכסן את A המורכב מוקטורים עצמיים שVאם נדע למצוא בסיס ל? מה המוסר השכל
 

 :על פולינומים) נוספת(תזכורת 

],  שדהFיהי  ]F x הינו חוג הפולינומים מעל F במשתנה הפורמלי x . אוסף הביטוייים מהצורה

0

n
i

i
i

a x
=
ו,  שלם אי שלילי כלשהוn כאשר ∑

i
a F∈ . נזהה את

0x לכן פולינומים .  בשדה1 עם האיבר

מהצורה 
0

0
a x נזהה עם 

0
a F∈ .כלומר ,[ ]F F x⊆ . 

]כמו כן  ] ( )F x F x⊆)  שדה הפולינומים מוכל בשדה הפונקציות הרציונליות בx מעל F(. 

)אם  )
0

n
i

i
i

f x a x
=

=∑ , 0
n
a )נסמנו כ. f יקרא הדרגה של nאזי , ≠ )deg f - המקדם הגבוה 

 .  קובע את הדרגה0ה מביותר השונ

cאם  F∈ ,( ) [ ]
0

n
i

i
i

a x f x F x
=

= ) אזי נגדיר ∑∋ )
0

n
i

i
i

f c a c
=

=∑ . 

 

h אם :אבחנה f g= ⋅ ,,f gאזי ,  פולינומים( ) ( ) ( )h c f c g c= cלכל , ⋅ F∈ .ל "כנ

 . לחיבור

,אם ,  קיום חילוק עם שארית:2אבחנה  0f g deg,  פולינומים≠ degf g≥ , אזי ניתן לחלק את

fב gקיימים פולינומים יחידים , כלומר,  עם שארית,q rכך ש f qg r=  ומתקיים +

deg degr g< . 

) :הגדרה )deg 0 = −∞ . 

 

f|ונסמן  , g מחלק אתf נאמר ש:הגדרה g אם קיים פולימום q כך שg q f= ⋅. 

f| אם :טענה g אזי ( ) ( )0 0g c f c= ⇐ = 

) :הוכחה ) ( ) ( ) ( ) 0g c fq c f c q c= = =. 

 

c:הגדרה F∈ יקרא שורש של [ ]f F x∈ אם ( ) 0f c f|וראינו כעת כי , = g ,c שורש של 

F , גוררים כיc שורש של g . 

)שורש של  c :טענה )f xמ "אמ|x c f− . 

xב fנחלק את :הוכחה c− עם שארית  .( ) ( )( ) ( )f x q x x c r x= − + .

( )deg deg 1r x c< − rולכן , = F∈ . נציבcבשני האגפים  .( ) ( ) 0f c q c r= ⋅ ועל , +

0rכן  x|ועל כן , = c f− . 

 .  שורשים שוניםn יש לכל היותר n לפולינום ממעלה :טענה



) של פולינום c הרבוי של שורש :הגדרה )f xהוא החזקה הגבוהה ביותר כך ש ( ) |
d

x c f− . 

 
 הפולינום האפייני של מטריצה 

 . A מחפשים פולינום ששורשיו הם בדיוק הערכים העצמיים של A בהינתן מטריצה :מטרה
 

 מתי קיים ?נשאל

1

0 ...

n

v

v

v

 
 ≠ =  
 
 

 כך ש 

( ) ( )

( )

11 1

1

, 0

...

... ... ... 0

...

0

0

n

n nn

Av v Iv Iv I v v

v I A v

a a

v

a a

λ
λ λ λ λ

λ

λ

λ

λ

 
 

= = = = = ⇔ 
 
 

∃ − = ⇔

− − 
  = 
 − − 

O

 . 

I, כלומר Aλ 0I ⇔,  סינגולרית− Aλ − = 

0Iמ " אמAע של " עλ  :מסקנה Aλ − = . 

 

) :הגדרה )n
A M F∈ ,x פורמלי משתנה ,[ ]

11 1

1

...

... .. ...

...

n

n nn

x a a

F x xI A

a x a

− −

= − =

− −

 

 . Aיקרא הפולינום האופייני של 
 

 :1דוגמא 

 [ ] ( )( )2
0 1 1

, 1 1 1
1 0 1

A

x
A F x x x x

x

− 
= = = − = − +  − 

 

 :2וגמא ד

( ) 2
0 1 1

, 1
1 0 1

B

x
B F x x

x

− 
= = = + − 

 

 . Aשורש של הפולימום האופייני של  λמ " אמAע של " עλ,  מטריצה A תהי :שפטמ

) :הוכחה )f x xI A= )אזי , − )f I Aλ λ= )ולכן אם , − ) 0f λ = ⇔ 

0I Aλ⇔ − = λע" ע. 

)מה זה  )f λ - קחו את המטריצה xI A− ,קבלו את , שבו את הדטרמיננטה שלהח( )f x , הציבו

λ . 

I Aλ xI בכל הפולינומים המופיעים במטריצה λ הציבו - ≡ − A−ואז חשבו את הדטרמיננטה  . 

 
 . בגלל שפעולת ההצבה מתחלפת עם כפלים וחיבורים ולכן גם עם חישוב דטרמיננטה, שניהם שווים



26.4.2006 

)תהי  )n
A M F∈ , הפולינום האופייני שלA הוא ( )A

f x xI A= אחד מהמחוברים בביטוי . −

), ל הוא מכפלת איברי האלכסון"הנ )
1

n

ii
i

x a
=

2nכל מחובר אחר הינו מדרגה . n מדרגה ∏− − ≥. 

( ) ( )1 2

1 2 0
... 1

nn n n

A n n
f x x t x t x t− −

− −= − + + + −  

מיהו 
1n

t הרי ראינו כי המקדם היחיד של  ? −−
1nx −

) יכול לנבוע מ )
1

n

ii
i

x a
=

 ועל כן , ∏−

( )( ) ( ) 1

11 22
1

...
n

n n

nn ii
i

x a x a x a x a x −

=

− − − = + −∑  

כי הדרך היחידה לקבל ? למה(
1nx −

 זה לבחור 
ii
a−  וכל השאר xים.( 

 :ועל כן

( )1
1

n

n ii
i

t a tr a−
=

= =∑  

 . Aזוהי העקבה של , ובעצם
 

 : קצת על העקבה

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

,

n
A B M F

tr AB tr BA tr ABC tr CAB tr BCA

∈

= = =
 

)לאו דווקא מתקיים  ) ( )tr ABC tr BAC= . 

 

בואו נסתכל על , העקבהואחרי קצת רכילות על 
0
t , נשים לב ש. המקדם החופשי 

( ) ( ) 0
0i

i
f x a x f a= ⇒ =∑  

 , ועל כן

( ) ( ) ( )0
1 0 0 1

n n

A
t f xI A I A A A− = = − = − = − = −  

, ועל כן
0
t זוהי הדטרמיננטה של A ! ☺ 

 
 .  למטריצות דומות אותו פולינום אופייני:משפט

ח  נני:הוכחה
1A P BP−= , ואזי הפולינום האופייני שלA הינו  

( )1 1 1 1

* ***

1

**

xI A xI P BP P xIP P BP P xI B P

P xI B P xI B

− − − −

−

− = − = − = − =

− = −
 

 

 כי –(*) 
1 1P xI xIP− ועל כן , =−

1 1P xIP xIP P xI− −=  ).  מתחלפת עם כל מטריצהxIכי , =

 (**)- 
1 1 1P P PP I− −= = = . 

AB האם –(***)  A B= גם עבור [ ]( ),
n

A B M F x∈ ?כי ? למה! כן[ ] ( )F x f x⊆ .

 ). פולינום הוא חלק משדה הפונקציות הרציונליות(
 

 . ואותה עקבה, אותה דטרמיננטה, ע"ולכן אותם ע, למטריצות דומות יש אותו פולינום אופייני
 



 Aלינום המינימלי של הפו

)בהנתן  ) [ ]
0

n
i

i
i

a x f x F x
=

= cהגדרנו עבור , ∑∋ F∈ ,( )
0

n
i

i
i

f c a c
=

וראינו שפעולת , ∑=

) -כלומר . ההצבה מתחלפת עם כפל וחיבור ) ( ) ( ),g f h g c f c h c c F= ⋅ ⇒ = ⋅ ∀ ∈ . 

)נגדיר  )f Aכ 
0

n
i

i
i

a A
=
כלומר , ∑

0

0 1
... n

n
a A a A a A+ + ונגדיר , +

0 :A I= . אך (ניתן לבדוק

)כי , )לא נעשה זאת ) ( ) ( )f g h f A g A h A⋅ = ⇒ = . 

 

)מתי  ) 0f A )נזכר כי ?   = )n
M F הוא מרחב וקטורי 

2n מימדי מעל F , ועל כן
2 1n + 

 והקבוצה –מטריצות תלויות ליניארית 
20 2, , ,..., nA A A Aוקיימים ,  תלויה ליניארית

20
,...,

n
a a F∈ כך ש0 לא כולם : 

2

0

0
n

i

i
i

a A
=

 מאפסת את הפולינום Aכלומר , ∑=

2

0

n
i

i
i

a x
=
∑ . 

)אם  :הגדרה )
0

n
i

i
i

f x a x
=

1 אם מתוקן פולינום f נאמר ש∑=
n
a = . 

הפולינום נקרא ,  מאפס אותוAבעל הדרגה המינימלית כך ש 0שאינו  הפולינום המתוקן :הגדרה
 . A של המינימלי

)יהי . א :משפט )A
m x  אזי ל"מינימלי כנפולינומים ( ) 0g A |מ " אמ=

A
m g ,קיים , כלומרh 

כך ש
A

g m h= ⋅. 

אם . ב
1 2
,m mאזי , ל"ימלית כנ פולינומים מדרגה מינ

1 2
m m= 

 

m| אם –כיוון אחד קל . א : הוכחה g , כלומרh∃ כך ש g mh= אזי ( ) ( ) ( )g A m A h A= ,

)ומכיוון ש ) 0m A ) אזי = ) 0g A =. 

m|ל "כעת צ g ⇒ ( ) 0g A gכלומר ,  עם שאריתm בgנחלק את . = qm r=  כאשר +

deg degm r> . נציבA נקבל ,  בשני האגפים

( ) ( ) ( ) ( )0 0g A qA m a r A r A= = ⋅ + = )כלומר , + ) 0r A המינימליות אבל מהנחת , =

g, 0 הוא פולינום ה rנובע כי , mשל  qm= , כלומר- |m g . 

 

' לפי א. ב
1 2
|m m , כלומר קייםh כך ש 

2 1
m hm= ,יוון שאבל מכ( ) ( )2 1

deg degm m= , ועל

)כן  )deg 0h כלומר , =
2 1

,m cm c F= אבל  , ∋
1
mו 

2
m1ולכן ,  מתוקניםc ולכן , =

1 2
m m=.  

 
 

A~  אם:טענה B , כלומר
1A P BP−= ,אזי לAול Bאותו פולינום מינימלי  . 

T:בהנתן  :1הוכחה  V V→ , ניתן להגדיר( )
0

n
i

i
i

f T aT
=

)כאשר , ∑= )
0

n
i

i
i

f x a x
=

נגדיר . ∑=

0T Id= ,  ולכן ניתן לדבר גם על הפולינום המינימלי שלT .נקבע בסיס לV , והרי נקבל התאמה בין

)נ "הטרל ),T Hom V V∈ לבין המטריצות ( )n
A M F∈ - כלומר– התאמה זו היא איזומורפיזם  ,



אז ,  לפי בסיס זהT מייצגת את Aולכן אם . וכפל בסקלר, כפל, מכבדת חיבור 

( ) ( )0 0f T f A= ⇔ לכן , T שווה לפולינום המינימלי של Aולכן הפולינום המינימלי של , =

 .נ לפי בסיסים שונים"שכן הן מייצגות את אותה טרל, למטריצות דומות יש אותו פולינום מינימלי
  , כלומר–  פעולת הדמיון מתחלפת עם כפל וחיבור: אבחנה

( )
( ) ( )( )

1 1 1

1 1 1

P A B P PAP PBP

P AB P PAP PBP

− − −

− − −

+ = +

=
 

)ולכן לכל  )f x F∈ מתקיים ( ) ( )1 1Pf A P f PAP− לכן אם , =−
1A PBP−= ,

)ו ) 0f B )אזי , = ) ( ) ( )1 1 10 0f A f PBP Pf B P P P− − −= = = =. 

אם , לדוגמא
1 1

1 0
A

 
=  
 

מהו , 
100A?  אם

1A PDP−= , כאשרDאזי היה מתקיים ,  אלכסונית 

( )
100

100 1100 1 100 1 1

100

2

0

0
A PDP PD P P P

λ
λ

− − − 
= = =  

 
 

 :מתקיים,  נתונהAעבור , לדוגמא

2 3 4 5

1

1 2

1 1 2 1 3 2 5 3 8 5
, , , ,

1 0 1 1 2 1 3 2 5 3

, :
n nn

n

n n

A A A A A

F F
A F fibonnachi number n

F F

−

− −

         
= = = = =         
         

 
= = 
 

 

I ? 1x מהו הפולינום המינימלי של :דוגמאות − . 

מהו הפולינום המינימלי של 
1 0

0 0
A

 
=  
 

נשים לב כי ? 
2A A= , ולכן

2 0A A− ולכן , =

הפולינום 
2x x− מאפס את A . מכיוון( ) ( )2 1x x x x− = ם היה פולינום מינימלי קטן אזי א, −

)הוא היה אחד מ, יותר )1, , 1x x  אזי –ומכיוון שהוא לא   , −
2x x−הוא המינימלי  . 

 
  מעלות120נ שמסובבת עם כיוון השעון ב"ניקח את הטרל : 3דוגמא 

 :המטריצה המייצגת היא

1 3

2 2

3 1

2 2

A

 
− 

 =
 
− − 
 

לב שנשים . 
3T I= , ולכן גם

3A I= , ולכןA מאפסת את 
3 1x − . 

( )( )3 21 1 1x x x x− = − + +  

הפולינום המינימלי במקרה זה הוא 
2 1x x+  .  הצדקה גאומטרית- הוא הפולינום המינימלי  +

 

)ו : המילטון- משפט קיילי )n
A M F∈ ,ו[ ]f F x∈ הפולינום האופייני של A , אזי

( ) 0f A  .  הפולינום האפייני מאפס את המטריצה–כלומר  , =

)אם  :)מקרה פרטי של הקודם( משפט )n
A M F∈ עם nע שונים אזי " עA מאפסת את הפולינום 

 . האפייני שלה



 יהיו :הוכחה
( ) ( )1
,...,

n
x x וקטורים עצמיים של Aע " המתאימים לע

1
,...,

n
λ λ .כלומר ,

1
,...,

n
λ λ 

 דומה למטריצה Aוגם , Aהם בדיוק השורשים של הפולינום האפייני של 

1 0

0
n

λ

λ

 
 
 
 
 

O, ולכן 

)הוא הפולינום  )
1

n

n
i

x λ
=

−∏=

1 0

0
n

x

x

λ

λ

 −
 
 
 − 

O .ל כי "צ

( ) ( )1
: ... 0

n
B A I A Iλ λ= − ⋅ ⋅ − = .

i
A Iλ− מתחלף בכפל עם 

j
A Iλ− . 

 נחשב את 
( )( ) ( ) ( ).... 0
i i

i
B x A I xλ= − =  

שוויון הוא כי ה(
i iAx xλ=( . 

קיבלנו כי 
( ) 0, 1
i

Bx i n= ∀ ≤ כי ה, ≥
( )i
xסיס לולכן מהוים ב, ל" בתV . 
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 המילטון-משפט קיילי

 ) לא מלאה, לא למבחן (1הוכחה 

Fשדה  ,( )n
A M F∈ , הפולינום האופייני שלA - ( )A

f x)  או( )f x , הפולינום ). כשנקצר

 . A מאפס את –המינימלי 
 

)ע שונים אזי " עn יש A אם ל:הוכחנו שבוע שעבר ) 0
A

f A ). מקרה פרטי של קיילי המילטון (=

 .  שורשים שוניםn יש A לפולינום האפייני של ⇐, ע שונים" עn יש Aלהגיד של
 

Fנתרכז במקרה של  C= . המטריצות " רוב"עבור( )n
A M C∈ יש ל ( )A

f x n שורשים 

 . שונים
 

)נתבונן ? מה הכוונה רוב המטריצות )2

a b
A M C

c d

 
= ∈ 

 
 . 

( ) ( ) ( )2

A
f x x a b x ad bc= − + +  ל? נשאל כמה שורשים יש לו. −

2ax bx c+  יש +

מ "ול אמשורש כפ
2 4 0b ac− ל. =

A
fמ  " שורש כפול אמ( ) ( )2

4 0a b ad bc+ − − =. 

πאם , ועל כן ,  לא מקיים שום זהות אלגברית עם מקדים רציונליים

, , ,a Q b Q c Q d Qπ∈ ∈ ∈ ) אז אם ∋ ) ( )2

4 0a d ad bc+ − −  לכן מטריצה מהצורה ≠

1 2

3 4

r r
A

r rπ
 

=  
 

 כש
1 2 3 4 4
, , , , 0r r r r Q r∈ ) מקיימת ≠ ) 0

A
f A  אם =

1 2

3 4

s s
B

s s

 
=  
 

 לכל 

ε קיים 
1 2

3 4

r r
A

r rπ
 

=  
 

כלומר . B קרוב ל A εל כך ש" כנ
4 4
r sπ ε− וגם , >

1 1
r s ε− < .

)היות שהפונקציה  )B
f B)  מקבלת מטריצה ומחזירה מטריצה שמתקבלת על ידי הצבה בפולינום

)לכן גם , היא פונקציה רציפה) האפייני ) 0
B

f B =. 

 

Wanted :

1 2 3

4 5 6

7 8 9

x x x

x x x

x x x

 
 
 
 
 

ניקח . כך שהם לא מקיימים שום קשר אלגברי עם מקדמים רציונליים 

1
1x יש רק מספר בן מניה של מספרים . =

2
x שמקיימים קשר אלגברי עם 

1
x . היות שיש מספר לא בן

חור מניה של ממשיים ניתן לב
2

xוכך נמשיך, ל" כנ . 

 

) קרוב כרצוננו לכל מטריצה : לסיכום )n
A M C∈ נוכל למצוא מטריצה B שאבריה אינם מקיימים 

)ולכן ל, שום זהות אלגברית עם מקדמים רציונליים )B
f x יש nולכן ,  שורשים שונים( ) 0

B
f B = ,

)גם , מרציפות ) 0
A

f A = . 

 

) מדוע אם הזהות :חומר למחשבה ) 0
A

f A היא מתקיימת מעל  , 0אינסופי ובעל מציין  מעל שדה =

 ? כל שדה
 



xI מאיזה עולם בא 'באים מעולמות שונים, יצורים שונים' A− ?  ושייכת לעולם ? לא, זוהי מטריצה

[ ]( )n
M F x) ניתן לחשוב על ביטוי זה –אפשר להתייחס לזה גם אחרת ). איבריה הם פולינומים 

), כלומר( שמקדמיו הם מטריצות xכפולינום ב )[ ]0

n
Ix A x x A M F x− ⋅ = − נשים לב ). ∋

 .  אז לא להתלבלב– ... שגם הסימונים מבלבלים
 

] -וניתן בהם סימנים  ]( )n
M F x - לדוגמא – מטריצות שאבריהן פולינומים 

2 2

2

4 1 2

7

x x x x

x x x

+ + + 
 + + 

 ).  מציבים סקלריםXב (

 

( )[ ]n
M F x - לדוגמא– פולינומים שמקדמיהם מטריצות  :

2
4 2 1 1 1 0

1 0 1 1 0 7
x x

     
+ +     

     
 

 ). מטריצות מציבים Xב(
 
 

]מנו התאמה בין הדג ]( )n
M F x ל ( )[ ]n

M F x)  התלמיד –לא נגדיר את ההתאמה באופן פורמלי 

שומרת כפל  ( לא קשה לבדוק שהתאמה זו היא איזומורפיזם). או יקרא בעמיצור, החרוץ ישלים בביתו
 . )ע ועל"חח, וחיבור

 

) לגבי :אזהרה )[ ]n
M F x אם h f g= ) אזי לא בהכרח ⋅ ) ( ) ( )h A f A g A= . 

A, תהיינה :דוגמא B מטריצות שלא מתחלפות בכפל ( )AB BA≠.נתבונן ב ( )f x Ix B= − 

( )g x Ix B= −. 

 

( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2

2

0

h f g Ix BX B

h A A BA B

f A g A A B

f A g A A B A B A AB BA B

h A f A g A AB BA

= ⋅ = − +

= − +

= = −

= − − = − − +

− = − ≠

 

 

) תהי :טענה )n
A M F∈ו ( )[ ]n

g M F x∈ אזי ( ) 0g A )מ " אמ= )[ ]n
h M F x∈ כך ש 

( ) ( )( )g x h x xI A= − . 

) קיימת :למה )'h x  כך ש( ) ( )( ) ( )'g x h x xI A g A= − , כלומר (+

( ) ( ) ( )( )'g x g A h x xI A− = − .( 

 ) : טענה⇐למה (הוכחה 

) אם  ) 0g A ) אז = ) ( )( )'g x h x xI A= − . 

) כך שh אם קיים –כיוון שני  ) ( )( )g x h x xI A=  וגם −

( ) ( )( ) ( )'g x h x xI A g A= − ) אזי + ) ( ) ( ) ( )'g A h x h x xI A= − −   . מכיוון



)ש )g Aומכיוון ש, 0הוא פולינום ממעלה ,  הוא מטריצהxI A− אזי בהכרח , 1 הוא פולינום ממעלה

( ) ( )' 0h x h x− )ואז , = ) 0g A = . 

 
 :הוכחת הלמה

)ב נכתו ) 1

1 0
...n n

n n
g x A x A x A−

−= + + )נתבונן ב. + ) ( )g x g A−: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1 0 0

*
0 0 0

....n n n n

n n n n

n n n
i i

i i i i i
i i i

A x A A A x A A A A

A x A A h x Ix A Ah x Ix A

− −
− −

= = =

= − + − + + −

 = − = − = −      
∑ ∑ ∑

 

 .ל.ש.מ
נותר עוד לבדוק .  אבל עדיין אסור לנו-ל  " אנחנו רוצים לכתוב ביטוי כנ–(*) 

)ש )( )i i

i
x A h x Ix A− = − .  

)מעל שדה מתקיים ): בסוגריים(הערה  )( )1 2 1...i i i i ix a x x a a x a− − −− = + + + גם , ואכן. −

)מעל אם  )n
A M F∈ מתקיים ( )( )1 2 1...i i i i ix A x I x IA IA xI A− − −− = + + + ? למה ( −

Aוגם ,  מתחלף עם עצמו בכפל
iAx פולינומים ב,  באופן כללי– מתחלף עם עצמוAמתחלפים בכפל  .(

ולכן 
1 2 2 3 1....i i i i

i
h Ix Ax A x A− − − −= + + + +. 

 
 :יילי המילטוןהוכחת משפט ק

)נתחיל בזהות  )Adj A A A I= . הוכחנו זהות זו עבור( )n
A M F∈ , עבור אבל היא נכונה גם

[ ]( )n
A M F x∈ .)למה ?[ ] ( )F F x f x⊆ xIובפרט עבור המטריצה , )⊇ A− ,כלומר 

( )( )adj xI A xI A xI A I− − =  אבל – )דובר במטריצות שאבריהן פולינומיםמ( - −

)שהגדרנו נקבל גם שיוויון במההתאמה  )[ ]n
M F x : אם ( )

0

n
i

A i
i

f x Ix A a x
=

= −  אזי ∑=

( )( ) i

i
h x xI A a Ix− )קיבלנו ש.  פולינום מסוייםhאשר  כ∑= ) ( )|

A
xI A f x− , לכןA 

)מאפס את  )A
f xל.ש. מ . 

 
 

) אם :מקיילי המילטון :מסקנה )A
m xהוא הפולינום המינימלי ו ( )A

f xאזי ,  הוא הפולינום האפייני

( ) ( )|
A A

m x f x . 

) :טענה ) ( )|
n

A A
f x m x    

) נסמן :הוכחת הטענה ) i

A i
m x b x=∑ . ידוע כיA מאפס את ( )m x ולכן mמתחלק ב xI A− 

)בעולם ( )[ ]n
M F x( . ועל כן- ( )( ) i

i
h x xI A b Ix− ]נעבור לעולם . ∑= ]( )n

M F x . 

 קיבלנו 



( )
( )

( )
( )

m x

B xI A m x

m x

 
 − =  
 
 

 

)ונקבל , וציא דטרמיננטה משני האגפיםנ ) ( )
n

A
f x B xI A m x= − =    



10.5.2006 
 מרחבים עצמיים ותנאי לכסינות

 ומיני מסקנות, תזכורות, הגדרות 

Fשדה  ,Vו מעל " מF ,:T V V→ ,( )n
A M F∈ מייצגת את Tעבור בסיס כלשהו  . 

 
 . Tע של " המורכב מוV לכסינה אם קיים בסיס לT –נאמר : תזכורת

( ) ( ) [ ]T A
f x f x F x xI A= ∈ = שורשי ).  אין הבדל– Aאו של  (T הפולינום האפייני של - −

T
fע של " הם בדיוק העT .  

 

)בנוסף הגדרנו  )T
m x - הפולינום המינימלי של T)  הפולינום המתוקן בעל הדרגה המינימאלית המאפס

) - כלומר – ). Tאת  ) ( )0, 0m T m A= =. 

 

) ראינו כי –בנוסף  ) [ ]h x F x∈ , אזי( )| 0m h h T⇔  ). מינימליmכי  (=

)בנוסף ראינו כי  ) 0
T
f T |ולכן , )משפט קיילי המילטון (=

T T
m f)  כל שורש שלm הוא גם שורש 

 ). fשל 

|ראינו גם ש n

T T
f m)  כאשרnמכאן אפשר להסיק ).  הוא מימד המרחב הוקטורי בו מתרחש כל האקשן

 . ברור?  למה.  )m (מ" הוא שורש של הפ,  כלומר כל ערך עצמי– )f( א"כי כל שורש של הפ
  

 ואז, )ןלא תמיד נכו (F נמצאים בfנניח שכל שורשי 

( ) ( )
1

i

k
m

i
i

f x x λ
=

= −∏  

כאשר 
1
,...,

k
λ λ הם הערכים העצמיים של T .

i
m ע " של העהריבוי האלגברי נקרא

i
λ . ברור כי

1
i

m ) -בנוסף . ≤ )
1

deg
k

i
i

m f n
=

= =∑ . 

 

)נובע כי , מה שנאמר לעיל )
il

T i
m x λ= ,ידוע כי . ∏− 1

i
i l∀ m| -מהמסקנה קודם  (≤ f .( 

 

]  : למי שממשיך במתמטיקה – תוכח בשנים הבאות – טענה ]f F x∈ אזי F E⊆כש E שדה 

) - n מדרגה fאם , ומר  כל– fבו נמצאים כל שורשי  ) ( )
1

,
n

i i
i

f x x Eλ λ
=

= − ∈∏ 

אבל בעולם הבא הכל טוב , כאן לא כל כך נעים. אתם צריכים להאמין בטענה כמו בעולם הבא ':ציטוט
 . 'נדמיין אז שאנחנו בעולם הבא.  לכל הפולינומיםויש את כל השורשים

 ? האם בשנה הבאה מגיעים לעולם הבא כל תלמידי מתמטיקה–ה למחשבה הער
 

) Tע של " הוא עλ אם :הגדרה )ker T I V Vλλ− =  כך ש w אוסף כל הוקטורים - ⊇

Tw wλ= . נזכר כיker Sל " הוא תמיד תת מרחב לכל טS , אפילו אפשר להוכיח (בפרט במקרה זה
 ). בנפרד

 

,  הוא ערך עצמיλאם , כלמור. λ של הערך העצמי כריבוי הגאומטרי dimVλנגדיר את 

dim 1Vλ ≥ . 

 



 )λ( ריבוי אלגברי≤)λ(אזי ריבוי גאומטרי , ע" עλ אם :טענה
) נניח :הוכחה )dim V kλ = .kנבחר בסיס ל.  הוא הריבוי הגאומטריVλ .ניקח בסיס לVλ - 

1
,...,

k
w w . נשלים את הבסיס לבסיס שלVכולו  . 

, λ יהיה לנו ii שורות בהם באינדקס kבמטריצה יהיו .  ביחס לבסיס זהTנתבונן במטריצה המייצגת את 

: כלומר
...

0

k k

n k n k

B
A

C

λ

λ
×

− × −

 
 
 =
 
 
 

 :ועל כן, . 

( )

0 0

0 ... 0

0 0

0

kk k

x

B
xI A x xI C

x

xI C

λ

λ
λ

×

−

−
− = = − −

−

−

 

 

)כלומר  ) ( )k

T
f x x h xλ= k שורש מרבוי λכלומר , −  ≥הריבוי האלגברי ,  כלומר- ≥

 .☺. גאומטרי
 

: לדוגמא . ≥זה לא שסתם אנו רושמים . ולפעמים אי שיוויון חזק, מתקיים שיוויוןנשים לב שלפעמים 
 עבור

( )21 1
, 1

0 1
A

A f x
 

= = − 
 

 1למה הריבוי הגאומטרי הוא . 2 הוא 1ולכן הריבוי האלגברי של , 

ועכשיו בנסוח יותר . וזה לא, נ הזהות"ואז זו טרל, 1ע "כי אז כל הוקטורים מתאימים לע? ) 2ולא (
 :פורמלי

{ }1
| 1v v Av v v= = )לו  . = )1

dim 2v Av אזי = v= לכל v כלומר A I= . אבלA I≠ .

לכן . באסה
1

dim 1V = . 

 

ור עב: דוגמא אחרת
2

1

1 0
,

0 1
A V R

 
= = 
 

נשים לב שאם . 2= ריבוי גאומטרי = והריבוי האלגברי , 

λע אזי קיים " עw V∈כך ש Tw wλ= , ואז( )V sp wλ ⊇ ,( )dim 1Vλ ≥ . 

 
 .  אלופים-אלא תת, לא אומרים תתי אלופים: 'פיוןפינת התל'
 

 מרחבים-סכום ישר של תת

Vו " מ ,
1 2
,V V V⊆ .מהו סכום של תת מרחבים ?{ }1 2 1 2

|
i i

v v w w w v+ = + גם . ∋
1 2
v v+ 

 ).ראה סמסטר קודם(הוא תת מרחב 

ונסמן זאת  סכום ישרם זה הוא נאמר כי סכו
1 2
v v⊕הבאים שקולים אם מתקיים אחד מהתנאים ה  

הביטוי : אזהרה(
1 2

V V⊕הינו חר משמעות אם לא מתקיימים התנאים (: 

1. ( )1 2 1 2
dim dim dimV V V V+ = + 

לכל  .2
1 2

w V V∈  יש הצגה יחידה +
1 2 1 1 2 2

, ,w w w w V w V= + ∈ ∈ . 



אם  .3
1
,...,

l
u uבסיס ל 

1
V ,

1
,...,

k
w w בסיס ל

2
V , אזי

1 1
,..., , ,...,

l k
u u w w בסיס 

ל
1 2

V V+ . 

4. { }1 2
0V V∩ = . 

 
 . הוכח בבית שקילות: ד החרוץלתלמי

סכום ישר של 
1
,..,

k
v v  - כמה תת מרחבים  

נאמר ש
1 2 1 2

... ...
k k

V V V V V V+ + + = ⊕ ⊕ הגדרה  ( אם מתקיימים התנאים הבאים⊕

 :אינדוקטיבית

1. 
1 2 1 1 2 1

... ...
k k

V V V V V V− −+ + + = ⊕ ⊕ ⊕ 

2. ( ) ( )1 1 1 1
... ...

k k k k
V V V V V V− −+ + + = ⊕ ⊕ ⊕ 

 
רק . אפשר לוותר על ההעתקה. 2רק באופן גנרי ולא רק על , אפשר גם להגדיר כמו ההגדרה הקודמת

 :'במקום ד

}. חדש_ד }, 0
i i

j i

i V V
≠

∀ ∩ =∑ 

}. 2חדש_ד }, 0
i i

j i

i V V
<

∀ ∩ =∑. 

 :0דוגמא לכך שלא מספיק שחיתוך של כל שני מרחבים הוא 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

2

1

2

3

, ,0

0, ,

, ,

R V t R

V t t R

V t t t R

= ∈

= ∈

= ∈

 

 

T:תהי  V V→רכים עצמיים נ עם ע" טרל
1
,...,

k
λ λ . 

מ " לכסינה אמT : 1 משפט
1 i

k

i
V Vλ=
= ⊕ .  

והריבוי האלגברי של ,  מתפרק לגורמים ליניארייםTמ הפולינום האפייני של " לכסינה אמT :2משפט 
 . כל ערך עצמי שווה לריבוי הגאומטרי שלו

 .  מתפרק לגורמים ליניאריים שוניםTינימלי של מ הפולינום המ" לכסינה אמT :3משפט 
 

  הוכחות למטה–הערה 
 

 ביחס לבסיס T מייצג את Aאם ? נ"למה הפולינום המינימלי לא תלוי בייצוג לפי בסיס אלא רק בטרל

)כלשהו אז  )P A  מייצג את( )P Tל" ביחס לבסיס הנ . 

 

 אם :למה
1
,...,

l
λ λ אזי , ע שונים"ע

1
i

i

V
λ

λ
=
 .  הינו סכום ישר∑

1kעבור : באינדוקציה :הוכחה  . אין מה להוכיח, =

1kעבור   נוכיח כי - <
1

1
k i

k

i

V vλ λ

−

=

יהי . ∑∩
1

1
k i

k

i

w V Vλ λ

−

=

∈  : אפשר לכתוב. ∑∩



1

1

1

1

,
j

k

j j
j

k

k k j
j

w w w V

Tw w w

λ

λ λ

−

=

−

=

= ∈

= =

∑

∑
 

כי 
k

w Vλ∈ . מצד שני- ( )
1

1

(*)
k

k j
j

T w wλ
−

=

=∑. 

ועל כן
1 1

1 1

k k

j j k j
j j

w wλ λ
− −

= =

=∑ אבל . ∑
1

1
i

k

i

Vλ

−

=
לכן , לכן לכל וקטור בסכום זה הצגה יחידה,  הוא סכום ישר∑

,
j j k j

j w wλ λ∀ אבל היות ש, =
k j
λ λ≠ , 0מתקיים

j
w 0wולכן , = = . 

 
 

 1הוכחת משפט 

ראינו כי : הערה(
i i

V Vλ λ=  ).הכוונה לסכום ישר,  כל פעם שנרשום סיגמא- ∑⊕

,  בסיס המורכב מוקטורים עצמייםTקיים ל. כסינה לT נניח ⇐
1
,...,

n
w w , המתאימים לערכים

עצמיים 
1
,...,

k
λ λ. 

}נסמן  }1 , ***
i

i k V sp∀ ≤ ≤ ע " איברי הבסיס המתאימים לע- (*** =
i
λ .( ברור כי

ii
V Vλ⊆ .

dimועל כן  dim
ii

V Vλ≤ . 

*
1

dim dim dim
i i

k

i
i

n V V V nλ λ
=

 = ≤ = = 
 

∑ ∑ ∑  

dimלכן . הסכום הוא ישר כי – *)(
i

n Vλ=  -כלומר , ⊕
i

V Vλ= ⊕ . 

 

נניח  ⇒
i

V Vλ= אזי אם ניקח בסיס לכל , ⊕
i

Vλ ,יהיה בסיס לל "איחוד הבסיסים הנV , ובסיס זה

 .  לכסינהTועל כן , T של םימורכב מוקטורים עצמי
 

 :3משפט הוכחת 
המתאימים לערכים העצמיים (המורכב מוקטורים עצמיים יש בסיס כלומר ,  לכסינהTנניח ש ⇐

1
,...,

k
λ λ( . נגדיר( ) ( )

1

k

i
i

h x x λ
=

= אינו שכל ר .∏−
i
λ  הפולינום המינימלי של הוא שורש שלT ,

h|ולכן  m , ולכן אם( ) 0h T hאזי , = m= -  כיhהוא פולינום מתוקן ( . 

( ) ( )
1

k

i
i

h T T Iλ
=

= −∏  

בל א
i

T Iλ− מתחלף בכפל עם 
j

T Iλ− לכן  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
.... ...

i i k i
h T T I T I T I T I T Iλ λ λ λ λ− += − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −  wלכן אם , −

הוא וקטור בסיס המתאים לערך העצמי 
i
λ , אזי( ) 0h T w )כי ( = ) 0

i
T I wλ− ) לכן - = )h T 

)ולכן , מאפס את כל איברי הבסיס ) 0h T = . 

  :למה הוא מתחלף בכפל

( )( ) 2 2

i j i j i j i j i j
T I T I T IT T I I T T I IT Iλ λ λ λ λλ λ λ λλ− − = − − − = − − +. 

 



). ספציפית מתחלפים בכפלמטריצה  מעל מיםפולינו :בכלליות ) ( ) ( ) ( )P T Q T Q T P T= , לכל

]שני פולינומים  ]F x. 

 

)נניח ש - כיוון שני  - ⇒ ) ( )
1

k

T i
i

m x x λ
=

= שדי להראות , 1 לפי משפט .∏−
i

V Vλ= נגדיר . ⊕

1לכל  j k≤ ≤ - ( ) ( )i
j

i j
j i

x
Q x

λ
λ λ≠

−
=

−
wיהי . ∏ V∈ ויהי ( )j j

w Q T w=. 

.  א:טענה
1

k

j
j

w w
=

=∑ 

. ב 
jj

w Vλ= 

לכן 
j

V Vλ=∑ . 
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 :תנאי המשחק להיום

Fשדה  ,Vו מעל " מF ,:T V V→ אם . נ " טרלλע של " עT – אזי { }*Vλ  התת מרחב – (*) =

). λע " המתאימים לעTהנפרש על ידי כל הוקטורים העצמיים של  )dim Vλריבוי  מוגדר כ

) כשורש של λ מוגדר כריבוי של λהריבוי האלגברי של . λשל הגאומטרי  )T
f x)  הפולינום

 ). Tהאפייני של 
 

 .  ריבוי גאומטרי≥י ריבוי אלגברהוכחנו כי 

אם 
1
,...,

k
λ λע שונים של " עT , אזי

1i i

k

i
V Vλ λ=

= ⊕∑ 

)מ " לכסינה אמT :משפט )
i i

V V Vλ λ= = ⊕∑ 

 .  הוכחנו בשבוע שעבר–עד כאן 
 

 :משפטים שלא הוכחו מהפעם הקודמת
והריבוי האלגברי של ,  מתפרק לגורמים ליניארייםTהפולינום האפייני של מ " לכסינה אמT :2משפט 

 . כל ערך עצמי שווה לריבוי הגאומטרי שלו
 .  מתפרק לגורמים ליניאריים שוניםTמ הפולינום המינימלי של " לכסינה אמT :3משפט 

 

 .  הוסבר ממש מספר פעמים–יש סבירות שיהיה במבחן : הערה

 
 לפי בסיס זה היא Tהמטריצה של . Tע של " בסיס המורכב מוVקיים ל,  לכסינהT אם ⇐ :2הוכחת 

: כלומר, אלכסונית

1

..

k

A

λ

λ

 
 =  
 
 

) ,...,
k

λ λ -ע השונים של " העT( . קל לראות

)ש ) ( )
im

T i
f x x λ= −∏ ) 

i
mנגדיר ). א הריבוי האלגברי הו

i
V=וקטורי י "המרחב הנפרש ע

ע "העצמיים המתאימים לעהבסיס 
i
λ . ברור כי

ii
V Vλ⊆ . ידוע כי( )dim

i
V=ריבוי אלגברי  .

( )dim
i

Vλ -ידוע גם כי ריבוי .  ריבוי אלגברי≥הגענו לכך שהריבוי הגאומטרי . אומטרי ריבוי ג

 .  הם שווים–כלומר .  ריבוי גאומטרי≥אלגברי 

) נניח כי – בכיוון השני ⇒ ) ( )
1

imk

i T
i

x f xλ
=

− . ריבוי גאומטרי= ומטרי שהריבוי הגא וכן ∏=

)ידוע כי  )dim
i

Vλ=∑ סכום הריבויים הגאומטריים שווה לסכום הריבויים האלגבריים  =

i
n m=∑ . לכן

1

dim dim
i i i

k

i

V V V Vλ λ λ
=

 ⊕ = ⇒ = 
 
∑ פ משפט "ע( לכסינה T ועל כן ∑

 ). ראשון
 

 .  מתפרק לגורמים ליניאריים שוניםTמ הפולינום המינימלי של " לכסינה אמT :3משפט 
  :3הוכחת 



ע "עם ע,  לכסינהT אם ⇐
1
,...,

k
λ λ ,ראינו ש( )

1

k

i
i

T Iλ
=

שהם ( מאפסת את כל איברי הבסיס  ∏−

 ע"פ בסיס של ו" עTת ניתן גם להתבונן במטריצה המייצגת א. 0 ולכן היא זהותית –) וקטורים עצמיים

1

...

k

A

λ

λ

 
 =  
 
 

 .( )
1

...

i

i

k i

A I

λ λ
λ

λ λ

− 
 − =  
 − 

 במיקום כלשהו יהיה על - 

 :כמו, ולא קשה לראות שמכפלה מהצורה של מטריצת בלוקים ,  0האלכסון 

2 2 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A A A

A B B

B B C

C C C

    
    
     =
    
    

    
4 זה נכון לא רק ב–רמז (  ). כוח לעשות נקודותסתם לא היה לי . ×4
 
 

) מכאן ש–) המשך הוכחת שבוע שעבר (⇐ ) ( )
1

k

i
i

h x x λ
=

= ) אזי ∏− ) 0h T |לכן . =
T

m h .

h|אבל גם  m כי ( )ix λ− חייב לחלק את m  לכל
i
λ . ועל כןh m= . 

 :מה הרעיון בכל ההוכחה הזו

אם ניתן למצוא הצגה 
j

w w=∑ ,ניתן למצוא את , לכן באופן עקרוני, אזי היא יחידה
i

w כפונקציה 

 . wשל 

) שבמקרה זה )ונאמין(נחפש ונמצא  ) ( )1
...

i k
w T I T wλ λ= − בלי  (−

i
T Iλ−במכפלה  .(

. א:  דברים2נבדוק 
i

w w=∑ . ב .( )0
i i

t I wλ= − . 

  
  . לא אוהבים לעבוד עם מטריצות–אנחנו לא ריבס .  יש הוכחה מטריציונית⇒

)נניח ש ) ( )
1

k

T i
i

m x x λ
=

= −∏ ,,
i j

i j λ λ∀ ≠  - כלומר – לכסינה Tל "צ. ≠

i i
V V Vλ λ= =∑ wרוצים להוכיח שלכל , כלומר. ⊕ V∈ ניתן לכתוב 

1

,
i

k

i i
i

w w w Vλ
=

= ∈∑ . 

wלכל , ל"אם קיימת הצגה כנ V∈ , כי –אזי היא יחידה 
i i

V Vλ λ= wבהנתן . ∑⊕ V∈ נניח 

1

k

i
i

w w
=

וננסה למצוא את , ∑=
i

w . 

נניח כי 
1 2

...
k

w w w w= + + + .  



( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 1

2 3 1 2 1 3 1 1

...

...

...

...

... ...

k k

k k k k k k

k k k k

k k

T w w w w

T I w w w w

T I T I w w

T I T I T I w w

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− −

− −

= + + +

− = − + − + + −

− − = − − + +

− − ⋅ ⋅ − = − − ⋅ ⋅ −

 

 

יש הצגה שאם , אם כן, ראינו
i

w w=∑אזי , ל" כנ

( )

( )
2

1

1
2

k

i
i

k

i
i

T I w

w

λ

λ λ

=

=

−
=

−

∏

∏
כי , 0לא חילקנו ב (

i
λ 

 ). שונים

מצאנו את 
1

w ,אם יש הצגה , ובדרך דומה
i

w w=∑ , אזי

( )

( )

i
i j

j

j i
i j

T I w

w

λ

λ λ

≠

≠

−
=

−

∏

∏
ן נסמ . 

( )
( )

i
i j

j

j i
i j

x

P x

λ

λ λ

≠

≠

−
=

−

∏

∏
)אם קיימת הצגה , אזי.  )j j

w P T w= .אז –אם יש הצגה , כלומר 

( )
1

k

j
j

w P T w
=

)אזי , wאם השיוויון נכון לכל . ∑= )
1

k

j
j

P T Id
=

מ " מדובר באמ–יתר על כן . ∑=

) אם ? למה הכיוון ההפוך( )j
Id P T=∑ אז ( )j

w P T w=∑ ,ו( )
jj

P T w Vλ∈  .( 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
1 0

k

i i
i j i

j j j

j i j i
i j i j

T I T I

T I P T T I

λ λ
λ λ

λ λ λ λ

≠ =

≠ ≠

− −
− = − = =

− −

∏ ∏

∏ ∏
נותר להוכיח . 

)ש )
1

k

j
j

P T Id
=

)נוכיח אפילו כי . ∑= ) 1
j

P x =∑ . 



( )( )

( )

( )

( )

1

1

deg 1

deg 1

0,

1,

, 1

j

k

j
j

j i ji

k

j i
j

P x k

P x k

i j
P

i j

i P

λ δ

λ

=

=

= −

  ≤ − 
 

≠
= = 

=
⇒

∀ =

∑

∑

 

 

נסמן 
j

P P=∑אזי  ,deg 1P k≤ − .( ) ( ) ( )1 2
...

k
P P Pλ λ λ= = = .P-1 הוא פולינום 

1kמדרגה  − 1כלומר .  שורשים שוניםk עם ≤ 0P − 1Pכלומר . = =  . 
 
 



 מרחבי מכפלה פנימית
 )ג בעמיצור"פרק י(

 . C או מעל Rו מעל "סוק במנע, עד הודעה חדשה
 . חזרה על מרוכבים: המלצה

במרחבים מהסוג 
nR ב.  וקטורים2 בין וזוית  של אורךלגבי  יש לנו אינטואיציה

nR נהוג להגדיר  

עבור 
nRα∈ את האורך של  αכ 

2

i
aα = ∑. 

α,בהנתן  β , נגדיר( )cos ,α βבאופן הבא : 

( ) 0
cos ,

α
α β

β
=  

כאשר (
0

α זה ההטלה על של β על α.( 

 

 בין וקטורים במכפלה סקלרית ניתן להגדיר , אמצעות מושג האורך והזויתב
nR)  בהמשך נגדיר מכפלה

 ).  ובאמצעותו נגדיר אורך וזויתR מעל Vו "סקלרית בכל מ
 ?איך נגדיר את המכפלה הסקלרית

, : n nR R R⋅ ⋅ × →  

 :מוגדרת כ

( ), : cos ,α β α β α β⋅  

) -בעמיצור מסמנים ( ),α β  ( . 

 :הערה

0
,α β α α= ⋅  

אשר כ
0

α  ההטלה הניצבת שלβ  עלα . 

ב
nR טלים לנו יש נוסחה במיוחד למכפלה פנימיתם האורך והזוית המוע: 

( )
( )

1

1
1

,...,
,

,...,

n
n

i i
i

n

a a
a b

b b

α
α β

β =

= 
=

= 
∑  

 
 

,פונקצייה . Rו מעל " מV יהי :הגדרה :V V R⋅ ⋅ ×  : אם היא מקיימתמכפלה סקלרית תקרא →

, :סימטרית .1 ,α β β α= 

, :)במשתנה הראשון( הומוגנית .2 , ,a a a Rα β α β= ∀ ∈ 

,' :)משתנה הראשוןב( ותלינארי .3 , 'α α β α β α β+ = + + 

0α לכל :חיוביות .4 ≠ ,, 0α α > . 

 
יתן להסיק הומוגניות וליניאריות נ,  במשתנה הראשוןיאריותת וליניו הומוגנ+ מסימטריות :הערה
 . נה השניבמשת

 

: : יסומן αוקטורשל האורך , ל"כנ בהנתן מכפלה סקלרית :הגדרות ,α α α= 

,ולכל  0α β )נגדיר  ≠ )cos ,α βי הזהות" ע: ( ), cos ,α β α β α β= 
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Vו מעל " מR . 

, :V V R⋅ ⋅ × →  

,⋅  :תקרא מכפלה סקלרית אם מתקיים⋅

,: סימטריה .1 ,α β β α= 

,): במשתנה הראשון(הומוגנית  .2 , ,a a a Rα β α β= ∀ ∈ 

,'): במשתנה הראשון(לינאריות  .3 , 'α α β α β α β+ = + + 

0αלכל : ביותחיו .4 ≠ ,, 0α α > . 

 
ניתן להסיק הומוגניות וליניאריות , הומוגניות וליניאריות במשתנה הראשון+  מסימטריות :הערה

 . במשתנה השני

,' בדרישה 4 + 3 ניתן להחליף את  :2הערה  , ',a aα α β α β α β+ = בואו נחסוך . (+

 ).ל על הדיונונים חב–דיו 

, מהומוגניות נובע :3הערה  0 , 0
v

α α∀ 0? למה (= , 0 , 0α α α α= ⋅ = = .( 

 

:שנסמנו , α אורך של וקטור :הגדרה ,α α α=) 3מותר להוציא שורש כי מדרישה : הערה 

 ). חיוביזה 

) נגדיר :הגדרה )cos ,α β רק עבור ( כך, 0α β אנו מגדירים , נתונה מכפלה פנימית): (≠

cosine:( 

 

( )

( )

, cos ,

,
cos ,

α β α β α β

α β
α β

α β

= ⇒

=
 

 

α ונסמן β ניצב לα נאמר ש:הגדרה β⊥ אם , 0α β , ונשים לב שאם = 0α β  מתקיים ≠

( )cos , 0α β α β= ⇔ 0וכמובן , ⊥ α⊥ לכל α . 
 

  . שקובעות את האורך והזווית,  יש מכפלות סקלריות שונות:הערה
 
 
 

 :דוגמאות

יהו  .1
nV R= , 

( )
( )

1

1

,...,

,...,

n

n

a a

b b

α

β

=

=
ונגדיר , 

1

,
n

i i
i

a bα β
=

לא קשה לבדוק שהגדרה זו . ∑=

: 4נבדוק את תנאי , לדוגמא. מקיימת את התכונות הנדרשות
2

1

, 0
n

i
i

aα α
=

= אלא אם  ( ∑<

,כן  0
i

i a∀ ב הסקלרית הסטנדרטית המכפלהמכפלה סקלרית זו נקראת . =
nR והגדרות

 .פ מכפלה זו הן המוכרות לנו" עCosהאורך וה



 
עם זוית (שמטילים וקטור ביניהם , עם זוית ביניהם, נניח שיש שני וקטורים ? Cosמה זה (

 זה Cosואז , )ישרה
0

α

β
כאשר , 

0
α זה αלמה .  עד ההטלה עליו ? 

( ) ( ) 0

0

0

2

20

,
, cos , cos ,

,

,

,

a x

x

x

x

a

αα β
α β α β α β α β

α β β

α

α α

α α β
β α β

α β

α

α β

α

= ⇔ = =

= −

=

=

=

=

 

0
α נקרא ההיטל של β על α . נבדוק כי מתקיים

0
β α α− ⊥: 

20 0

, ,
, , , , 0

α β α α
β α α β α α α β α

α
− = − = − =  

קיים וקטור , על כן.  כנדרש
0

α שהוא כפולה של α 
20

,α β
α

α
 כך ש=

0
β α α− ⊥ .

0
α 

 . α על βננקרא ההטלה של 
 ).לא רק לסטנדרטית, מה שעשינו נכון לכל מכפלה פנימית: נשים לב(

 עם בסיס R מימדי מעל nו " מVיהי  .2
1
,...,

n
ε ε אזי בהנתן שני וקטורים 

,
i i i i
a bα ε β ε= =∑ ,נגדיר . ∑

i i
a bα β  זו של הדוגמא קל לבדוק שהכללה. ∑=

 . נראה בהמשך כי אלו הדוגמאות היחידות. הקודמת היא אכן מכפלה סקלרית

3. V  מעלR -  אוסף כל הפונקציות הרציפות על הקטע[ ],π π− .נגדיר : 



[ ]( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

:

:

c f x c f x

f g x f x g x

⋅ = ⋅

+ = +
 

 

( ) ( ),f g f x g x x
π

π

δ
−

=  . מיידי מתכונות האינטגרל, סקלרית גם זו מכפלה. ∫

 
אז ,  עם מכפלה סקלריתRו מעל " מVבהנתן : משפט הקוסינוסים

( )
2 2 2

, , 2 cos ,Vα β α β α β α β α β∀ ∈ − = + − 

 :הוכחה

( )

2

, , 2 , ,

2 cos ,

aα β α β α β α α β β β

α β α β α β

− = − − = − + =

+ −
 

 :הצדקה למעבר הראשון
2

, ,γ γ γ γ γ γ= ⇒ =  

 
 

 :למרוכביםבואו נעבור 

, דרשנו Rמעל . ללה של המכפלה הסקלרית שהיא הכמכפלה פנימיתנרצה להגדיר  0α α  וגם <

2, ,a a aα α α α= . לכן אם ננקוט בגישה נאיבית מעלC , נקבל, 1 ,i iα α α α= ואז , −

,לא יתכן שגם  0i iα α , וגם < 0α α .באסה . 

 ). 0 גדול מממשיהכוונה הוא שהוא , 0 כשאומרים שמרוכב גדול מ:הערה(
 

,הסיבה ש 0α α  ב<
nRעם המכפלה הסקלרית הסטנדרטית היא ש 

2 0
i
a  כי ∑<

2 0
i
a  לכל <

0 a R≠ ∈ . 

, ומהבאופן ד
2

0a aלכל , < C∈ . 

 :תזכורת

2

a C

a a a

∈

= ⋅
 

,ואכן מסתבר שההגדרה 
i i
a bα β  עבור ∑=

( )
( )

1

1

,...,

,...,

n

n

n

n

a a C

b b C

α

β

= ∈

= ∈
 . שימושית עד מאוד

 
 )R או מעל F) Cו מעל " מV יהי :הגדרה

, :V V F⋅ ⋅ × →  

 :אםמכפלה פנימית תקרא 

1. , ,α β β α= 

,:הומוגניות במשתנה הראשון .2 , ,a a a Fα β α β= ∀ ∈ 

,': ליניאריות .3 , ',a a β α β α β+ = + 



,0: חיוביות .4 , 0α α α∀ ≠ > 

 : הערות

, מכיוון ש–) 1(מ • ,α α α α= , אזי, Rα α ∈ 

• , ,a aα β α β= 

• , ' , , 'α β β α β α β+ = + 

 

R,: נגדיר אורך של וקטור, כמו קודם α α α∋ β α ניצב לαנאמר ש. = β⊥ אם 

, 0α β , ונגדיר עבור = 0α β ≠ ( )cos ,α βי הזהות" ע: 

( ), cos ,α β α β α β= ונשים לב כי ( )cos ,α β יכול להיות מרוכב . 

 

Fאם : הערה R=אז המכפלה הפנימית היא מכפלה סקלרית  . 

 
 .ל עם מכפלה פנימית קוראים מרחב מכפלה פנימית"רי כנלמרחב וקטו

 
 :למה

0α .א 0αמ " אמ= = 

a .ב aα α= 

 .ג

2 2

2Re ,α β α β α β± = + )  -הערה  ( ± )Re :a bi a+ החלק  = =

 ). cהממשי של 
 :הוכחה

0 .א 0α α= ⇐  .  כתרגיל⇒.  מהגדרה=

אפשר לבדוק את , מכיוון ששניהם חיוביים .ב

.הריבועים
2 22

, , ,a a a a aa aα α α α α α α α= = =  .ל.ש.מ. =

 .ג

( )

2

2 2

*

, , ,

, , , , 2Re ,

* 2Rec c c

α β α β α β α α β β α β

α α α β β α β β α α β β

± = ± ± = ± ± ± =

± ± + ± ± = ± +

+ =

 

,: מקרה פרטי של ג 0α β  - משפט פיתגורס - =
2 22

α β α β α β⊥ ⇒ + = + . 

 
 :)קושי שוורץ(משפט 

 'הרגיע אותו, שוורץ היה שם? איפה האפסילון של קושי'
 

Vמרחב מכפלה פנימית  ,, Vα β α,אזי , ∋ β α β≤. 

 :ניסוח שקול

( )cos ,α β α β α β≤  

), כלומר )cos , 1α β abאנו משתמשים ב. ≥ a b= . 

 
 :דוגמאות קונקרטיות



אם  .א
1

1

,...,

,...,

n

n

a a

b b
אזי ,  ממשיים

2

2 2

i i i i
a b a b    ≤    

    
∑ ∑ ∑ 

f, .ב g פונקציות רציפות על קטע סגור [ ]1,1− 
2 2f g f g⋅ ≤∫ ∫ ∫ 

)אזי , שתנה מקרי מx -:  כשנלמד הסתברות–דוגמא נוספת  .ג ) ( )
22E x E x≥    . 

 

α,מ " שוורץ אמ– מיד נראה שיש שיוויון באי שיוויון קושי :הערה βתלויים ליניארית  . 

 :)קושי שוורץ (הוכחה

 
0αנשים לב שאם , ראשית 0βאו , =  . נניח שלא, לכן. שיוויוןאזי יש , =

 

יהי 
20

,α β
α α

α
= 

ויהי 
0

γ β α= − . 

α,נראה ש β α β≤0 שקול ל γ≤ .0מ "נראה שיש שיוויון אמ, כמו כןγ ואז , =

0
β α= ,ז וא,α βתלויים ליניארית  . 

2

0 0
, ,γ γ γ β α β α= = − − =  

 

כי  נטען – ישוב עזרח
0

γ α⊥. 

( )
( )

20

0 0 0

,
,

, , , , , ,

, ...

x x

x x x x

x

α β
α α

α

γ α γ α γ α β α α β α α α

β α

= ⋅ =

= = = − = − =  

to be continued…. 
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 אי שיוויון קושי שוורץ

Vמרחב מכפלה פנימית  ,, Vα β α,אזי , ∋ β α β≤. 

 :ניסוח שקול

( )cos ,α β α β α β≤  

 

α,מ " שיוויון אמ–ובנוסף  βל" ת . 

 :הוכחה

 

0
:γ β α= −  

xכך שנמצא נתחיל ב F∈ כך שאם 
0
xα α=  ו⋅

0
γ β α= γ אזי − α⊥)  כמו כן

0
γ α⊥.( 

2

, ,
0 , , , , ,

,
x x x

β α β α
γ α β α α β α α β α α α

α α α
= = − = − = − ⇔ = =

 

, כעת

2

0 0 0

2

2 2

20

0 , , , , , ,

,
, , ,x

γ γ γ γ β α γ β γ α γ β β α β

α β
β β α β β α β β

α

≤ = = − = − = = − =

− = − = −
 

 
 :כלומר

,β α α β≥  

0γ ⇔שיוויון  = ⇔ 
0

β α= xβ α= β,כלומר , ⇔ αל" ת . 

 
 :הוכחה נוספת

0bלכל מספר מרוכב  1c קיים ≠ 0 כך ש= bc< .מפורשות :,i ic e b reθ θ−= =. 

1: נוסחה 0ieπ +  . 'תלמדו אותה בתורת החבורות המבולבלות'. =
 

0בהנתן  ,α β≠ 1 קייםc , כך ש= 0c α β 'נגדיר . < cα α= ואז 

2

' ', ' , , ,c c c aα α α α α α α α α= = = = =. 

 

,אם נסתכל על  ',c α β α β= ועל כן ', ,α β α β= . 

tלכל . ועכשיו נוכיח R∈נתבונן ב : 



2 2
2

2 22

0 ' , ' ' 2 Re ',

2 ,

a t t t t

t t

β α β α β α β

α α β β

≤ + + = + + =

+ +
 

0דיסקרימננטה ה כלומר  , ≤
2 2 2

4 , 4 ,α β α β α β α β≤ ⇔ ≤. 

0אומר שהסיקרימננטה , להגיד שיש שיוויון  ) יחיד כך ש tואז , = ) 0f t  כך t קיים ⇔ . =

'ש 0tα β+ ' -כלומר . = 0a tβ+ 0cכלומר . = tbα + α,כלומר , = βל" ת . 

 
 :אי שיוויון המשולש

Vפ " ממ, Vα β αאזי , ∋ β α β+ ≤ 0αמ "שיוויון אמ, + β או = λα= ,0λ ≥. 

 :הוכחה

( )

2 2 2

*

22 2 2 2

**

, 2Re ,

2 , 2
Cauchy Schwartz

α β α β α β α α β β

α α β β α α β β α β

+ = + + = + + ≤

+ + ≤ + + = +
 

 
 :בואו נראה מתי יש שיוויון

0αאם  0β או = ,נניח . = 0α β βכלומר , ל"אומר שהם ת(*) שיוויון ב. ≠ λα= . שיוויון

,אומר ש (**) ב , ,R R R Rα β α λα λ α α λ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈. 

0λצריך לראות שאם   .  נשאיר לתלמיד החרוץ– אין שיוויון >
 :תוצאה

α β α β+ ≥ −  

 :הוכחה

 
α β α β β α β β α β

α β α β

= + − ≤ + + − = + + ⇔

− ≤ +
 

 

β -באופן סימטרי  α α β− ≤ αכלומר , + β α β− ≤ +. 

 
 :מערכות אורתונורמליות

}נאמר שקבוצת וקטורים ) C או F) Rפ מעל שדה " ממVיהי  }1
,...,

k
ε ε מערכת אורתוגונלית  מהווה

אם ) ניצבת(
i j
ε ε⊥ לכל i j≠ . 

εרמלית אם בנוסף אורך כל הנאמר שהמערכת ארותונו  ,כלומר , 1 הוא −
i j ij
ε ε δ= . 

 הבסיס הסטנדרטי ב: דוגמא
nR הוא אורתונורמלי ביחס למכפלה הסקלרית הסטנדרטית ב

nR . 
 

 יהי :למה
1
,...,

k
ε ε אזי אם , מערכת אורתונורמליתVα } הנמצא ב∋ }

1

k

i i
ε

=
 אזי 

1

,
k

i i
i

α α ε ε
=

 : וכמו כן∑=

 :שיוויון פרסבל
2 22

, , : ,
i i i i
a aα α ε α ε= = =∑ ∑ 

 



 נניח :הוכחה
i i
aα ε=∑ עבור 

i
aלכל . שהם כלi נתבונן 

ב
1

, ,
k

i j j i j ji i
j

a a aα ε ε ε δ
=

= = =∑  ). הוכחנו את הלמה (∑

 :בואו ונחשב 

2 2

1 1 1

, , ,
k k k

i i i i i j i j i i i
i j i

a a a a a aα α α α ε ε ε ε
= = =

= = = = =∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  

 . עם קצת מאמץ ניתן גם להוכיח את פרסבל באינדוקציה :הערה

} אם :תוצאה }1
,...,

k
ε ε מערכת אורתונורמלית אזי 

i
εנניח ? למה. ל" בת

1

0
k

i i
i

a ε
=

 iאזי לכל , ∑=

,0יתקיים  0
i i
a ε= = . 

 

}בהנתן מערכת אורתונורמלית  }1
,...,

k
ε ε ווקטור α הוקטור 

1

,
k

i i
i

α ε ε
=

 ההטלה הניצבת יקרא ∑

} על αל ש }
1

k

i i
ε

=
 .

1

: ,
k

i i
i

γ α α ε ε
=

= } של span לα היורד מהניצב יקרא ∑− }1
,...,

k
ε ε . 

 

B :הגדרה V⊆ . נאמרBα α אם ⊥ β⊥ לכל Bβ ∈ . 

}אם  :הערה }1
,...,

k
B span β β= אז ,

i
i Bα β α∀ ⊥ ⇔ ⊥ . 

} אם :למה }1
,...,

k
ε εמערכת אורתונורמלית אזי { }1

,..,
k

spα ε ε∈מ  "  אמ 

,) א( 0
i i

γ α α ε ε= −  וכמו כן , ∑=

}) ב( }( )i
spγ ε⊥ כן   וכמו 

) ג(
2 2 2

,
i

α α ε γ= +∑. 

 :הוכחה

0γאם  .א , אזי =
i i i

α α ε ε=∑ , כלומרαב span . אםαב spanוכחנו  כבר ה

,ש
i i

α α ε ε=∑ ⇐ 0γ = . 

לפי ההערה די להוכיח כי  .ב
i

γ ε⊥ לכל i:  

, , , , , , 0
i j i i i i i

j

γ ε α α ε ε α ε α ε ε ε= − = − =∑  

  .ג

2 2 2

1

, ,

, ,

i i i i

i i i i i
i

a a

a a a

α γ ε α ε

α α α γ ε γ ε γ
=

= + =

= = + + = +

∑

∑ ∑ ∑
 

 



 α היא הנקודה הקרובה ביותר לγכלומר ההטלה של , span לα הוא המרחק בין γ :תרגיל

 . spanב

α, המרחק בין שני וקטורים :הגדרה β הוא α β− ונסמנו ( ),d α β . הוא מקיים: 

): סימטריה .א ) ( ), ,d dβ α α β= 

): אי שיוויון המשולש .ב ) ( ) ( ), , ,d d dα β β γ α γ+ ≤ 

): אי שלילות .ג ), 0d α α = ,( ), , 0dα β α β≠ > 

 

 תהי :תוצאה
1
,...,

k
ε εלית מערכת אורתונורמ: 

Vα לכל :אי שיוויון בסל .א  מתקיים ∋
2 2

,
i

α α ε≥∑ 

} .ב }1
,...,

n
ε ε מ יש שיוויון לכל "בסיס אמα ל"באי שיוויון הנ. 

 :הוכחה

' לפי סעיף ג .א
2 2

,
i

α α ε≥∑ 0מ "ושיוויון אמγ = . 

אם  .ב
1
,...,

n
ε ε  בסיס אזי כלαשייך ל spanו,  שלהםγ 0 אם ⇐. 0 תמידγ  אזי =

αשייך ל span . 
 

פ " ממV יהי :משפט
1
,...,

n
α αאזי קיימים ,   בסיס

1
,...,

n
ε εוכמו כן,  בסיס אורתונורמלי ,

{ } { }
1 1

1 ,
k k

i ii i
k n span spanε α

= =
∀ ≤ ≤ =. 

 בהנתן מכפלה פנימית קיים בסיס :מסקנה
1
,...,

n
ε εי הנוסחה הבאה" כך שהמכפלה הפנימית נתונה ע: 

,

,

i i i i

i i

a b

a b

α ε β ε

α β

= =

=

∑ ∑

∑
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V מרחב מכפלה פנימית מעל C או R . 
Vממימד סופי  . 

U V⊆ תת מרחב  .Vα uαנרצה לכתוב . ∋ γ= u כאשר + U∈ו Uγ ⊥ . 

 . יחידה וקיימתנטען כי הצגה זו 
 

1ε( וקטור יחידה εאם  α, שווה לε על αאזי הטלה של ) = ε ε  . 

}אם  }( )1 2
,spα ε ε∈ , כאשר{ }1 2

,ε εאזי ,  מערכת אורתונורמלית

1 1 2 2
, ,α α ε ε α ε ε= + . 

 

}אם  }1
,...,

k
ε εלכל ,  מערכת אורתונורמליתα קיימת הצגה יחידה 

{ }( ) { }( )1 1
, ,

k k

i ii i
u sp u spα γ γ ε ε

= =
= + ⊥  ).γועל כן גם ל (uונתנו נוסחה מפורשת ל, ∋

1

,
n

i i
i

α γ α ε ε
=

= +∑  

),
i i

α ε ε זה ההיטל של α על 
i

ε .( 

 
 :נחזור למשפט מאתמול. כל זה היה קצת רכילות

פ " ממV יהי :משפט
1
,...,

n
α αאזי קיימים ,   בסיס

1
,...,

n
ε εוכמו כן,  בסיס אורתונורמלי ,

{ } { }
1 1

1 ,
k k

i ii i
k n span spanε α

= =
∀ ≤ ≤ =. 

 . תהליך האורתוגונליזציה של גרם שמידט:הוכחה
 :kבאינדוקציה על 

1k = :
1

0α 1 לכן נגדיר –) חלק מבסיס (≠

1

1

α
ε

α
 : .נבדוק. =

2
1 11 1

21 1 1

1 1 1

,
, , 1

α αα α
ε ε ε

α α α
= = = =. 

 

} נניח מצאנו :שלב האינדוקציה }1 1
,...,

k
ε ε  מערכת אורתונורמלית כך ש −

( ) ( )1 1 1 1
,..., ,...,

k k
sp spε ε α α− −=. 

 : נכתוב
1

'

1

,
k

k k k i i
i

α ε α ε ε
−

=

=  ).ניצב+ פירוק להטלה  (∑+

 :כלומר

( )'

1 1
,...,

k k
spε ε ε }ועל כן ). ממה שהוכחנו אתמול פרוק זה קיים ויחיד (⊥− }'1 1

,..., ,
k k

ε ε ε− 

. מערכת אורתוגונלית
' 0
k

ε ≠) ( )1 1
,...,

k k
spα α α ועל כן . ל"כי הם בת,   ∌−

( )1 1
,...,

k k
spα ε ε  ). 0 זה אינו spanולכן הניצב ל, ∌−

 



( )'

1 1
,..., ,

k k k
spα ε ε ε−∈ .( )'

1 1
,..., ,

k k k
spε ε ε α−∈ , ועל כן

( ) ( ) ( )'

1 1 1 1 1
,..., , ,..., , ,...,

k k k k k
sp sp spε ε ε ε ε α α α− −= = 

. 

: נגדיר

'

'

k

k

k

ε
ε

ε
 .  ונקבל את הדרוש=

) נתחיל ב:דוגמא ) ( ){ }2 1
: 3,3 , : 5,0α α= נתבונן ב. =

2Rת עם המכפלה הסקלרית הסטנדרטי . 

 : ראשית

( )1
1,0ε חלוקה באורך של  (=

1
α.( 

2

'εהוא הניצב מ
2

α ( )1
sp ε , ועל כן( )'

2
0,3ε ננרמל את . =

'

2
εגיע לזה ש ונ( )2

0,1ε = . 

 . הללויה
 

 :מסקנות
ביחס לבסיס שכזה מקבלת . ראינו שלכל מרחב מכפלה פנימית ממימד סופי יש בסיס אורתונורמלי

 :המכפלה הפנימית צורה פשוטה במיוחד

אם הבסיס האורתונורמלי הוא 
1
,...,

n
ε ε ,ו

i i
aα ε=∑ ,

i i
bβ ε=∑ , אזי

, , ,
i i i i
a bα β α ε ε β= =∑ ∑ . 

 

שמידט אם - במהלך תהליך גרם:הערה
k

αהוא וקטור יחידה ניצב ל 
1 1
,...,

k
ε ε  אזי −

k k
ε α= .למה? 

1

1

,

,

k

k k i i
i

k

k k i i
a

α α ε ε
ε

α ε ε

−

=

−
=

−

∑

∑
 

 

והאורך של , פסותהסיגמאות מתא(
k

α 1 הוא.( 

 

 בהנתן מערכת אורתונורמלית :מסקנה מהערה
1
,...,

k
ε εאורתונורמלי  ניתן תמיד להשלים אותה לבסיס 

 ראשית נשלים אותה לבסיס(
1 1
,..., , ,...,

k k n
ε ε α α+( ,ולפי ההערה , שמידט-ואז נבצע גרם

1
,...,

k
ε ε 

 . ישארו כמו שהם
  
  

 המשלים הניצב של תת מרחב

 :דוגמא
3Rדרטיתנ עם מכפלה סקלרית סט .

( ) ( ){ }( )
( )

1,0,0 , 0,1,0

0,0,1

U sp

γ

=

=
כל . 

3Rα  ניתן ∋

)להצגה יחידה  ), ,U spα β δ β γ γ= + ∈ ∈ .( 

Uויהי . פ" ממVיהי  :הגדרה V⊆המשלים הניצב של . מ" תUב V הוא 

{ } { }| | ,U V U V Uα α α β α β⊥ = ∈ ⊥ = ∈ ∀ ∈ ⊥. 

 



U יהי :למה V⊆מ אזי" ת: 

U .א ⊥
 . הוא תת מרחב 

) .ב )U U
⊥⊥⊆ 

} .ג }0 U U
⊥= ∩ 

 :הוכחה
  .א

a. 0 U ⊥∈ 

b. סגירת לחיבור וכפל בסקלר :
, , ,

, 0 0 0

U U c F U

c c

α β γ

α β γ

⊥ ⊥∈ ∈ ∈ ∈

+ = + =
כלומר , 

c Uα β ⊥+ ∈ 

Uαיהי  .ב Uβאם , ∋ α אזי ∋⊥ β⊥ , ולכן( )Uα
⊥⊥∈ . 

a. מייד נראה כי שאם :הערה Vאזי , ימד סופי ממ( )U U
⊥⊥ אבל זה לא נכון , =

 . במימד אינסופי

U .ג Uα ⊥∈ ∩ .α α⊥) כי הוא ניצב לכל הוקטורים בU ,כלומר , )ולכן גם לעצמו
2

, 0 0α α α α= = ⇒ = 

 
 

 aהערה בדוגמאות ל

)נראה דוגמא ב )U U
⊥⊥≠ .( )2

V l R=ו מעל " מR: 

( ) ( ){ }2

2 1 2
1

, ,... |
i

i

l R a a a
∞

=

= < ∞∑  

 .חיבור וכפל קוארדינטה קוארדינטה
 :ו"נראה שזה מ

( )22

i i
a ca< ∞ ⇒ < ∞∑ ∑  

 :חיבור סכימות

( )
( )

( )

1 2

1

2 2

2 2 2 2 2

1

, ,...,

,...

,

2 2

i i

i i i i i i i i i i
i

a a a

b b

a b

a b a a b b a b a b
∞

=

=

=

< ∞ < ∞

+ = + + = + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

  nנשים לב שלכל 

2 2 2 2

1 1 1 1 1

1

n n n

i i i i i i
i i i i i

i i
i

a b a b a b M

ab M

∞ ∞

= = = = =

∞

=

≤ ≤ = < ∞ ⇒

<

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑
 

 . וקטוריועל כן זה מרחב



 
 :נגדיר מכפלה פנימית

 

( )
( )

1 2

1 2

1

, ,...

, ,...

,
i i

i

a a a

b b b

a b a b
∞

=

=

=

= < ∞∑

  

 ). קל לבדוק את שאר התכונות הנדרשות של מכפלה פנימית, ולכן זה מספר ממשי, זה קטן מאינסוף(
 

)יהי  )2
U l R⊆ אוסף כל הוקטורים האפסים )eventually zero= ( 

{ }| , , 0
n

a m n m a∃ ∀ > =  

 :בפרט.  תת מרחבUבדוק שקל ל

( )
( )

( )

1

2

1,0,0,0,0,...

0,1,0,0,0,...

...

0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,...
i

e U

e U

e U

= ∈

= ∈

= ∈

 

אנו רואים כי 
i
e U∈ לכל i . 

aנניח  U ולכן , ∋⊥
1 1

, 0a a e= = . 

2 2
0 ,

...

0 ,
i i

a e a

a e a

= =

= =

 

0a -על כן ו = . 

( ) ( )2
U l R U

⊥⊥ = ≠  

 -דוגמא ל
( )2

1
n

n

a l R
n

a U

= ∈

∉
. 

 
 .'סיור קצר בנבכי החשבון האינפינטיסימלי'
 

U, רחב מכפלה פנימית ממימד סופימ V אם :משפט V⊆ אזי , תת מרחבV U U ⊥= ⊕ . 

U :ורתתזכ( U  אם - ⊕⊥
1 2
,V V V⊆אזי ,  תת מרחבים

{ }1 2 1 2 1 1 2 2
| ,v v a V Vα α α+ = + ∈  4נאמר שהסכום הוא סכום ישר אם מתקיים אחד מ. ∋

 :התנאים השקולים

) .א )1 2 1 2
dim dim dimV V V V+ = +. 

וד של בסיס של איח .ב
1
V 

2
V  שווה לבסיס של

1 2
V V+. 

} .ג }1 2
0V V∩ = 

לכל וקטור  .ד
1 2
V Vα ∈  הדיחי קיימת הצגה +

1 2 1 1 2 2
| ,V Vα α α α α= + ∈ ∈ . ( 

 :הוכחה



}אנו יודעים כי  }0U U ⊥∩ V לכן די להוכיח כי = U U ⊥= Vαכלומר לכל , + יתן למצוא נ∋

,u U w U ⊥∈ uכך ש ∋ wα = +. 

 בסיס אורתונורמלי Uנוכל לבחור ל,  סופיUהיות שהמימד של 
1
,...,

k
ε ε ואז: 

,
i i

α γ α ε ε= +∑  

)ש כ )ispγ ε⊥ומר כלUγ  .  וזו ההצגה שחיפשנו⊥

)אזי , פ ממימד סופי" ממVאם   :תוצאה )U U
⊥⊥= 

dim מהמשפט הקודם נובע :הוכחה dim dimU U V⊥+ ,  באופן דומה . =

( )dim dim dimU U V
⊥⊥ ⊥+ )ועל כן , = )dim dimU U

אבל ראינו . =⊥⊥

( )U U
 .  ולכן הם שווים⊇⊥⊥

 .ד"הגענו לפרק י. ג שמדבר על מרחבי מכפלה פנימית"תם ונשלם פרק י
 טרנספורמציות ליניאריות במרחבי מכפלה פנימית

 .אז נלמד אותו עכשיו', לא למדנו את פרק ו, אבל
 פונקציונלים ליניאריים ומרחבים דואליים

F .:Vקטורי מעל  מרחב וVיהי  Fϕ  תקרא פונציונל ליניארי אם היא טרנספורמציה ליניארית →

 .)Fו חד מימדי מעל " מFנזכור ש(. F לVמ
 :כלומר

( ) ( ) ( )ϕ α β ϕ α γ β+ = +  

( ) ( )c cϕ α ϕ α=  

 :דוגמאל

מעל  .א
3R , ( ), ,x y z xϕ = 

) xבמשתנה הפורמלי מרחב כל הפולינומים הממשיים  V .ב )
0

n
i

i
i

P x a x
=

ניתן .  כלשהוn ל∑=

)להגדיר  ) ( ),p p b b Fϕ =  .  קל לראות כי זה פונקציונל ליניארי.∋

)פונקציונל האפס,  כלשהוV .ג ), 0Vα ϕ α∀ ∈ =. 

Vβ, פ" ממV .ד )ניתן להגדיר , ∋ ) ,βϕ α α β= . העובדה שזהו פונקציונל ליניארי נובע

 . מתכונות המכפלה הפנימית

) :הערות )
1 1

m m

i i i i
i i

a aϕ α ϕ α
= =

  = 
 
∑ ∑  ,( )0 0ϕ =.  

 אזי לכל nו ממימד " מV יהי :משפט
1
,...,

n
α α ס ולכל בסי

1
,...,

n
a a F∈ פונקציונל ליניארי קיים 

) שכךϕ יחיד )i i
aϕ α 1בור  ע= i n≤ ≤. 

 
 :הוכחה

 יהי :קיום .א
i i
xα α=∑ .נגדיר: ( ) i i

x aϕ α   .תקל לבדוק ליניאריו. ∑=

 . בגלל ליניאריות  :יחידות .ב
 :תוצאות
 .0איברי הבסיס הוא זהותית פונקציונל ליניארי המתאפס על  .א
 



 :הגדרה
*V ,המרחב הדואלי לV הוא אוסף כל הפונקציונליים הליניאריים על V , שהוא מרחב וקטורי

 :כפל וחיבורעם ההגדרות הבאות של . Fמעל 

( ) ( ) ( )ϕ ψ α ϕ α ψ α+ = +  

( )( ) ( ):c cϕ α ϕ α= ⋅  

  . צריך לבדוק שקיבלנו מרחב וקטורי
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 :פונקציונלים ליניאריים
Vו מעל " מF ,ממימד סופי. 

:V Fϕ  . יקרא פונקציונל ליניארי, טרנספורמציה ליניארית →

, ל" פϕאם 
1
,...,

m
a a F∈ , ומתקיים

1
,...,

m
Vα α  : אזי∋

( )i i i i
a aϕ α ϕ α  = 

 
∑ ∑  

 

): בפרט )0 0ϕ =. 

 אזי לכל n ממימד V אם :)הוכח קודם (משפט
1
,...,

n
a a F∈ ולכל בסיס 

1
,...,

n
α α  קיים

) כך ש ϕיחיד פונקציונל ליניארי  ) ,
i i

a iϕ α = ∀. 

 
 י ערכיו על בסיס"ניארי נקבע עפונקציונל לי

 :הגדרה
*V להדואלי  המרחבV  הוא מרחב כל הפונקציונלים הלינאריים עלV , עם הגדרות חיבור

 :ליניאריותוכפל בסקלר 

( ) ( ) ( )ϕ ψ α ϕ α ψ α+ = +  

( )( ) ( ):c cϕ α ϕ α= ⋅  

 לכל בסיס :משפט
1
,...,

n
α α של V קיים בסיס יחיד 

1
,...,

n
ϕ ϕל 

*Vשנקרא הבסיס הדואלי ומקיים : 

( )i j ij
ϕ α δ= 

 :הוכחה

}האם אכן . קיום ויחידות נובעים מהמשפט הקודם }1
,...,

n
ϕ ϕבסיס ל 

*V ?יהי . ורשיםנראה שהם פ

*Vϕ∈ , ונניח( ),
i i

i aϕ α∀ אזי אם הפונקציונל , =
i i
aψ ϕ=∑ אזי ψ ϕ= כי 

( ) ( )
1

n

i i j j i i
j

a a aψ α ϕ α
=

= = וכמובן , ל"ידוע שיש פונקציונל יחיד בעל התכונה הנ. ∑=

( )1
,...,

n
spϕ ψ ϕ ϕ= ∈ . 

 
 :מסקנות

•  ( ) ( )*dim dimV V= 

Vαאם ) ממשפט לפני קודם( • ) כך ש ∋ )*, 0Vϕ ϕ α∀ ∈ 0αאזי , = = . 

• 
1
,...,

n
α α בסיס לV ,ו

1
,...,

n
ϕ ϕאם ,  בסיס דואלי,

i i i i
a xα α ϕ ϕ= =∑ אזי , ∑

( )
1

n

i i
i

x aϕ α
=

=∑. 

 

)י קיים איזומורפיזם טבעי אז, ו ממימד סופי" מV אם :טענה )**Vל V . 

)ברור ש? טבעישו האדה איזומורפיזם  )**Vאיזומורפי ל V ,יותר ? מה זה טבעי. כי שניהם מאותו מימד

 .'ברור'



Vα לכל :טענה  ניתן להגדיר ∋
**a V∈ כך : 

( ) ( ):α ϕ ϕ α=  

 הוא אכן פונקציונל ליניארי על αל ש" צ:הוכחה
*V: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α ϕ ψ ϕ ψ α ϕ α ψ α α ψ α ϕ+ = + = + = +  

 :באופן דומה

( ) ( )( ) ( )( ) ( )c c c cα ϕ ϕ α ϕ α α ϕ⋅ = ⋅ = = ⋅  

 
 :הבהרה
*

:

V

V F

ϕ
ϕ
∈

→ 

( )**a V∈ , אזי
*:a V F→ 

( ) ( )

*, :a V V Fα

α ϕ ϕ α

∈ →

=
 

 
 

Vαלכל . Fו ממימד סופי מעל " מV יהי :משפט ) נגדיר ∋ )**Vα∈י" ע 

( ) ( ) *, Vα ϕ ϕ α ϕ= ∀ ∈  

αאזי ההתאמה  α→היא איזומורפיזם מ Vל **V 
 .'האיזומורפיזם הטבעי'איזומורפיזם זה נקרא 

ראינו שאכן ,  ראשית:הוכחה
**Vα∈ לכל Vα  . ע ועל"חח, צריך להראות ליניאריות. ∋

 :לינאריות .1

a. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α β ϕ ϕ α β ϕ α ϕ β α ϕ β ϕ+ = + = + = + 

b. ( ) ( ) ( ) ( )c c c cα ϕ ϕ α ϕ α α ϕ= = = ⋅ 

0מספיק להראות  : ע"חח .2 0α α= ⇒ = . 

T:: טענת עזר? למה( V W→אזי , ל"טTמ "ע אמ" חח{ }ker 0T  Tאם : ההוכח. =

0αע ו"חח ≠ ( ) ( )0 0T Tα ≠ }לכן , = }ker 0T  איננה T אם –בכיוון השני . =

αע אזי קיימים "חח β≠כך ש ( ) ( )T Tα β= ואז ( ) 0T α β− =( . 

α  ההעתקהkerכלומר  α→ 0אם . 0 הואα ) אזי = ) ( ) 0α ϕ ϕ α=  וזה יתכן רק =

0αעבור   ).מטענה בעמוד הקודם (=

משיוויון מימדים של : על .3
**,V Vע" וחח . 

 
 :ד בעמיצור"נעבור לפרק י). בעמיצור' פרק ו(סיימנו פונקציונליים ליניאריים 

 
 טרנספורמציות במרחבי מכפלה פנימית

V מרחב מכפלה פנימית מעל F)  אוC , אוR( ,תהי . וממימד סופי:T V V→נתבונן . נ" טרל

Tα, בתבנית הביליניארית  β , כאשר, Vα β ∈ . 

 



Tα, :להגדרהנשים לב  βי "ליניארת המוגדרת ע- נקראת התבנית הביT. 

T:: טענה V V→אזי לכל , ל" ט, ', , ' , ,V a b Fα α β β ∈  : מתקיימים∋

1. ( )' , , ',T T Tα α β α β α β+ = + 

2. , ' , , 'T T Tα β β α β α β+ = + 

3. , ,Ta a Tα β α β= 

4. , ,T b b Tα β α β=)  מעלR :b b= .(  

 . למשועממים: הוכחות
 :למה

,אם  .א ,α β α γ= לכל Vα β אזי ∋ γ= 

,אם  .ב ,β α γ α= לכל Vα β אזי ∋ γ= 

)אם  .ג ), ,T S HOM V V∈ ,ו, ,T Sα β α β= לכל ,α β , אזיT S= 

,אם  .ד ,T Sα β α β= לכל ,α β ,  אזיT S= 

,אם  .ה 0Tα β , או = 0Tα β α, לכל = β 0 אזיT =.  

a. לא נכון : הערה, , 0Tα α α∀ 0T אזי =  במקרה של העתקה שמסובבת - =

 . גמאלדו, וקטור
 :הוכחה

,אם  .א , 0α α β γ∀ −  ובפרט =
2

, 0β γ β γ β γ− = − −  ולכן =

0β γ− = 

 .ל"כנ .ב

) β לכל αנקבע את  .ג ), ,T Sα β α β= , כלומר, , 0T Sβ α α β∀ − = ,

T היא והמסקנה Sα α= , ומכיוון שזה נכון לכלα , אזיT S= . 
 ל"כנ .ד

, -' וד' נובע מג .ה , 0Tα β α β∀ 0זה שווה ל אומר ש= ,α β , 0כלומרT = . 

 
 בקרוב 

Vβבהנתן  ∈  ,( ),T HOM V V∈ , מחפשים'βכך ש , ' ,Tα β α β= . נמצא'β  יחיד

β'ולכן נוכל להתבונן בהעתקה , כזה β→ . ונסמן, נ"היא טרלנראה כי העתקה זו:( )*' Tβ β=. 

, כלומר
*Tמנ "יא טרל הV V→  המקיימת

*, , ,T Tα β α β α β= ∀. 

נראה כי 
*T והיא נקראת הטרנספורמציה הצמודה ל, מוגדרת היטבT . 

 

נראה כי (
**T T= .( 

 

ויהי , פ ממימד סופי"ממ V יהי :ענהט
*Vϕ∈.  אזי קייםVβ )חיד כך ש י ∋ ) ,ϕ α α β= . 
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V מעל ( מרחב מכפלה פנימיתR או Cממימד סופי, ) כמובן. 
 

) לכל :מטרה ),T Hom V V∈ רוצים להוכיח קיום ויחידות של ( )* ,T Hom V V∈)  נקראת

 כך ש) הטרנספורמציה הצמודה
*, ,T Tα β α β= לכל ,α βבנו במרח . 

*,T T צמודות תקראנה . 

 

Tα, :הגדרה βי " תקרא התבנית הביליניארית המוגדרת עT .ראה אתמול לתכונות . 

  :תזכורת ללמה

,אם  .א ,α β α γ= לכל Vα β אזי ∋ γ= 

, אם .ב ,β α γ α= לכל Vα β אזי ∋ γ= 

)אם  .ג ), ,T S HOM V V∈ ,ו, ,T Sα β α β= לכל ,α β , אזיT S= 

,אם  .ד ,T Sα β α β= לכל ,α β ,  אזיT S= 

,אם  .ה 0Tα β , או = 0Tα β α, לכל = β 0 אזיT =.  

a. לא נכון : הערה, , 0Tα α α∀ 0T אזי =  במקרה של העתקה שמסובבת - =

 . לדוגמא, וקטור
 

Vβ יהי :טענה  נגדיר ∋
*

B
Vϕ βϕ,י " ע∋ α β= .זהו פונקציונל ליניארי . 

 .  ראה שיעורי בית:הוכחה
 

 יהי :טענה
*Vϕ∈חיד  אזי קיים וקטור יVβ ) כך ש ∋ ), ,α ϕ α α β∀ = 

 ).  כל הפונקציונלים הלינאריים ניתנים להגדרה כמו בטענה הקודמת–בקצרה (
 :מה יש בעמיצור.  לא נכון– מה שיש בעמיצור :הוכחה

Vβלכל   נגדיר ∋
*Vβϕ ∈ ,( ) ,βϕ α α β= . נראה כי ההעתקהββ ϕ→ היא איזומורפיזם 

 . V* לVבין 
 . מצאו את השגיאה בהוכחה זו: תרגיל

 
 :הוכחה נכונה

Vβלכל   נגדיר ∋
*Vβϕ )כך ש , ∋ ) ,βϕ α α β= ,Vα∀ נתבונן ב. ∋

*U V⊆. 

{ }|U B Vβϕ= ∈  

  :טענה
1. Uתת מרחב  . 

2. dim dimU V=)  כזכור
*dim dimV V= .( 

 

: מסקנה מטענה
*U V= ,שזה מה שרצינו להוכיח . 
 :הוכחת הטענה

1.  

a. , Vβ γ ∈ ,β γ β γϕ ϕ ϕ ++  כי =

( ) ( ) ( ), , ,β γ β γϕ α ϕ α α β α γ α β γ ϕ α++ = + = + = 



b. , ,c cα β α β= לכל c F∈ ולכל Vα ∈ ,( ) ( )
c

c β β
ϕ α ϕ α⋅ = ,

 כלומר
C

c β β
ϕ ϕ⋅  .  יש סגירות לכפל בסקלר- =

c.  ברור–קיום האפס . 

}יהיו  .2 }1
,...,

n
β βבסיס ל V , אזי ,

1
,...,

nβ βϕ ϕלכן , ל" בתdim dimU V≥ ,1ומ 

*dim dim dimU V V≤ dimל מתקיים "אם נוכיח בת, ועל כן , = dimU V= . 

0נניח ? ל"מדוע הם בת
ii

a βϕ ) -כלומר , ∑= ) 0
ii

a βϕ α כלומר , α לכל ∑=

, , 0
i i
aα α β∀ 0כלומר , ∑=

i i
a β כלומר , ∑=

1
... 0

n
a a= = = . 

 
 

)כל  ל:משפט ),T Hom V V∈ קיים ( )* ,T Hom V V∈ כך יחיד 

ש
*, , , ,V T Tα β α β α β∀ ∈ = 

 :הערה
**T T=ולכן נאמר ש Tו *Tצמודות  . 

? מדוע 
* *, , , ,T T T Tα β β α β α α β= = כלומר , =

**T T= 

 נגדיר β ולכל Tנקבע את  :הוכחה
*
Vβψ   כך∋

,Tβψ α β=  

 . )אנחנו לא נבדוק את זה.  הוא פונקציונל לינאריβψיש לבדוק שאכן (

) כך שβ'ם נובע כי קיי, מהטענה הקודמת ) , , 'Tβψ α α β α β= אם נראה שההתאמה . =

'Bβ )אזי נגדיר , נ" היא טרל→ )* 'T β β= ונקבל כי 
*, ,T Tα β α β= לכל ,α β . 

 ?נ"למה זה טרל

)נגדיר  )*
T βהתאמה זו מוגדרת היטב (ל " כנ- 'βצריך להראות ).  קיים ויחיד

*Tל" ט: 

1. ( ) ( ) ( )* * *
T T Tβ γ β γ+ = + 

נשים לב כי 
( )*

* * * *

, , , , ,

, , ,

defenition
T T T T

T T T T

α α β γ α β γ α β α γ

α β α γ α β γ

∀ + = + = + =

+ = +
 

( )* * *
T T Tβ γ β γ+ =  . פנימיתכי יש שיוויון בתוך המכפלה , +

 

2. ( ) ( )* *
T c cTβ β= . 

( )* * *, , , , , ,
def

T c T c c T c T cTα α β α β α β α β α β∀ = = = =  

 .  השגנו שיוויון–כמו קודם 
 

לכן 
*Tאם  –בנוסף נבדוק יחידות . נ כנדרש" טרל

*, , , ,T Sα β α β α β∀  אזי =
*T S= 

 .  ולכן יש יחידות)פ למה"ע(
 



), פ ממימד סופי" ממV יהי : ענהט )*, ,T T Hom V V∈  ויהי , צמודות
1
,...,

n
ε ε בסיס 

 המטריצות המייצגות את A* וAתהיינה . Vאורתונורמלי ל
*,T Tביחס לבסיס זה,  בהתאמה .

( ) ( )* *,
ij ij

A a A a= : אזי, =
*, ,
ij ji

i j a a∀ = 

אם : לדוגמא
*

5 2

2 7 5 7

i i i
A A

i

− +   
= ⇒ =   −   

 

 
 :הוכחה

( )1
... ...

i n
A T T Tε ε ε=) כלומר, )מטריצת עמודות :

1 1

,
n n

i ji j i j j
j j

T a Tε ε ε ε ε
= =

= =∑ ,: כלומר, ∑
ji i j
a Tε ε=  

, באופן כללי: תזכורת(
1
,...,

n
ε εאזי ,  בסיס אורתונורמלי

1

,
n

j j
j

α α ε ε
=

=∑( 

 : באופן דומה

* * *, , ,
ji i j j i j i ij
a T T T aε ε ε ε ε ε= = = =  

: לסיכום
*

ij ji
a a= . 

 

המעבר 
*T T→" להעתקה " דומהZ Z→ 
 :טענה

1. ( )* * *T S T S+ = + 

2. ( )* *,a F aT aT∈ = 

3. ( )* * *TS S T= 

4. 
**T T= 

5. 
*T T→ע ועל מ" חח( ),Hom V V לעצמו . 

 :הוכחה

1. 
( ) ( )

( )*

*

* **

, , , ,

, , ,

T S T S

T T SS

T Sα α β α β α β

α β α α β

β

β

= + =

=

+

+

+ =

+
 

 .כתום=  אדום –פ הלמה "ע

: באופן דומה .2
( )

( ) ( )

*

*

*

*

, , , , ,

, ,

a F aT a T a

T

T

a a

aT

T

α α β α β α β

α β α

β

β

∈ = = = =

=
 

 .כתום=  אדום –פ הלמה "ע

3. ( )* * * *, , , ,TS TS S T S Tα β α β α β α β= = , פ הלמה"ע,  עוד פעם=

α,מכיוון שזה נכון לכל  β ,יש שיוויון . 

 . ראינו בעבר .4

 נראה ש–' נובע מד .5
*T T→  



a. נניח כי  -ע "חחT S≠ ,ו
* *T S= , כי אז –אבל הגענו לשלילה 

** **T S= ,

Tכלומר  S= ,בסתירה . 

b. כי  –אבל גם , משיקולי מימד: על( )**T T= . 

 
 מה בתוכנית האמנותית

נבדוק מתי  •
*T T= -ריותאו סימט( ל הרמיטיות " ט( 

• *TT I= -ובמקרה זה, ל אורתוגונליות" ט :, ,T Tα β α β= . 

• * *TT T T= -אם . ל נורמלית" ט( ),T Hom V V∈ו Vמעל פ " ממC אזי נורמליות היא 

  .אבל לא מספיק,  הכרחי– Rמעל . תנאי מספיק והכרחי ללכסינות
 

 : נראה דוגמא כמה אלגברה ליניארית זה מגניב– דקות לסיום 18יש לנו 

היו בו . היה היה כפר זוג
62  :יש שתי תקנות.   חברים וחברות=64

 . גודל כל וועדה יהיה זוגי .1
 . גודל חיתוך כל שתי וועדות יהיה זוגי .2

במקרה זה ניתן להקים 
 אפשר היה –בלי כללים ( ועדות 322

 ). ועדות642
 :1שינו את כלל , כדי להוריד את הכמות

 . גודל כל וועדה יהיה אי זוגי .1
 

 .ועדה=  כל חבר – ועדות 64אפשר לפחות 
 :למה.  ועדות64אי אפשר יותר מ

 מעל n מרחב וקטורי ממימד Vיהי 
2F) נייצג כל וקטור בעזרת הבסיס ). השדה עם שני איברים

 . הסטנדרטי

2

nV F= , כלומר( )0,1,0,0,...,0 Vα= ∈.  

 :נגדיר

2
,

i i
ab Fα β = ,יתכן : נשים לב שלא מדובר במכפלה פנימית. ∑∋ 0α α 0α עבור = ≠ ,

}, אבל נגדיר מערכת אורתונורמלית }1
,...,

m
ε ε שתקרא אורתונורמלית אם ,

i j ij
ε ε δ= .לדוגמא :

 . הוא מערכת אורתונורמלית. הבסיס הסטנדרטי

 אם :טענה
1
,...,

m
ε εל"אזי הם בת,  מהווים מערכת אורתונורמלית . 

0 נניח :הוכחה
i i
a ε עם " מכפלה פנימית"ניקח . ∑=

i
ε 0 ונקבל

i
a . זוג-כעת נחזור לכפר. i לכל =

)יהי . החדשים' וב' א ועדות המתאימות לתנאים mונניח שיש  )642

i Fα . i המציין של הוועדה ה∋

 -כלומר 
1, ' '

0, ' '

i

j

j in the comitee

j not inthe comitee
α


= 


, -' מתנאי א.  1i iα α כי נדרש כמות אי זוגית ( =

 .)והמכפלה הפנימית מבטאת כאן את הזוגיות, של חברים
 

,כשניקח 
i j

α α במקרה של חיתוך  0 – כלומר – )הועדה(  חיתוך הוקטורים מקבלים את זוגיות של

 .זוגי

כלומר 
1
,...,

m
α αו,  מערכת אורתונורמלית( )641 2

,...,
m

Fα α 64m  ו∋ ≤ . 

 



6.6.06 

Vממימד סופיפ " ממ ,:T V V→נ" טרל ,
*Tצמודה ל T: 

*, , , ,T T Vα β α β α β= ∀ ∈  

*Tכלומר, נתרכז בטרנספורמציות נורמליות.  קיימת ויחידה :
* *TT T T= 

 
Vפ מעל " ממR ומעל , לידיאוק נקראC אוניטרי נקרא מרחב . 
 

טרנספורמציות צמודות לעצמן 
*T T= . 

 

zאם , נשים לב C∈ ,c x iy= ,: אזי , +
2 2

z z z z
x y

i

+ −
= ניתן לכתוב כל , באופן דומה. =

T:נ "טרל V V→ כ
1 2

T T iT= כאשר , +

* *

1 2
,

2 2

T T T T
T T

i

+ −
= ניתן לראות כי , =

1 2
,T Tצמודות לעצמן  . 

 

נבדוק כי 
*

2 2
T T= : 

)נשתמש ב )* * *T S T S+ = ) וב+ )* *aT aT ,וב
1 1

,i i
i i
= − וב, =

**T T= . 

( ) ( ) ( )** * * *

2 2

1 1 1

2 2 2
T T T T T T T T

i i i

 = − = − − = − = 
 

 

 

, אם :תזכורת , 0Tα β α β∀ 0T אזי = , אבל = 0Tα α α∀ 0T אזי לא בהכרח = = 

 

T: :משפט V V→ה המקיימת ל צמודה לעצמ" ט, 0V Tα α α∀ ∈ 0T אזי = = . 

,ויהו , מרחב אוקלידי V תחילה נניח :הוכחה Vα β   ונתבונן ב∋

( )0 , , , , ,

, , , , , ,

T T T T T

T T T T T T

α β α β α α β β α β β α

α β β α α β α β α β α β

= + + = + + + =

+ = + = +
 

α,היות שזה נכון לכל  β 0אזיT =. 

 
 :במקרה האוניטרי

0נקבל , כמו קודם , ,T Tα β β α= + 

: חישוב נוסף

( ) ( )0 , , , , ,T i i Ti T i i T Tα β α β α β β α α β β α= + + = + = −   

,נובע , משני החישובים 0Tα β ,וגם , = 0Tβ α 0T לכן = =. 

 
 

 לא השתמשנו בתנאי C מעל :אבחנה
*T T= , לכן מעלC אם , 0Tα α α∀ 0T אזי = = . 

 

ו,  ביחס לבסיס אורתונורמליT מייצגת את Aאם 
*A מייצג את 

*T , אזי
*

ij ji
a a=. 



אם 
*T T= אזי , ויש לה יצוג אלכסוני לפי בסיס אורתונורמלי, לכסינה

1 1

*

0 0

0 0
n n

A A

λ λ

λ λ

   
   

= ⇒ =   
   
   

O O ,ומכיוון ש
*A A= , המסקנה היא שכל

 .  הם ממשייםTהערכים העצמיים של 
 

),  מרחב אוניטריV יהי :משפט ),T Hom V V∈  צמודה לעצמה )
*T T=( , אזי כל הערכים

 .  הם ממשייםTהעצמיים של 

V, :טענת עזר Tאזי , ל" כנTמ " צמודה לעצמה אמ,T Rα α ∈Vα∀ ∈ . 

 נניח :הוכחת טענת העזר
*T T= ,

*, , , ,T T T T Rα α α α α α α α= = = ∈ 

T,נניח : בכיוון השני Rα α ∈ α∀ 

( )* *, , , , , , , 0T T T T T T T Tα α α α α α α α α α α α α α− = − = − = − =

)נובע ש, Cמעל  )* 0T T−  -כלומר, =
*T T=  . 

Tαאם  :הוכחת המשפט λα=,0α אזי , ≠
2

, , ,R Tα α λα α λ α α λ α∋ = = = 

2

αולכן , 0 מספר ממשי שונה מRλ∈ , וביתר פירוט :
2

,Tα α
λ

α
=. 

 

xמספר מרוכב ניתן לייצג כ: קצת מספרים מרוכבים iy+ ,וגם כ
iz r e θ= ⋅ .

ie θ
,  יוצר את הזוית

1ieותמיד  θ = . 

 
  טרנספורמציות ליניאריות אוניטריות

 ) נקראות גם אורתוגונליותRמעל (

) :הגדרה ),T Hom V V∈  תקרא אוניטרית אם, ,T Tα β α β=,α β∀ 
 : התנאים הבאים שקולים:משפט

  אוניטריתT .א

Tα .ב α= לכל α 

 .ג
*TT Id= 

 . לי מעבירה כל בסיס אורתונורמלי לבסיס אורתונורמT .ד
 .  מעבירה בסיס אורתונורמלי מסויים לבסיס אורתונורמליT .ה

 

 אם :הערה
*TT Id= אזי 

*T T Id= , לכןT נורמלית. 

1λאזי   , Tע של " עλ אוניטרית וT אם :2הערה  Tα? , למה.= λα= , אבל גם 

2

22

, ,

,

T Tα α α α α

λα λα λλ λ α

= =

= = =
 

  :הוכחה



:  ב⇐א
2 2

, ,T T Tα α α α α α= = = 

 : ג⇐ב

( )
( )

*

*

*

, , ,

, 0,

, , 0

T T T T

Id T T

Id T T

α α α α α α

α α α

α α α

= = ⇒

− = ∀

∀ − =

  

,: תזכורת 0,Tα α α= ∀ 0T⇐  אם =
*T T= 

:ואכן
*:S Id T T= נשתמש ב( צמודה לעצמה −

**T T= ,( )* * *ST T S= , ועל כן: 

* *S Id T T= −  

ולכן 
* 0Id T T− = .  

 

יהי  :ד⇐ג
1
,...,

n
α αכלומר ,  בסיס אורתונורמלי- ,

i j ij
α α δ=  אבל

*, , ,
i j i j i j

T T T Tα α α α α α=  -ועל כן , =
1
,...,

n
T Tα α גם מערכת אורונורמלית . 

  .ברור :ה⇐ד

 יהי :א⇐ה
1
,...,

n
ε ε בסיס אורתונורמלי כך ש

1
,...,

n
T Tε εיהו. ם כן אורתונורמלי ג ,, Vα β ∈ ,

1 1

,
n n

i i i i
i i

a bα ε β ε
= =

= =∑ ∑ , 

1 1

1

*
1

,

,

,

n n

i i i i
i i

n

i i
i

n

i i
i

T aT T bT

a b

T T a b

α ε β ε

α β

α β

= =

=

=

= =

=

=

∑ ∑

∑

∑

 

ש מכיוון – *)(
i

Tε בסיס אורתונורמלי . 

,: ועל כן ,T Tα β α β=. 

 

אם ,  לפי בסיס אורתונורמליT מייצגת את Aאם 
*T T= ⇐ *A A= 

*

ij ji
a a= ,לדוגמא: 

1 3 2

3 2 17

i
A

i

+ 
=  − − 

 

ם א
*TT Id=  אז

*AA I= ובמקרה זה השורות של Aהן וקטורים אורתונורמליים ב 
nC  עם

  –כלומר , המכפלה הפנימית הסטנדרטית

אם 

1

...

n

A

α

α

 
 =  
 
 

,אזי  
i j ij

α α δ= ) כאן נחשוב על
i

α כוקטור ב
nC( .או במילים אחרות: 

1

n

ir jr ij
r

a a δ
=

=∑  

 :וכחהה
*B AA I= = 



*

1 1

n n

ij ij ir rj ir jr
r r

B a a a aδ
= =

= = =∑ ∑  

 

מעל  )אוניטרית(הטרנספורמציות האורתוגונליות  מהן :דוגמא
2R  ?  

  :ל לפי הבסיס הסטנדרטי"נמצא את היצוג של הטרנספורמציות הנ

* *

2* *

* 1

, ,

1 1

1 t

a b a c
A A AA Id

c d b d

AA A A A A

d b a c
A A A

c a b dA

−

   
= = =   
   

= = = ⇒ = ±

−   
= = = =   

   

 

1Aאם   אזי =
a b

A
b a

 
=  − 

 

1Aאם  =  אזי , −

d b a c

c a b d

a b
A

b a

−   
=   −   

 
=  − 

 

 

1A -בדוק נ אזי , =
2 2, 1

a b
A a b

b a

 
= + = − 

 

2 2, 1
a b

A a b
b a

 
= + = − 

 

 

0קיימת , כלומר 2θ π≤  כך ש≥
sin cos

cos sin
A

θ θ
θ θ

 
=  − 

 

 



7.6.06 

Vפ ממימד סופי" ממ ,:T V V→ ,!∃) קיימת יחידה (
* :T V V→ , כך

ש
*, , , ,V T Tα β α β α β∀ ∈ =. 

)תהי  )n
A M F∈ את T אז נסמן – ביחס לבסיס אורתונורמלי 

*A את המטריצה המתאימה ל
*T 

ויתקיים ,
*

ij ji
a a= . 

 

T אם נורמלית  תקרא
* *TT T T= .מקרים מיוחדים: 

• T  צמודה לעצמה - 
*T T= - ובמקרה זה 

*A A= , מעלR –נאמר ש Aטרית  סימ

)
* tA A= ( , מעלC נאמר A הרמיטית. 

• T  מעל ( אוניטריתRתקרא גם אורתוגונלית  (- , ,T Tα β α β= ,ואז זה שקול ל: 

o Tα α= לכל α 

o 
*TT Id= 

o Tמעבירה כל בסיס אורתונורמלי לבסיס אורתונורמלי  . 
o Tמעבירה בסיס אורתונורמלי מסויים לבסיס אורתונורמלי  . 

 

מהן הטרנספורמציות הליניאריות 
2 2:T R R→או , לסובב את המישורהן יכולות ?  שהן אורתוגונליות

 ).0ו, זוית, חייבות לשמר את האורך(להפוך אותו 
 

 : האורתוגונלית ביחס לבסיס הסטנדרטיT המטריצה המייצגת את Aתהי 

a b
A

c d

 
=  
 

 

*

*

t

TT Id

AA I

AA I

=

=

=

 

* 1

1 1

t

t

A A A

a c d b
A A

b d c aA

−

−

= =

−   
= = =   −   

 

A כי , 1- או 1 היא
2

1 1t tI AA A A A A= = = = ⇒ = ± 

 :נפריד לשני מקרים

1A = - 
1t

a c d b a c
A A A

b d c a c a

−
− −     

= = = ⇒ =     −     
 .

2 2A a c= + 

1A = − - 
1t

a c d b a c
A A A

b d c a c a

−
−     

= = = ⇒ =     − −     
 .

2 21 A a c= − = + 

 



) : בשני המקרים(אם נגדיר 
cos

sin

a

c

θ
θ

=

=
אם ) בגלל שהדטרמיננטה על מעגל היחידה (

cos sin
1

sin cos
A A

θ θ
θ θ
− 

= ⇒ =  
 

 .  נגד כיוון השעוןθסיבוב המישור בזוית ,  כלומר - 

1Aכאשר  = אזי   , −
cos sin

sin cos
A

θ θ
θ θ

 
=  − 

yשיקוף דרך הישר ,  ax= , כאשר

2
a tg

θ
= . 

 

T, אם :הערות S אוניטריות אזי גם TSשיקוף נותנת / שיקוף בסיבוב / מכפלה של סיבוב .  אוניטרית

 . שיקוף/ סיבוב 
 

 אם 

cos sin cos sin
,

sin cos sin cos
A A

A A A

θ τ

τ θ τ θ

θ θ τ τ
θ θ τ τ

+

− −   
= =   
   
=

 

 ). שהשיוויון למעלה רשום(והיא עובדת , נבדוק שהמתמטיקה אכן עובדת
 

 תהי :הערה
2 2:f S S→)  כאשרS ספירת היחידה ב– הינו הגלובוס 

3R - 

( ) 2 2 2, , | 1x y z x y z+ +  או שיש זוג נקודות אנטיפודיות הראו.  ששומרת מרחקים=

)( ) ( ), , , , ,x y z x y z− −  .  ל שמתחלף"או שיש זוג כנ,  שנשארות במקום −

 
 

לכל  :2הערה 
n
Sσ  קיימות ∋

1 2
,

n
Sτ τ  כך ש∋

1 2
σ τ τ= ,כך ש

2 2

1 2
,Id T Idτ = = 

 

 לפי הבסיס המלכסן T נכתוב את – נורמלית Tאז ,  לכסינהT אם :אבחנה

1 0

0
n

λ

λ

 
 
 
 
 

O , ואז

1

*

0

0
n

T

λ

λ

 
 
=  
 
 

O 

 
 .  נורמליות היא תנאי מספיק והכרחי ללכסינותCכי מעל נרצה להוכיח 

 

T:, פ" ממV יהי :למה V V→אזי אם , נ נורמלית" טרלλ ערך עצמי של T , אזיλ הוא ערך עצמי 

של 
*Tכלומר,  עם אותו וקטור עצמי: 

*T Tα λα α λα= ⇒ =  



Vβ אם :הוכחה N: ו∋ V V→אזי ,  נורמלית
2 2

* * * * *, , , ,N N N NN N N N N Nβ β β β β β β β β β= = = = = 

 ).ההעתקה והצמודה לה נותנות את אותו אורך, כלומר(
 

Tαנניח  λα= ,נתבונן ב:N T Idλ= ).  נורמליתNנטען כי . − )* *
N T Idλ=  :נטען כי. −

( )( ) ( )( )* *
T Id T Id T Id T Idλ λ λ λ− − = − −  

 מתחלפת בכפל עם Tוזה מתקיים בגלל שגם  -
*T ,וכמובן ש,Id Idλ λועל ,  מתחלפות בכפל

 .  שהגדרנו נורמליתNכן גם 
 

לכן 
22

*N Nα α= ,כלומר :
22 *

*
0 T Tα λα α λα= − =  ערך λ בגלל ש- (*  −

כלומר , )עצמי
*T α λα= . 

 
 . אזי וקטורים עצמים של המתאימים לערכים עצמיים שונים הם ניצבים, נ נורמלית" טרלT אם :טענה

T, נניח כי :הוכחה Tα λα β µβ= = ,λ µ≠ . 

*, , , , ,T Tλ α β α β α β α µβ µ α β= = = =  

λ µ≠ , 0ולכן ,α β= . 

 

] לכל פולינום :תזכורת ]f C x∈יש שורש ב C . 

} יהי :מסקנה }0V T:לכל , Cפ מעל " ממ≠ V V→יש וקטור עצמי . 

 .  קיים וקטור עצמי⇐  ערך עצמי⇔ יש שורש Tלפולינום האפייני של : הוכחה
 

 . עברנו עליו פעמיים–) ?בחינה(כנראה משפט חשוב : הערה
 לדעתו' אידיאלית למבחן'ר שזו הוכחה פרידגוט גם העי

 

), Cפ מעל " ממV יהי  :משפט ),T Hom V V∈ נורמלית אזי Tקיים בסיס  –יתר על כן ,  לכסינה

 . T המורכב מוקטורים עצמיים של Vלאורתונורמלי 
 :תמצית הוכחה

נגדיר מרחבים עצמיים  .1
1
,...,

m
V V 

 שמידט- בעזרת ידידנו גרם–נורמליים לכולם נמצא בסיסים אורתו .2

וקיבלנו בסיס אורתונורמלי לסכום של ה, אחדנו את הבסיסים .3
i
V שנקרא U)  ראינו שזה גם

 ). סכום ישר

Vפירקנו  .4 U U ⊥= ⊕ 

TUראינו כי  .5 U
⊥ ⊥⊆ 

T'הגדרנו  .6 U U⊥  . Tל שהיא צמצום של " ט- →⊥

}נניח בשלילה כי  .7 }0U
⊥ 0אזי יש , ≠ Uβ ⊥≠ ל על "לכל ט (T'ע של " וβ כך ש∋

 .  נגיע לסתירה).ע" יש וCפ ממימד סופי מעל "ממ

}ועל כן , הגענו לסתירה .8 }0U
⊥ = . 



 

יהיו  :הוכחה
1 2
, ,...,

m
λ λ λ הערכים העצמיים של T , ויהיו

1 2
, ,...,

m
V V V המרחבים העצמיים 

} כלומר –המתאימים  }|
i i
V Tα α λα=  ). זה תת מרחב, כן (=

צמיים נבחר בסיסים אורתונורמליים לכל אחד מהמרחבים הע, ראשית
i
V) שמידט-תהליך גרם .( 

}תהי  }1 2
, ,...,

n
α α αאם .  זו מערכת אורתונורמלית–ל " האיחוד של הבסיסים הנ,

i j k
Vα α  אזי - ∋

,
i j ij
α α δ=בגלל ש 

k
V . אם, ,

i k j l
V V k lα α∈ ∈ ,אזי , ≠

i j
α α מתאימים לערכים עצמיים 

,שונים ולכן  0
i j
α α  . הם ניצבים)  נורמליתTשל (ע שונים "ע המתאימים לע"כי ו, =

יהי 
11

m m

i i
ii

U V V
==

= =∑ כי  (⊕
1
,...,

l
α α ל"ולא בת, ים הם ניצב– הוא בסיס 0 איחוד הבסיסים .( 

Uנשאר להוכיח כי  V=)  כי אז
1
,...,

l
α α הוא הבסיס האורתונורמלי המלכסן את T.( 

U V⊆ולכן , מ" תV U U ⊥=  )פ ממימד סופי"ל נכון לכל ממ"ראינו כי השיוויון הנ (⊕

}כש } { }| , | , 1...
i

U U i lβ β α α β β α= ⊥ ∀ ∈ = ⊥ = 

}: רוצים להוכיח }0 U
⊥= . 

U :טענה ⊥
TU -) כלומר (– אינווריאנטי T הוא  U

⊥ ⊥⊆ . 

Uβ יהי :הוכחה ⊥∈ .
*, , , , 0 0

i i i i
T Tβ α β α β λα λ β α λ= = = = ⋅ = 

 

U לT הצמצום של T'תהי  ⊥
'כלומר ,  : ,T T Uβ β β ⊥= ∀ Uבגלל ש, ∋ ⊥

 אינווריאנטי T הוא 

'אזי  :T U U⊥ }אם , ולכן. ל" טT'וכמובן , →⊥ }0U
⊥ Uβ קיים ≠ T' כך ש∋⊥ β λβ= - 

B וקטור עצמי של 'T)  ראינו שמעלCנ וקטור עצמי" יש לכל טרל .( 

'T Tβ β λβ= =  

 

Uβכלומר  , Tע של " וβ, כלומר Uβ כלומר - ∋ .  לאחד המרחבים העצמיים∋

{ }0U Uβ ⊥∈ ∩ }אם . = }0U
⊥ 0ע לפי הגדרה "כי ו,  זו סתירה≠ ≠ . 

 

 :מטריצה אוניטרית :הגדרה
*UU I=  - מטריצה המייצגת , לחלופין אוT אוניטרית לפי בסיס 

 . אורתונורמלי

) אם :מסקנה )n
A M C∈ו 

* *AA A A= , אזיA קיימת מטריצה ,  כלומר– אוניטרי ניתנת ללכסון

Uאוניטרית כך ש 
1U AU D−  .  אלכסוניתDכך ש, =

נבחר בסיס אורתונורמלי  :הוכחה
1
,...,

n
α α ל

nC ותהי Tל המיוצגת על ידי " הטA לפי בסיס זה .
* * * *T T TT A A AA= ⇐  לכסינה Tראינו ש,  יתרה על כן– לכסינה Aכלומר ,  לכסינהTלכן , . =

כך שהבסיס המלכסן 
1
,...,

n
ε εכלומר ,  הוא אורתונורמלי- 

1U AU D−  היא המטריצה Uכאשר  =

המעבירה את הבסיס 
1
,...,

n
α α  לבסיס

1
,...,

n
ε ε , כלומר- Uנ המעבירה בסיס "לייצגת טר מ

 . ל אוניטרית" ט–רמלי אחד לבסיס אורתונורמלי אחר אורתונו
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Vפ ממימד סופי" ממ ,:T V V→נאמר. נ" טרל: 

1. T נורמלית - 
* *TT T T=  

a. אם : משפטVפ מעל " ממC , אזיTמ היא " נורמלית אמTאוניטרי  ניתנת ללכסון  /
 ).T המורכב מוקטורים עצמיים של Vקיים בסיס אורתונורמלי ל(אורתוגונלי 

b.  אם
1
,...,

n
α α לבסיס אורתונורמלי V ,וA מייצגת את Tאזי ,  לפי בסיס זה

*A 

מייצגת את 
*Tכלומר ,  לפי בסיס זה- 

*

ij ji
a a= . 

 תקרא נורמלית אם A, באופן דומה
* *AA A A= . 

2. A אם ) אורתוגונלית( תקרא אוניטרית( )n
A M C∈) ( )n

A M R∈ ( אם
*AA I= 

3. A אם ) סימטרית( תקרא הרמיטית( )n
A M C∈) ( )n

A M R∈ (כך ש
*A A=. 

 . ברור שאוניטרי והרמיטי הם מקרים פרטיים של נורמלי

 :טענה
*AA I=)  כלומר– A מ "אמ) אורתוגונלית/  אוניטריתA היא מטריצת המעבר בין שני 

 .בסיסים אורתונורמליים

 :פרוש
*AA I= פרושו שעמודות Aהן מערכת אורתונורמלית ב 

nC עם המכפלה הפנימית 
 .הסטנדרטית

)אם : כלומר )1
...

n
A α α= , אזי

1

n

ri rj ij
r

a a δ
=

=∑ . 
 

נניח 
1
,...,

n
ε εו,  בסיס אורתונומרלי

1
,...,

n
γ γנאמר ,  בסיס אורתונורמלי אחרA היא מטריצת 

 מכילה את מקדמי פיתוח של A בjים אם העמודה הγים לεהמעבר מה
j

γלפי הבסיס של ה εים ,

כלומר 
1

n

j rj r
r

aγ ε
=

=∑ 

 נניח :הוכחת הטענה
*AA I= , כלומר מתקיים

1

n

ri rj ij
r

a a δ
=

 היא מטריצת מעבר מהבסיס Aאזי , ∑=

שהוא אותונורמלי , Aפ הסטנדרטית לבסיס המורכב מעמודות "הסטנדרטי שהוא אורתונורמלי ביחס לממ

לפי 
1

n

ri rj ij
r

a a δ
=

 ) מעכשיו (* ∑=

 מטריצת מעבר מA נניח ש–כיוון שני 
1
,...,

n
ε εל 

1
,...,

n
γ γ ,כלומר , שניהם בסיסים אורתונורמליים- 

1 1 1

, , *
n n n

ij i j Defenition ri r rj r ortonormaly ri rj
r r r

a a a aεδ γ γ ε ε
= = =

= = = =∑ ∑ ∑  

 
 

) :משפט )n
A M C∈ ,וA נורמלית )

* *AA A A= ( אזיA כלומר קיימת , אוניטרי ניתן ללכסוןU 

אוניטרית כך ש
1U AU D−  .  אלכסוניתDכאשר , =

 נבחר בסיס אורתונורמלי :הוכחה
1
,...,

n
α αל 

nC ותהי Tי "ל המיוצגת ע" הטAמכך .  לפי הבסיס הזה
* * * *TT T T AA A A= ⇔ תונורמלי רלפי המשפט שהוכחנו יש בסיס או. =

1
,...,

n
ε εכך ש T 

דהיינו .  לפי בסיס זהDי מטריצה אלכסונית "מיוצגת ע
1U AU D−  היא מטריצת המעבר U כאשר =

 .  היא אוניטריתUאזי , היות ושני בסיסים אלו הם אורתונורמליים. יםαיס של הים לבסεמהבסיס של 
 



 שלבים מעשיים של לכסון אוניטרי

)נתונה  )n
A M C∈ , המקיימת

* *AA A A= . 

xIמחשבים פולינום אפייני  .1 A−. 

לפי המשפט היסודי של האלגברה ליניארית  (Aע של " והם הע–מוציאים את שורשי הפולינום  .2
1( . 

יהיו  .3
1
,...,

m
λ λמוצאים את , ע" הע

i
Vλ  תזכורת( המרחבים העצמיים :

( ) { }ker |
i i i

V A I x Ax xλ λ λ= − =  . סיסמוצאים ב, כלומר). =

מוצאים בסיס אורתונורמלי ל .4
i

Vλשמידט- בעזרת תהליך גרם 

}תהי  .5 }1
,...,

n
α α זוהי מערכת אורתונורמלית – איחוד כל הבסיסים שמצאנו בשלב קודם – 

 זהו הבסיס המבוקש. ועל כן בסיס

} -שלב הבדיקה  .6 }1
,...,

n
U α α= -וק כי  כדאי לבד

*UU I= . 

נקבל  .7
1U AU D− ? למה.  אלכסוניתDכאשר , =

( ) ( )
1 1

1 1 1

1 1
... ... ...

n n

n n

U AU U U U

λ λ
λα λ α

λ λ

− − −

   
   = = =   
   
   

נשים לב כי (
1 *U U−  ).  אין סיבה אמיתית לחשב הפכית- =

 
 

אם 
*U AU B= , כאשרBמיון אוניטריד'אזי קיים ,  לא אלכסונית' 

 : דמיון אוניטרי שומר על:טענה

)הרמיטיות  .1 )*A A= 

אוניטריות  .2
*AA I= 

  :הוכחה
* * *B U AU=  

* * * *A A U AU U AU= ⇒ =  
 .כנדרש

* * * * *AA I BB U AUU AU I= ⇒ = =  
 )וסימטרי, רפלקסיבי, טרנזיטיבי(ת  יחס הדמיון האוניטרי הוא יחס שקילו:הערה

T:, פ ממימד סופי " ממV :טענה V V→אזי , נ נורמלית" טרל 

1. T צמודה לעצמה ( )*T T=מ כל הערכים העצמיים של " אמTב Cהם ממשיים . 

2. T  אוניטרית )
*TT Id= (ע של "מ כל הע"אמTב C 1ערך מוחלט  הם בעלי . 

 

): דוגמא ) ( ), ,x y y x→ ל "ט, −
2 2R R→ , המטריצה המתאימה היא

0 1

1 0

 
 − 

א הוא "הפ, 

2 1 0x + i,ע הם "ואז הע, = i− . 

 .  לפי בסיס זהT המטריצה המייצגת את Aותהי ,  בסיס אורתונורמליV ראשית נבחר ל:הוכחה
* *AA A A= , כיTנתייחס ל.  נורמליתAכמטריצה ב ( )n

M C) לפי מה   . )גם אם היא ממשית

 אוניטרית כך ש U קיימת –שלמדנו 
*U AU D= , עבורDאלכסונית  . 



T*  ⇔ צמודה לעצמה T .א T= ⇔ *D D= )  כיU היא מטריצת מעבר מהבסיס 
 .)Tהאורתונורמלי שבחרנו לבסיס האורתונורמלי שמלכסן את 

1 1

*... ...
i i i

n n

D D R

λ λ
λ λ λ

λ λ

  
  = = = ⇔ = ⇔ ∈  

      

 

. ב

11

2 * *1 1

0 0

0 0
i i i

n n

I DD I TT I

λ λ
λ λ λ

λ λ

  
  

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
  
  

O O

 

) אם :טענה )n
A M R∈ אזי , סימטריתAדהיינו קיימת ,  ניתנת ללכסון אוניטרי

( )n
U M R∈  כך שאורתוגונלית

1U AU D− = . 

T:ותהי , Rפ ממימד סופי מעל " ממVיהי  :טענת עזר V V→אזי ל, ל צמודה לעצמה" טT יש 
 . וקטור עצמי

 נורמלית ניתנת ללכסון אורתונורמלי Tבהוכחת המשפט ש(.  הם ממשייםTע של " כל הע:הוכחה
)  יש וקטור עצמיT העובדה של– C מוגדרת מעל Tהיתה נקודה אחת בלבד בה השתמשנו בעובדה ש

T: , צמודה לעצמהTלכן אם  V V→  Vפ מעל " ממR , קיים ל גם אזיV בסיס אורתונורמלי 
 . Tהמורכב מוקטורים עצמיים של 

T צמודה לעצמה מעל Rומכאן נובעת הטענה על לכסון מטריצות  . ניתנת ללכסון אורתונורמלי

נבחר בסיס אורתונורמלי  –סמטריות 
1
,...,

n
α αלV ,ותהי:T V V→י "ל המיוצגת ע" הטA 

ויהי , ביחס לבסיס זה
1
,...,

n
ε ε בסיס אורתונורמלי המלכסן את T) A סימטרית 

*T T= ⇔ (

אזי , יםαים לε מטריצת המעבר מUותהי 
1U AU D−  T המטריצה המייצגת את Dכאשר , =

 . כי היא מטריצת מעבר בין בסיסים אורתונורמליים,  אוניטריתUו, כלומר אלכסונית, יםεביחס ל
 

, ל נורמלית" טTתהי  :טענה
* *T T TT=,נ " אזי קיימת טרלUנ " אוניטרית וקיימת טרלH צמודה 

Tשלעצמה כך  HU=  וגםT UH= . 
 .מחר :הוכחה
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)אם . C מרחב מכפלה פנימית מעל V :)משיעור קודם(טענה  ),T Hom V V∈נ נורמלית " טרל

( ) ( )* *TT T T=ל " אזי קיימות טHהרמיטית ו U אוניטרית כך ש T UH HU= = . 

 זה אנלוגי לכך ש:אבחנה
ir e z Cθ⋅ = ∈ 

  .  היא אלכסוניתTשביחס אליו המטריצה המייצגת את , מרחבנבחר בסיס אורתונורמלי ל :חההוכ
1

1

1

1 1

...

... , ...

n

n

i

i

n

i

i

n

re

D

r e

D BC

r e

B C

r e

θ

θ

θ

θ

 
 =  
 
 

=

  
  = =   

      

 

ברור כי 
* *,B B CC I= ברור כי הן .  את האוניטריתCו,  מייצגת את ההרמיטית Bועל כן , =

 . מתחלפות בכפל
 

 . סיימנו עם טרנספורמציות נורמליות
 
  ערה של מרוכביםה

: cos sinie iθ θ θ= + 
 

 קצת תורת הגרפים

) -גרף  ),G V E= .V –הקודקודים של הגרף  ,E –הצלעות של הגרף  .V נתרכז – קבוצה כלשהי 

V,....,1ב n= 

E - קבוצת הצלעות )( ){ },
i j
v v  - מכוון גרף לא –כלומר ( מדובר בזוגות לא סדורים .( 

i~ ונסמן j סמוך לiנאמר  j אם ( ),i j E∈ 

), vדרגה של קודקוד  )d v - מספר הצלעות להן vשייך  . 

 . d רגולרי אם דרגת כל קודקוד בו היא dגרף יקרא 
בוצת קדקדים שאינה היא ק) אין שום קשר לאי תלות ליניארית(קבוצה בלתי תלויה של קודקודים  

U,  כלומר–פורשת אף צלע  V⊆  בלתי תלויה פרושו כי i U∈ ,j U∈ ,( ),i j E∉. 

( )Gα - מספר האי תלות של G –ככל הידוע אין .  גודל הקבוצה הבלתי תלויה הגדולה ביותר

)אלגוריתם פולינומיאלי בגודל הגרף לחישוב  )Gα .)מעניין למצוא חסמים על )לכן ( )Gα שניתנים 

 . לחישוב בקלות
 

 מטריצה Gקודקודים נייחס ל n על Gבהנתן גרף 
n n

A  G שנקראת מטריצת השכנות של  ×

1, ~

0,
ij

i j
A

otherwise


− 


 



בגלל (סימטרית תמיד  Aברור כי . ) לא שכן של עצמוi, כי בהגדרה (0נשים לב שעל האלכסון תמיד יש 
i~שהיחס  j סימטרי(. 

וקיים בסיס אורתונורמלי של , ממשית צמודה לעצמהמטריצה סימטרית 
nR המורכב מוקטורים עצמיים 

 ). ממשייםAע של "כל הע(ע ממשיים " עn יש Aובפרט ל, Aשל 

מה הערכים העצמיים של , נחשב בשביל הכיף
5

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

K

 
 
 
 =
 
 
 
 

 ?λע של " עAמ " אמ

Aהמטריצה  Iλ−קיים ? למה(. ע"  הוא ע−1לכן בבירור ,  סינגולרית vכך ש Av vλ= .( 
 )n דרגתה אינה –מטריצה סינגולרית (
 

)מהו המימד של  (−1מהו הריבוי הגאומטרי של  )1
V Ker A I− = 5זה  = + 4rankA− = .(

סכום =A trAהעקבה של . 4≥ועל כן הריבוי האלגברי , 4 הוא 1-קיבלנו כי הריבוי הגאומרטי של 
 . ע" הוא ע4ועל כן גם , הערכים העצמיים

הוקטור 

1

1

1: 1

1

1

 
 
 
 =
 
 
 
 

 . 4ע " המתאים לעA הוא וקטור עצמי של 

  :משפט הופמן

ויהי ,  קודקודיםN רגולרי על d גרף Gיהי 
min

λע הקטן ביותר של הגרף " העG אזי 

( ) min

min

G n
d

λ
θ α

λ
−

= ≤
−

 

  :הערות

 ע של גרף"לחשב את הע' קל' •

 למשל ב–לעיתים יש שיוויון  •
5

K - 

( )5 min
1, 5, 4, 1

1
1 5 1

4 1

K n dα λ= = = = −

− −
≤ =

− −

 

 

)ו, ע של הגרף" הוא עdאזי ,  רגולריd גרף G אם :טענה )1  . ע זה"ע המתאים לע" הוא ו=1,....,1

 :הוכחה

( )
1 1

... ' , ...

1 1
j

A j th line number of ones in line j d

    
    = = =    

        

 

1ועל כן  1tr trA d= 
 :הערות

)היות ו • ) 0trace A מתקיים , =
min

λשלילי  . 



 אינו דו צדדי אזי גם כל Gאם  . dע האחרים הם קטנים ממש מ"אזי כל הע,  גרף קשירGאם  •
  d-> ע האחרים הם "הע

במקרה שלנו קיים בסיס אורתונורמלי של  •
nR שמלכסן את A , ומכיל את

1 1 1
,...,

n n n

 
=  
 

 . 

 

)יהי : הוכחה ),G V E=  גרףd  רגולרי על nקודקודים  ,Aו,  מטריצת השכנות שלו
1
,...,

n
α α 

בסיס אורתונורמלי ל
nR המלכסן את A . 

נבחר 
1 1

1
, d

n
α λ= Uתהי . = V⊆לתי תלויה של קודקודים בעלת גודל מקסימלי קבוצה ב ,

): כלומר ) :U Gα θ= יהי . =
nf R∈  של הוקטור המצייןU)  כלומר- 

1,

0,
i

i U
f

i U

∈
= 

∉
.( 

 

יהי 
1

n

i i
i

f aα
=

 . באמצעות הבסיס האורתונורמלי המלכסןf הפיתוח של ∑=

 :טענות

, .א
j j

a f α= 

 .ב
1
a

n

θ
= 

 .ג
2

1

n

i
i

a θ
=

=∑ 

0tr .ד
fAf = 

 
 :הוכחות

 . לגבי כל בסיס אורתונורמליראינו את זה  .א

  .ב
1 1

,
U

a f
n n

θ
α= = = 

 .ג

2
2 2,

Farseval i i
f f f a f Number of ones in f U θ= = = = = =∑ ∑ 

באופן כללי  .ד
,

tr

i ij j
i j

fAg f A g=∑ , 0במקרה שלנוtr

i ij j
fAf f A f= =∑ 

 

2

0 , , ,

, ,

tr

tr tr tr

i i i i

tr

i i i i i i i i i i

fAf f Af f A a f a A

f a a a a

α α

λα α λα λ

 = = = = = 
 

= =

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

 :בסוף יבלנו ק



( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2

min
1 1

2 2

min

min min min

min

min

0

0

i i i i i i i i i
i i

a a a d a d a
n n

d
n n

d n d n

n
d

θ θ
λ λ λ λ λ

θ θ
λ θ

θ λ θ θ λ λ

λ
θ

λ

> >

 = = + = + ≥ + = 
 

 
+ − 

 
≥ + − = − + ⇒

−
≥

−

∑ ∑ ∑ ∑

 

 . ל.ש.מ
 

 ליניאריות-בי תבניות –ו בעמיצור "נעבור לפרק ט
 ליניאריות-תבניות בי

V,יהו  :הגדרה W  מרחבים וקטוריים מעלF ) אותוF( . פונקציה:f V W F×  תקרא תבנית →

, לכל ביליניארית אם מתקיימים ' , , 'V Wα α β β∈ ∈: 

 :בי ליניאריות

) .א ) ( ) ( )', , ',f f fα α β α β α β+ = + 

) .ב ) ( ) ( ), ' , , 'f f fα β β α β α β+ = + 

 :הומוגניות

) .א ) ( ), ,f c cfα β α β= 

) .ב ) ( ), ,f c cfα β α β= 

 

Vאם  W= - נאמר כי f  תבנית ביליניארית עלV . 

 
 :גמאותדו

0f .א ≡ 

 .ב
nV R= ,  אזי( ), ,f α β α β= לא עובד מעל ( היא תבנית בילינאריתC( . 

 .ג

( ) ( )

* *: , ,

,

f V V V V

f

α ψ

α ϕ ϕ α

× ∈ ∈

=
 

נקבע  .ד
* *,V Wϕ ψ∈ ) אזי ∋ ) ( ) ( ),f α β ϕ α ψ β= ⋅ 

m, .ה nV F W F= נקבע ו,=
m n

A ) אזי × ),f Aα β α β Τ= 
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, ו" מVיהי . נגדיר עכשיו טוב. והגדרנו מטריצת מעבר הפוך,  יש סיכוי שטעינו שיעור שעבר–הקדמה 

עם בסיס 
1
,...,

n
α α , ובסיס אחר

1
,...,

n
ε ε . 

1 1

,
n n

i i i i
i i

u V u x yα ε
= =

∈ = =∑ ∑  

[ ] ( )
[ ] ( )

1

1

,...,

,...,

n

n

n

n

u x x F X

u y y F Y

α

ε

= ∈ =

= ∈ =
 

] -) (* כך ש Aמחפשים מטריצה  ] [ ]t t

A u u
α ε
 . יםεים לα מטריצת המעבר מ- =

]קל לראות שאם  ] [ ]t t

A u u
α ε
] אזי גם = ] [ ]t t

A w w
α ε
w לכל = V∈ ,אזי גם 

,a b F∀ ∈ , [ ] [ ]t t

A au bw au bw
α ε

+ = +  

 .  אם הוא מתקיים לאיברי בסיס כלשהוuיתקיים לכל וקטור * לכן 
 

נבחר את 
1
,...,

n
α α עבור בסיס זה* ונכתוב את  . 

 צריך להתקיים

 

[ ] [ ]

1

1 ,

0

..
...

1

0

t t

i i

i

ni

i n A

a

A
i

a

α ε
α α∀ ≤ ≤ = =

 
  
   =        

 

 

] היא εים לα במטריצת המעבר מiה ה העמוד–כלומר , A בiקיבלנו את העמודה ה ]ti ε
α ,  כלומר- 

1

n

i ri r
r

aα ε
=

=∑ 

 

)נסתכל במטריצת המעבר מ: איך נזכור את זה ) ( )1,2 , 3,4) αל) ים( ) ( )1,0 , 0,1) εים:( 

[ ] [ ] [ ]

1 3 1 1

2 4 0 2
t t

Id u u
ε α ε

    
=    

    

=

 

 תבניות ביליניאריות

f:אזי , )Fאותו  (F מעל nו ממימד " מF ,W מעל mו ממימד " מVיהה  V W F×  תקרא →

 :תבנית ביליניארית אם תקיים
 :ותבי ליניארי

) .א ) ( ) ( )', , ',f f fα α β α β α β+ = + 

) .ב ) ( ) ( ), ' , , 'f f fα β β α β α β+ = + 

 :הומוגניות

) .א ) ( ), ,f c cfα β α β= 

) .ב ) ( ), ,f c cfα β α β= 



 . ראה שיעור שעבר. ראינו מספר דוגמאות
 :ביותר פירוט, הדוגמה החשובה

יהו 
1
,...,

m
α αבסיס ל V ,

1
,...,

n
β βבסיס ל Wתהי ,  קבועים( )m n

M F×Α∈ מטריצה קבוע מעל 

F , בהנתן,V Wα β∈ ∈ , 

[ ] ( )
[ ] ( )
( )

1

1

,...,

,...,

, :

m

n

t

X x x

Y y y

f XAY

α

β

α

β

α β

= =

= =

=

 

 . י מטריצה"כל תבנית ביליניארית מיוצגת ע,  כלומר–זו דוגמא אוניברסלית 
 :ל"בדוגמא הנ

( ) [ ] [ ],
t

t

i j i j i j ijij
f A e Ae A a

α β
α β α β = = = =   

)
i
e רק במקום ה1 הוא הוקטור שיש בו i ,בשאר0ו ( 

   .f היא טבלה של ערכי Aבדוגמא זו המטריצה 

בהנתן בסיסים 
1
,...,

m
α αל V ,

1
,...,

n
β βל W , ו( )m n

A M F×∈ נגדיר :f V W F× י " ע→

( )1 ,1 , ,
i j ij

j n i m f Aα β≤ ≤ ≤ ≤ = 

mע ועל בין תבניות בילינאריות לבין מטריצות " התאמה זו היא התאמה חח:טענה n× מעל F  .
 ).  איזומורפיזם–למעשה (

 :קצת הגדרות

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

, , ,

, ,

f g f g

cf c f

α β α β α β

α β α β

+ = +

= ⋅
 

mממימד אוסף התבניות הביליניאריות הוא מרחב וקטור  n× מעל F ,ל"עם החיבור והכפל בסקלר הנ. 
 

f, נניח ש:הוכחה g כלומר– מתאימות לאותה מטריצה : 

( )
( )

,

,

i j ij

i j ij

f A

g A

α β

α β

=

=
 

  כי –  על כל זוג וקטורים–ולכן , מזדהות על זוגות איברי הבסיסg וfלכן 

( ) [ ] [ ]

( ) [ ] [ ]

,

,

t

t

f A

g A

α β

α β

α β α β

α β α β

=

=
 

 . ע "לכן הוכחנו חח
י " ניקח את התבנית הליניארית המוגדרת עAבהנתן ? מדוע זה על

( )1 ,1 , ,
i j ij

j n i m f Aα β≤ ≤ ≤ ≤  . A והיא מותאמת ל=

 

)המטריצה  ),
ij i j

A f α β= נקראת המטריצה של f ביחס לבסיסים 
1
,...,

m
α α ,

1
,...,

n
β β . 

V: דוגמא W= ) במקרה זה נאמר שf תבנית ביליניארית על V( , ונבחר
1 1
,..., ,...,

n n
α α β β= 

f:נתבונן ב  V V F×   כך ש→

( ),
i j ij

f α α δ=  



 ביחס לבסיסים אלו היא fאת ) המייצגת(המטריצה המתאימה 
n n
I )ו, × ) [ ] [ ],

t

f I
α β

α β α β= 

  )Rאם אנו מעל " מכפלה פנימית("

=
1

n

i i
i

x y
=
∑  

f: כאשר :הערה V V× ונרצה לייצג את fי מטריצה תמיד נבחר בסיס אחד כמו בדוגמא " ע

 . הקודמת
 

f: בהנתן :שאלה V W× קיצד משתנה המטריצה המייצגת אותה לפי בסיסים שונים, ל"תב ? 

 

יהיו 
1
,...,

m
α αו 

' '

1
,...,

m
α αבסיסים ל V ,ו

1
,...,

n
β βו 

' '

1
,...,

n
β βבסיסים ל W .נניח שA מייצגת 

α, ביחס לבסיסים fאת  βו Bביחס ל ', 'α β . מה הקשר בין Aל B?  

 

  במקרה זה:משפט: תשובה
TQ AP B= כאשר Qמטריצת המעבר מ 'αל αו P מטריצת המעבר 

 . β לβ'מ

 : פרוש

[ ] [ ]
[ ] [ ]

'

'

,
t t

t t

Q u u u V

P w w

α α

β β

= ∀ ∈

=
 

'

1

m

i ri r
r

Qα α
=

=∑  

'

1

n

j sj j
s

Pβ β
=

=∑  

 :הוכחה ראשונה

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
' '

,
t t

f u w u A w u B w
α β α β

= = 

[ ] [ ] [ ] [ ]
' ' '

t ttu B w u Q AP wαα β β
=  

 )ראה את ההערה מהתחלת השיעור על מעברי בסיס(

]אם נסמן  ] [ ]
' '
: , :u X w Y

α β
= = 

 :אזי קיבלנו

, , t T tx y XBY XQ APY∀ =  

מכאן 
tB Q AP= 

 

): למשל ) ( )t t t t

i j i j ij ij
e Q AP e e Be B Q AP= = = 

 :הוכחה שניה

נשתמש בנוסחה 
'

1

n

j sj s
s

Pβ β
=

=∑ 

( ) ( )

( )

' '

1 1

, , ,
m n

ij i j ri r sj s ri si r s
r s r s

t t

ir rs sj ij
r s

B f f Q P Q P f

Q A P Q AP

α β α β α β
= =

 = = = = 
 

=

∑ ∑ ∑∑

∑∑
 



 אם :הגדרה
t

A Q BP= כאשר ,Q Pנאמר ש9 הפיכות ,A Bשקולות  . 

A, :מסקנה Bל לפי בסיסים שונים"מ הם מייצגות אותה תב" שקולות אמ. 

 - מצד שני .ל אז הן שקולות " ראינו שאם הן מייצגות אותה תב:הוכחה
t

A Q BP= אזי נבחר בסיסים 

1
,...,

m
α αל V ,

1
,...,

n
β βל W , נגדיר:f V W F× יהיו . ל" לפי הבסיסים הנ→

' '

1
,...,

m
α α 

ו
' '

1
,...,

n
β β הבסיסים המתקבלים כאשר לוקחים את Qו P  אפשרי כי הן הפיכות(כמטריצות מעבר .(

 .  לפי הבסיסים החדשיםf מייצגות את B -לפי מה שהוכחנו 

 

 הפיכה וP רבועית וAבמקרה ש
tB P AP=נאמר ש Aו B מטריצות הן  –באופן דומה . חופפות

 .  לפי בסיסים שוניםVל על "מ הן מייצגות תב"חופפות אמ
 

f: בהנתן :משפט V W F× ), תבנית ביליניארית → ) ( )dim ,dimV m W n= אזי , =

קיימים בסיסים 
1
,...,

m
α αל Vו 

1
,...,

n
β βל W ,  ומספר שלם אי שליליr כך ש  

( ) 1,
1 ,1 , ,

0,
i j

i j r
i m j n f

otherwise
α β

= ≤
≤ ≤ ≤ ≤ = 


 

 :ל נראית כך" ביחס לבסיסים הנfכלומר המטריצה המייצגת את 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

r
D

 
 
 =
 
 
 

 

2rכאן כש( =( 
 

 אם , כלומר

1

1

m

i i
i

n

j j
j

V x

W y

α α

β β

=

=

∋ =

∋ =

∑

∑
 

)אזי  )
1

,
r

i i
i

f x yα β
=

=∑ 

 
 :הוכחה

mבאינדוקציה על  n+ 1 ונניח ,m n≤ 1 אחרת טריוויאלי והמקרהm n= ניח גם נ.  טריוויאלי=

0f  .  אחרת המשפט גם נכון באופן טריוויאלי≠

 

)קיימים , 0לא זהותית  fהיות ש )'1 1
,α βכך ש ( )'1 1

, 0f cα β = לכן נגדיר , ≠

'

1

1
c

β
β ואז  =

( )1 1
, 1f α β =.  
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,יהו :תזכורת מסמסטר קודם
m n m n
A B× ,נקראת שקולות אם קיימות ×

m n n n
P Q×  הפיכות כך ש ×

B PAQ=. 

 .  למטריצות שקולות יש אותה דרגה:עובדה
 

  : משפט האפסיות של סילבסטר–תזכורת 

( )r A - הדרגה של A 

( )z A - האפסיות של A. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )min ,r B z A r AB r A r B− ≤ ≤  

)אם , כלומר ) ( ) ( ) ( ), , 0, 0r P m r Q n z P z Q= = =  .  נקבל את העובדה לעיל- =

 
 תבניות ביליניאריות

f:תהי  V W F× )מתאימה למטריצה . → ), ,
m n ij i j
A A f α β× כאשר , =

1
,...,

m
α α בסיס 

ו, Vקבוע ל
1
,...,

n
β βבסיס קבוע ל W . המטריצה המייצגת את נקראתfל" ביחס לבסיסים הנ . 

) -נחשב , כדי לחשב עם המטריצה ) [ ] [ ],
t

f u v u A v
α β

= . 

 

f:ותהי , Fו מעל שדה "מ, n ממימד m , W ממימד V יהיו :משפט V W F× אזי קיימים , →

בסיסים 
1
,...,

m
α αל V ,

1
,...,

n
β βל W , וקיים שלם אי שליליrכך ש : 

( ) 1,
,

0,
i j

i j r
f

otherwise
α β

= ≤
= 


 

ל היא " ביחס לבסיסים הנfהמטריצה המייצגת את , כלומר

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

r
D

 
 
 =
 
 
 

כאן עבור  (

2r = .( 

,אם , כלומר
i i j j
x yα α β β= =∑ )אזי , ∑ )

1

,
r

i i
i

f x yα β
=

= ∑ 

 

)באינדוקציה על  :הוכחה )max ,m n. 

 . אזי זה טריוויאלי באופן ריק– n = 0 או mאם 

,1אם  1m n=  ).יש לנו סקלר( זה טריוויאלי =

,לכן נניח  1m n 0fגם אם . ≤  . 0 המטריצה היא מטריצת ה– זה טריוויאלי ≡

לכן נניח כי יש 
1 1
,α β כך ש ( )1 1

, 1f α β ותנים  נחפש וקטורים שנ-  ראינו בעזרת נירמול (=

 ). וננרמל, 0אופציה שונה מ
 

)נסמן  ){ }2 1
: | , 0W W u W f uα⊆ = ∈  . קל לראות שזה אכן תת מרחב וקטורי. =

)נגדיר  )1 1
W sp β= . 



 :טענה
1 2

W W W=  -כלומר  (⊕
1 2

W W W= }וגם , + }1 2
0W W∩ = .( 

 יהי :הוכחה
1 2

W Wβ = היות ו. ∩
1

Wβ   אזי ∋

1
,c F cβ β∈ =  

( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1
, 0 , , 0W f f c cf c cβ α β α β α β∈ ⇒ = = = = ⇒ =  

 -כלומר 
1

0 0
F V

β β= ⋅ = . 

Wβנותר להוכיח כי שכל   הוא מהצורה ∋
1

cβ γ+ , כאשר
2

Wγ מתוך  (cנמצא את , ראשית. ∋

, cאחרי שנמצא את ). הנחה שיש הצגה כזאת
1

cγ β β= ואז נבדוק כי אכן , −
2

Wγ ∈ . 

י קיימת הצגה  כנניח, βבהנתן 
1

cβ β γ= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1
, , , , ,f f c f c f cf cα β α β γ α β α γ α β= + = + = =   

)תחת ההנחה שקיימת הצגה כזו קיבלנו ש, לכן )1
,c f α β= , ולכן( )1 1

,fγ β α β β= − 

 

בואו נבדוק כי אכן , מכיוון שעד כה הנחנו
1

cβ β γ=  עם +
1
,β γוכי , ל" כנ

2
Wγ  נבדוק שאכן . ∋

2
Wγ ) כלומר - ∋ ) ( )( )1 1 1 1

, , , 0f f fα γ α β α β β= −  ,ואכן=

( ) ( ) ( )1 1 1 1
, , , 0f f fα β α β α β= − =  

 
 נחזור להוכחה המקורית

) נגדיר –באופן דומה  )1 1
V sp α= ,( ){ }2 1

| , 0V v V f v β= ∈  ונקבל =
1 2

V V V= ⊕ 

 .)אותה הוכחה(

 לfכעת נתמודד בצמדים של 
2 2
V W× -ולכן יש בסיסים ,  כאן תופשת הנחת האינדוקציה

2
,...,

m
α α 

ל
2
Vו 

2
,...,

n
β β , ושלם אי שליליsכך ש ( )1

1,2
,

0,
j

i j s
f

otherwise
α β

≤ = ≤
= 


המטריצה , כלומר. 

 מצומצמת לfשל 
2 2
V W× כמו 

s
D.  

Vנרצה לטעון כי המטריצה על  W×סיסים  עם הב
1
,...,

m
α αו 

1
,...,

n
β β נראית כרצוי - 

r
D .

, ואכן
1
,..,

m
α αו 

1
,...,

n
β βכי (,  בסיסים

1 2
V V V= ו, ⊕

1 2
W W W= ⊕( 

 

) -כזכור  )1 1
, 1f α β כמו כן , =

( )
( )

1

1

2, , 0

2, , 0

j

i

j f

i f

α β

α β

≥ =

≥ =
 לפי הגדרת 

2 2
,W V ,וסיימנו . 

 

A, :תזכורת B מייצגות את fאזי ,  ביחס לבסיסים שונים,A B יש ( שקולות,P Q הפיכות כך 

ש
tB P AQ= .( 

  : מסקנה
m n
A  אזי היא שקולה לr מדרגה ×

r
D . 

 שקולה לA ראינו כי :הוכחה
'r

D . דרגת –אבל 
'r

D היא 'r .ולמטריצות שקולות יש אותה דרגה .

r'ולכן  r= . 

) :מסקנה ),
m n

A B M F×∈מ יש להן אתה דרגה" שקולות אמ . 

 . ידוע⇒: הוכחה

 אם יש להן אותה דרגה אזי שתיהן שקולות ל⇐
r

D ,ושקילות היא טרנזיטיביות . 

 



 :תבניות סימטריות

Vכעת נתרכז במקרה  W= :f V V F×  . V ותמיד נבחר בסיס אחד לשני העותקים של →

( ),f α β תבנית ביליניארית על V תקרא תבנית סימטרית אם ( ) ( ), , , ,f fα β α β β α∀ = 

)י מטריצה סימטרית "מ היא מיוצגת בסיס מסוים ע" סימטרית אמf :למה ) ,
ij ji
A A i j= ∀ 

)סימטרית אז f :הוכחה ),
ij i j
A f α α= ,כאשר הα ים הם הבסיס בהיחד אליוA מייצגת את f -  

( ) ( ), ,
ji j i i j ij
A f f Aα α α α= = =  

)ברור מכיוון ש( סימטרית A אם –כיוון שני  ) ( ), ,
i j j i

f fα α α α=( , אזי עבור

[ ] [ ],X u Y v
α α

=   אזי=

( ) ( ) ( ), ,
tt t t t tf u v XAY XAY YA X YAX f v u= = = = =  

 

 אינה Aאם . י מטריצה אלכסונית לגבי אף בסיס" אינה סימטרית היא אינה מיוצגת עf אם :מסקנה

 . סימטרית היא אינה חופפת לאף מטריצה אלכסונית

רי ה,  ביחד לבסיס אחרf מייצגת את Bו,  ביחס לבסיס אחדf מייצגת את A אם :יגרסיהר
tB P AP= 

 . חופפותל נקראת "מטריצות כנ.   היא מטריצת המעבר בין הבסיסיםPכש, 

):הגדרה ),
n

A B M F∈ חופפות אם קיימת מטריצה הפיכה P כך ש 
tB P AP= , ומהנאמר לעיל

A,נובע ש Bמייצגות אותה תבנית בילינארית על מ הן" חופפות אמ Vביחס לבסיסים אחרים  . 

 
 . )שהיא כן סימטרית (היא אינה חופפות למטריצה אלכסונית,  אינה סימטריתAאם , עם כך

 

2 שדה ממציין F אם :משפט  .  חופפת למטריצה אלכסוניתA ⇐ סימטרית A אזי ≠
  ראה משפט הבא:הוכחה

 אורתוגונלית  כך ש Pאזי קיימת ,  סימטריתAאם  מעל :תזכורת
1P AP D− .  אלכסוניתDל, . =

מכיוון שהיא אורתוגונלית 
1 tP P−  Pבאמצעות ,  חופפת למטריצה אלכסוניתAכלומר , =

 . אורתוגונלית
 

F ,2charFו מעל " מV יהי :משפט  Vאזי קיים ל, V על סימטרית תבנית בילינארית fתהי , ≠

י " מיוצגת עfבסיס ביחס אליו 
r

C , שתראה :

1

...

0

0

r

c

c

 
 
 
 
 
 
 
 

 

0fאם  :הוכחה  . אין מה להוכיח ≡

0fאם : טענה Vα קיים ≠ ) כך ש∋ ), 0f α α  ) אז הטענה לא נכונה– 2נזכר במציין  (≠

, יהיו :הוכחת הטענה Vα β ) כך ש∋ ), 0f α β   -מתקיים . ≠

( ) ( ) ( ) ( ), , , 2 ,f f f fα β α β α α β β α β+ + = +  ).השתמשתנו בסימטריה (+

)אם  ), 0f α α ) וגם = ), 0f β β ) אזי = ) ( ), 2 , 0f fα β α β α β+ + = אחרת , ≠

( ), 0f α α ) או ≠ ), 0f β β )מצאנו וקטור המקיים , בכל מקרה. ≠ ), 0f v v ≠ . 



 יהי –נחזור להוכחה המקורית 
1
Vα ) כך ש ∋ )1 1

, 0f cα α = ≠ . 

יהי 
2
V V⊆ המוגדר ( ){ }2 1

| , 0V V fβ α β= ∈ )יהי . = )1 1
V sp α=. 

:טענה
1 2

V V V= ⊕ . 

~שהראתה ש( זהה להוכחה בהתחלת הקובץ - :חת הטענההוכ
r

A D) כל המשך ההוכחה )). חופפת– 

 . אותו דבר
 
 

 . C ומעל Rנתמקד כעת בתבניות בילינאריות סימטריות מעל 
ההגדרה (המייצגת אותה ביחס לבסיס מסוים הדרגה של תבנית בילינארית היא דרגת המטריצה : הגדרה

 ). ולכן בעלות אותה דרגה,  מטריצות המייצגות ביחס לבסיסים שונים חופפות–ה טוב
 

 .r מדרגה V תבנית בילינארית סימטרית על fותהי , R או C מימדי מעל nו " מV יהי  :משפט

י " מיוצגת עfביחס אליו ,  בסיסVבחור לאזי ניתן ל - C מעל Vאם  .א
r

D . 

י מטריצה הנראית " מיוצגת עfביחס אליו ,  בסיסV ניתן לבחור ל– R מעל Vאם  .ב

1

1

1

1

0

 
 
 
 −
 

− 
 
 

) pאחדים  ,m 1− ,כאשר , )ואפסיםp m r+ = 

pוהמספר ,  אינן תלויות בבחירת הבסיסm וp :משפט ההתמדה של סילבסטר .ג m−  נקרא

  .f של )החתימה(הסיגנטורה 



25.6.2006  
  תבניות בי ליניאריות סימטריות

:f V V F× → , 2charF )ואז תבנית סימטרית אומר כי , ≠ ) ( ), ,f fα β β α= .  

י מטריצה מהצורה " מיוצגת עf, כך שביחס אליו, Vניתן לבחור בסיס ל, ל" כנf ל:הוכחנו כי

1

...

0

r

c

c

 
 
 
 
 
 

0 -כלומר , 
i

c 1 עבור ≠ i r≤   .  אחרת0, ≥

  
  

  . C וRנתרכז בתבניות סימטריות מעל 

  : אזי,R או C מעל V תבנית בי ליניארית סימטרית על f תהי :משפט

לפי בסיס זה תיוצג כ f ניתן לבחור בסיס כך ש Cמעל   .א

1

..

1

0

 
 
 
 
 
 

) rו, ) אחדותr 

 .  ולא בבסיס הנבחרfתלוי רק ב

 לפי בסיס זה תיוצג כf ניתן לבחור בסיס כך שRמעל   .ב

1

1

1

0

 
 
 
 −
 
 

) p 1ים ,m -1 

 )ים

p,: משפט ההתמדה של סילבסטר  .ג mתלויות רק ב f) ולא בבסיס .( 

   :הגדרה

ביחס לבסיס  fשל תבנית בילינארית סימטרית היא הדרגה של מטריצה המייצגת את הדרגה   .א

  . לשהוכ

p היא R מעל f של תבנית בילינארית סימטרית סיגנטורהה  .ב m−) כמו שהגדרנו קודם .(  

 של מטריצה ממשית סימטרית היא הסיגנטורה של התבנית הביליניארית המיוצגת הסיגנטורה  .ג
  . על ידיה

) :מסקנה ),
n

A B M R∈מ יש להן אותה דרגה ואותה סיגנטורה" סימטריות אזי הן חופפות אמ.  

A, :הוכחה Bהן מייצגות את –אזי , חופפות f ואז דרגתן והסיגנטורה שלהן ,  ביחס לבסיסים אחרים

  ).סיס מסויםלפי ב(ל שהן מייצגות "י התב"נקבעת ע

A, אם ל–בכיוון השני  Bשתיהן חופפות לאותה מטריצה אלכסונית–אזי ,  אותה דרגה ואותה סיגנטורה  .  

pאם אני יודע את  :הערה m+ ואת p m− אז אפשר לחשב את pו m .  

  :הוכחה

 V בסיס ללפי משפט קודם נבחר  .א
1
,...,

n
α αכך ש ( )

0,

, 0,1

0,

i j i

i j

f c i j r

r i j

α α
≠


= ≠ ≤ = ≤
 < =

 



נגדיר בסיס חדש 
' ' '

1 2
, ,...,

n
α α α ,

'
,1i

i

i

a i r
c

α
= ≤ רי את שאר איב). cהשורש קיים מעל (≥

: שכן, סיימנו בעצם . הבסיס לא נשנה

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

' ' ' '

' '

' '

, , , 0 0

, , , 0

1 1 1
1 , , 1

i j i j

i j i j

i j i i i

ii i

i j f cf c

r i j f f

i j r f f c
cc c

α α α α

α α α α

α α α α

≠ = = =

< = = =

≤ = ≤ , = = = =

  

  

סיס נבחר ב', כמו בסעיף א  .ב
1
,...,

n
α α ביחס אליוf י מטריצה "מיוצגת ע

1

...

0

r

c

c

 
 
 
 
 
 

 ,0,1
i

c i r≠ ≤  נבחר בסיס –ננרמל , כעת. ≥
' '

1
,...,

n
α αהמוגדר : 

'

,

,1 , 0

,1 , 0

i

i

i i

i

i

i

i

r i

i r c
c

i r c
c

α

α
α

α




<


= ≤ ≤ >


 ≤ ≤ <

−

 

,1אלכסונית כנדרש עם לפי בסיס זה נקבל מטריצה  נסדר מחדש את , אם יש צורך. −1,0
' '

1
,...,

p m
α α   .  בכדי לקבל מטריצה כמבוקש+

נניח שביחס לבסיס   .ג
1
,...,

n
α α קיבלנו ,p m . וביחס לבסיס

1
,...,

n
β β קיבלנו ', 'p m .

', ראשית 'p m p m+ = , ל הן חופפות" ביחס לבסיסים הנf כי המטריצות המייצגות את +

p'נניח בשלילה כי . ולכן מאותה הדרגה p> , כלומר- 
1 1 1

1 ' 1

,... , , ,...,

,.., , ,...,

p p p n

p p n

α α α α α

β β β β
− +

+

ועל , 

p'כן  n p n+ − לכן , <
1 ' 1
,..., ,..., ,...,

p p n
α α β β+יותר מ(.  תלויים ליניאריתn 

 ).  מימדיםnוקטורים במרחב 

קיימים , על כן
1 1
,..., ,..,

p n
a b b R+  לא כולם אפסים כך ש∋

1 ' 1

0
p n

i i j j
i j p

a bα β
= = +

+ =∑ ∑ .

0נשים לב כי לפחות אחד מה
i

a כלומר , ≠
1 ' 1

: , :
p n

i i j j
i j p

a bα α β α β
= = +

= = − =∑ ∑ .  

( ) ( )2 2

1 1 1

, , , 0
p p p

i i i i i i i i
i i i

f f a a a f aα α α α α α
= = =

 = = = > 
 
∑ ∑ ∑ ∑  



מצד שני 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )2

' 1 ' 1

, , 1 1 , ,

, , 0
n n

j j j j j j j
j p j p

f f f f

f b b b f

α α β β β β β β

β β β β
= + = +

= − − = − − = =

  = ≤ 
 
∑ ∑ ∑

  

  . הגענו לסתירה
  

 כמקודם נבחר בסיסים )אבל דומה (: הוכחה אלטרנטיבית
1
,...,

n
α αו 

1
,..,

n
β β . נגדיר

( )
( )
( )

1

1

0

1

,...,

,...,

,...,

p

p p m

p m n

V sp

V sp

V sp

α α

α α

α α

+

−
+ +

+ +

=

=

=

 :ומהבאופן ד. 

( )
( )
( )

1 '

' 1 '

0

' ' 1

,...,

,...,

,...,

p

p p m

p m n

W sp

W sp

W sp

β β

β β

β α

+

−
+ +

+ +

=

=

=

  

: מתקיים
0 0V V V V W W W+ − + −= ⊕ ⊕ = ⊕ Vαקל לראות כי אם . ⊕ אזי  , ∋+

( ), 0f α α )כי  , < ) ( )2, ,
i i i i i

a f a fα α α α α α= = =∑ אם , מצד שני. ∑

0
W Wβ −∈ ) אזי ⊕ ), 0f β β p'אם ). יקולים דומיםמש (≥ p< ,

( )0dim dimV W W n+ −+ ⊕ 0γולכן חיתוכם מכיל , < כי הוא צריך להיות גם ( וזו סתירה ≠

  ). חיובי וגם אי שלילי בו זמנית
  

  תבניות ריבועיות

2 שדה ממציין Fאם  ≠ , Vו מעל " מF ,f תבנית ביליניארית מעל F , נסמן( ) ( ),q fα α α= .

:q V F→ ,י "והיא התבנית הריבועית המוגדרת עf .  

  !)זה ריבועי, זה לא לינארי(נשים לב 

( ) ( )2
,a F q a a qα α∈ ⋅ = .  

  . י תבניות בילינאריות סימטריות"אנו נתעסק רק בתבניות ריבועיות המוגדרות ע

2charF עם  F מעל V תבנית בילינארית על f אם :טענה  היא התבנית הרבועית המוגדרת qו, ≠

)אזי , fי "ע ) ( ) ( ) ( )( )1
,

2
f q q qα β α β α β= + − −.  

   :הוכחה

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , 2 , ,

2 ,

q f f f f

q f q

α β α β α β α α α β β β

α α β β

+ = + + = + + =

+ +
.  

  
  

 ביחס לבסיס Aי מטריצה סימטרית " תבנית בילינארית המיוצגת עfאם :הערה
1
,...,

n
aα ויהי 

i i
xα α=∑ ,וqי " התבנית הריבועיות המוגדרת עf , אזי( )

,

t

i j ij
i j

q xAx x x aα = =∑ ,  - 

קיבלנו פולינום במשתנים , כלומר
1
,...,

n
x x , כל הגורמים הם ,  כלומר– 2שהוא הומוגני מדרגה

מהצורה 
i j

x x או 
2

i
x .  

  



) אם :דוגמא )
1 2

,
2 1

f x yα β
 

=  
 

 ,

)כש ) ( )1 2 1 2
, , , , ,

i i j j
x y x x x y y yα α β α= = = =∑ ∑.  

fולכן , סימטרית( ) ( ) 1 2 2

1 2 1 2 1 2

2

1 2
, 4

2 1

x
q x x x x x x

x
α

  
= = + +  

  
.  

  

2מעל שדה עם מציין ו " מV ריבועית על  קובע תבנית2 כל פולינום הומוגני מדרגה :טענה ביחס  (≠
  ). לבסיס מסוים

 :)במקום הוכחה (דוגמא
2 2 2

1 2 3 1 2 2 3
2 5 7 5x x x x x x x+ − + אזי זוהי התבנית הרבועית המתאימה , +

 -למטריצה 

7
1 0

2

7 5
2

2 2

5
0 5

2

 
 
 
 
 
 
 − 
 

מעל , 
3

R .  

  
  Rתבניות ריבועיות מעל 

, -דוגמא  n
Rα β )נגדיר , ∋ ), ,f α β α β=ואז , .   תבנית בילינארית - ( )

2

q α α=  

): דוגמא נוספת ), ,f α β α β= )ואז , − )
2

q α α−  

): 3דוגמא  ) ( )( ) ( ) 1

1 2 1 2 1 2

2

1 0
, , , ,

0 1

y
f x x y y x x

y

  
=   −  

)ואז ,  )( ) 2 2

1 2 1 2
,q x x x x= −  

 )אי חיובית, אי שלילית, שלילית( תקרא חיובית Rתבנית ריבועית מעל :הגדרה

)אם ), , 0fα α α∀   ). ≥0אי חיובית אם , ≤0אי שלילית אם , >0אם , שלילית (<

  

,  התבנית הריבועית המתאימהq,  תבנית בילינארית סימטריתR ,fעל ו ממימד סופי מ" מV יהי :משפט

 ביחס f המייצגת את Aמ כל הערכים העצמיים של מטריצה " אמ...), אי שלילית( חיובית qאזי 

   ...). ,אי שליליים(לבסיס מסוים הם חיוביים 

 ניתנת Aועל כן ,  סימטריתAראשית .  ביחס לבסיס כלשהוf מטריצה המייצגת את Aתהי  :הוכחה

( אורתוגונלית Pקיימת ,  כלומר–ללכסון אורתוגונלי 
1t

P P
כך ) =−

ש

1

1

0

0

t

n

P AP P AP D

λ

λ

−

 
 

= = =  
 
 

O .Aחופפת ל D – תבנית ריבועית  הן מייצגות אותה

 D  הם הערכים העצמיים שלAלכן הערכים העצמיים של  – D דומה לAו, ביחס לבסיסים שונים

)
1
,..,

n
λ λ .( , לכן נתרכז בהצגתf לפי הבסיס שבו ,f qי " מיוצגות עD .  

נקרא לבסיס המלכסן 
1
,...,

n
α α . יהי

i i
a xα=∑ .( ) 2

i i
q xα λ=∑.  



( ) t
q xAxα =  

0 מ"מאלכן ). סיסלפי הבα וקטור המקדמים של xכאשר (
i
λ ) אזי < ) 0q α 0α לכל < ≠ ,

0ואם 
i
λ≤ אזי ( ) 0q α 0α לכל ≤   .  וכו≠

  

)אזי , 0>ע" ראינו שאם כל הע–בכיוון השני  )0 q α< 0 לכלα 0ע "אם יש ע. ≠  אזי ניתן ≤

) כך ש αלמצוא  )0 q α≥ .  
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  :מבנה המבחן
  : חלקים3

2 - להוכיח שניים משלושה משפטים –' חלק א .1 25
pt

 . נקודות×

מקביל לפתירת .  אפילו יותר קל– כמו מה שהיה בבוחן (קלים טכניים שני תרגילים –' חלק ב .2

2). שתי משוואות בשתי נעלמים 10
pt

 . אין בחירה. ×

8 -  שמונה שאלת קצרות מאוד -' לק גח .3 4 32
pt

× .  משפטים3 כל תשובה צריכה להיות כ- =

 האם המטריצה –לדוגמא .  משפטים2הרוב אפילו 
1 0

0 1

 
 
 

 דומה ל
1 0

0 0

 
 
 

 והכוונה היא - 

 . לא בהוכחות שלהם, ה בקיעות במשפטיםמרא.  כי למטריצות דומות אותה דרגה–לא , לענות

  
  :וכעת לחומר

נקבע . n ממימד Rו מעל " מVיהי 
1
,...,

n
α αאם –סימון .  בסיס 

i i
u xα=∑ , אזי נסמן

[ ] ( )1
,...,

n
u x x X

α
= = .  

f:אם  V V R× ) -כלומר ,  תבנית בילינארית סימטרית → ) ( ), ,f fα β β α= אזי A 

) היא -   fמטריצה המייצגת את  ),
ij i j

A f α α=  

): ואז ) [ ] [ ],
t

f u v u A v
α α

= .  

[ ]u X
α
)ואז , כזכור= ) t

i j ij
q u XAX x x a= הומוגני ממעלה שניה במשתנים  וזהו פולינום ∑=

1
,...,

n
x x .  

  . השתכנענו מדוגמא כי לכל פולינום כזה מתאימה תבנית רבועית
  

Aקיימת .  מטריצה סימטרית וממשיתP אורתוגונלית כך ש 

1

1
...

T

n

P AP P AP D

λ

λ

−

 
 = = =  
 
 

  

Aחופפת ל D ,וAדומה ל D .כלומר ,D מייצגת את f לפי בסיס 
1
,...,

n
β β .  

( ) [ ] [ ]

( ) [ ] [ ]
[ ] ( )

( )

1

2

1

,

,...,

t

t

n

n

i i
i

f u v u D v

q u u D u

u y y

q u y

β β

β β

β

λ
=

=

=

=

=∑

 

אזי , D דומה לAנשים לב כי מאחר ו
1
,...,

n
λ λ אלו בדיוק הערכים העצמיים של A .  

  



)נשים לב כי  ) 0q u  לכל <
1
,...,

n
y y 0מ " אמ0 כך שלא כולם

i
λ ל בנוגע "כנ. i לכל <

,ל ,≥ ≤ < .  

  

כ "נניח בה
1

0 ,...,
p

λ λ< ,
1

0 ,...,
p p m

λ λ+ +> ,
1
,..., 0

p m n
λ λ+ +  חופפת למטריצה Aאזי , =

,p m
D) ראה הגדרה בשיעור הקודם .(  

  
p,החידוש הוא ש. ל" חופפת למטריצה מהצורה הנAידוע ממשפט ההתמדה של סילבסטר כי  m פ

  . פ הבסיס"ולא ע, Aנקבעים על ידי הערכים העצמיים של 
  

אם  :הוכחה
1

0 ,...,
p

λ λ< ,
1

0 ,...,
p p m

λ λ+ +> ,
1
,..., 0

p m n
λ λ+ +  חופפת למטריצה Aאזי , =

,p m
D ,  אזיDחופפת ל 'D . ממשפט סילבסטרDחופפת רק למטריצה יחידה מסוג 

,p m
D , ולכןA 

  .D' חופפת לD ⇐ A' לD וDחופפת ל
  

ע " עmע חיוביים ו" עA pול,  לפי בסיס כלשהוq מייצגת את A וV תבנית ריבועית על q אם :מסקנה

, אזי, שליליים
0

V V V V
+ −= ⊕ 0כאשר , ⊕ |q V

+

)כלומר  (> ) 0q α Vα לכל < +∈ .(

0כאשר  |q V
 ו<−

0
0 |q V= , וכמו כן- 

( ) ( ) ( )0dim ,dim ,dimV p V m V n m p
+ −= = = − − .  

 חופפת למטריצה A :הוכחת המסקנה

1

,
...

p m

n

D

λ

λ

 
 =  
 
 

 mו, 0ערכים גדולים מ pעם , 

 לפי בסיס qגת את  מייצDו, 0ערכים קטנים מ
1
,...,

n
β β . נגדיר{ }1

,...,
p

V sp β β+ = ,

( )1
,...,

p p m
V sp β β−

+ += ,{ }0

1
,...,

p m n
V sp β β+ מתקיים . =+

0
V V V V

+ −= ⊕  כי ⊕

  . איחוד בסיסים הוא בסיס
  

0נבדוק למשל כי  |q V
  . דרהמתקיים מההג. >+
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Vו " מn מימדי מעל R ,:q V R→אם בוחרים בסיס קבוע .  תבנית ריבועית
1
,...,

n
α α , אזי ניתן

) כך שA באמצעות מטריצה סימטרית qלייצג את  ) [ ] [ ]tq u u A u
α α

 V תמיד ניתן לפרק את . =

ל
0V V V V+ −= ⊕ | כך ש⊕ 0q V

+ > ,| 0q V
− < ,

0
| 0q V = .  

המימדים של 
0, ,V V V

+ −
לא תלוי  (Aוניתן למצוא אותם באמצעות המטריצה , q הם תכונות של 

  ). בבחירת הבסיס

)ראינו כי  )dim V +
),  הוא מספר הערכים העצמיים החיוביים )dim V −

 הוא מספר הערכים 

)ו, העצמיים השליליים )0dim V כולל  –כאן , "מספר הערכים". 0 הוא מספר הערכים העצמיים שהם

  . ריבוי
  :דוגמא

( )1
,...,

n
X x x= .נתבונן ב( ):

n i j
j i

q q x x x
≠

= ביחס לבסיס הסטנדרטי .  ∑=
n

q מתאימה 

למטריצה 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

A

 
 =  
 
 

 נמצא את –נחפש ערכים עצמיים ). 0הכל אחדים חוץ מהאלכסון שהוא  (

( 1n בריבוי −1( 1nו, −   . 1ע בריבוי " הוא ע−

  

)הריבוי הגאומטרי של   הוא −1(

( )( )
1 1 1

dim ker 1 1 1 1 1

1 1 1

A I n rank n

 
  − − = − = −   
 
 

 .  

  

1nהריבוי האלגברי של  1nלכן ) העקבה(ע הוא אפס "סכום הע. n או − , לכן. ע" הוא ע−
nR V V+ −= ) כך ש⊕ )| 0,dim 1q V V n− −< = − .  

  

}נניח  }, 1,...,A B n⊆ . נסמן( ) 2
AB k l

k A
l B

q x x x
∈
∈

= A,כ נניח "בה. ∑ B זרות, רציפות .   

  

המטריצה המייצגת את 
AB

q תראה כך 

0 0 1

1 0 0

 
 
 
 
 

A של יש בלוקים ( B×ו B A×אחדות .(  

  

]ע עם ריבוי גאומטרי " ע0. 2 היא Aהדרגה של  ] ( )dim ker 2A n rank A n= − = − .   

  

2nיש לנו  . 0ע הוא "סכום הע, כמו קודם ,  שני ערכים עצמייםומכיוון שיש עוד, 0 פעמים −

,יש לנו , והמטריצה אינה מטריצת האפס , 0c c c−   . ע עצמיים" כע≠

  ניתן לרשום עם כן 



0 0

0dim 1

n

AB AB AB AB AB

AB

R V V V V V

V n

+ − ≥ −

≥

= ⊕ ⊕ = ⊕

= −
 . 

A,אם :הערה Bמטריצות  ,( )t t t
XAX XBX X A B X+ = + .  

אם , לכן
1 2
,q qי " תבניות ריבועיות המיוצגות ע

1 2
,A Aאזי ,  בהתאמה

1 2
q q+ היא תבנית ריבועית 

י "המיוצגת ע
1 2

A A+ .  

  

) יהיו :משפט ) ( )1 1
, ,..., ,

m m
A B A B כך ש { }, 1,...,

j j
A B n⊆ , ומתקיים

,
j j

j A B∀ ∩ ונניח , ∅=
1

j j

m

n A B
j

q q
=

1m אזי ∑= n≥ − .  

4n עבור –דוגמא  = -   

( ) { } { }( )
( ) { } { }( )
( ) { } { }( )

1 1

2 2

3 3

, 1,2 , 3,4

, 1 , 2

, 3 , 4

A B

A B

A B

=

=

=

 

 -כלומר 

0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

       
       
       = + +
       
       
       

  

  
   :הוכחה

U,אם  :למה W V⊆ תת מרחבים של V nו,  מימדיdim 1W n= אזי , −

dim dim 1U W U∩ ≥ − .  

) :הוכחה )dim dim dim dimn U W U W U W≥ + = + − ולכן , ∩

( )dim dim 1 dim 1U W U n n U∩ ≥ + − + = −.  

 אם :מסקנה
1 2
, ,...,

r
W W W 1 תת מרחבים ממימדn אזי  −

1 2
...

r
W W W n r∩ ∩ ∩ ≥   כי , −

( )
( )

1

1 2

dim 1

dim 2

...

W n

W W n

≥ −

∩ ≥ − . 

 נניח :הוכחת המשפט
1 1

..
m mn A B A B

q q q= + 2nנניח בשלילה . + m− ≥ .  

  

לכן 
n

V R
− ⊆ ,

0
0 |q V>  

1 1

0 n

A B
V R≥ ⊆ ,

1 1 1 1

0

0

0 |

...

0 |
m m m m

n

A B A B

n

A B A B

q V R

q V R

≥

≥

≤ ⊆

≤ ⊆

  

1nממימד ל "וכל התת מרחבים הנ 1mכ "סה. − 1n תת מרחבים ממימד + −  לכן חיתוכים ממימד ≤

0αלכן יש וקטור . ≥1 . אי שליליכי אז הוא גם שלילי וגם , אבל לא יכול להיות .  ששייך לכולם≠
  . סתירה



  
 נניח בשלילה כי :1באמצעות אלגברה ליניארית , הוכחה אלטרנטיבית

1 1 2 2
...

m mn A B A B A B
K K K K= ∪ ∪ ∪ .2m n≤   ).כל האיחודים הם זרים (−

1mנתבונן ב   .  נעלמיםn המשוואות הלינאריות ההומוגניות הבאות ב+

1

2

1 2
... 0

0

0

...

0
m

n

k
k A

k
k A

k
k A

x x x

x

x

x

∈

∈

∈

+ + + =

=

=

=

∑

∑

∑

 

1m, פ ההנחה"ע +n ונסמנו , ועל כן יש פתרון לא טריוויאלי, ≤
1
,...,

n
x x .נסתכל ב  

2

2 2

1

2 2

1

0 2 2

2 0

l

l

l l

m

i i i j i i j
i j l

i A
j B

m

i i j i
l i A j B

x x x x x x x

x x x x

≠ =
∈
∈

= ∈ ∈

 = = + = + = 
 

+ = >

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑∑ ∑ ∑

 . 

  
  . סתירה


