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 :תמורות

}ע ועל מהקבוצה " הינה העתקה חחn תמורה על :הגדרה }1,...,nפונקציית פרמוטציה. ( לעצמה( 

 :לדוגמא

( ) ( ) ( )3, 1 2, 2 1, 3 3n σ σ σ= = = =  

  .nאוסף התמורות על 
 
,י האותיות היווניות "תמורות מסומנות ע, כ"בד ,σ π τ)  משמאל לימין, טאו, פיי,  סיגמא–נקרא.( 

}התמורות על ' קב }1,...,nמסומנת כ 
n
S . 

 

שתי הצגות מקובלות לתמורה 
n
Sσ ∈: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 ...

1 2 3 ...

n

nσ σ σ σ
 
 
 

 

3nעבור  (:ל"בדוגמא הנ = .( 

1 2 3

2 1 3
σ

 
=  
 

 

 
 ?מה זה אומר. מכפלת מחזורים זריםהדרך השניה לרשום תמורה היא כ

( )( )1 2 3σ =  

 .) עובר לעצמו3, 1 עובר ל2, 2 עובר ל1(
 

הפעם ב, עוד דוגמא
5
S: 

( )( )

1 2 3 4 5

2 5 4 3 1

1 2 5 3 4

π

π

 
=  
 

=

 

נקודות ונקראים , ואז מספר שלא רשום באף מחזור חוזרים לעצמם, 1נהוג גם לא לרשום מחזור באורך 

 .  של התמורהתשב
 

תהי : הגדרה
n
Sπ 1ויהי . ∋ i n≤ )אם . ≥ )i iπ  .π של שבת' נק נקרא I אזי =

 
 : תמורותתהרכב

,
n
Sπ σ πקיימת ההרכבה . ∋ σo , ומוגדרת( )( ) ( )( )i iπσ π σ= . 

 
 :דוגמא
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( )( )
( )( )( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

125 34

15 23 4

1 1 5 1

2 2 3 4

...

π

σ

πσ π σ π

πσ π σ π

=

=

= = =

= = =

 

 אותם אחת ליד השניה נרשום –דרך אחרת לחשב את התמורה החדשה 

( )( )( )( )( )
( )( )
125 34 15 23 4

1 2435
 

 . כמו שראינו קודם, זה בעצם כפל, הרכבה של תמורות
 

עבור 
n
Sπ  :πשל ) או ההיפוכים (החילופים'  נגדיר את קב∋

( ) ( ) ( ){ }, :1 , ,T i j i j n i j i jπ π π= ≤ ≤ < ∧ >  

  מוגדר πהסימן של 

( ) ( )1 T

sign
ππ = −  

π אם זוגית תקרא ( ) 1sign π ) אם אי זוגית,= )si 1gn π = − 

 
 עבור 

( )( )
( ){ }
( ) ( )

3

1

12 3 ,

1,2

1 1

S

T

sign

π

π π

π

= ∈

=

= − = −

 

 . ת ההצטלבויותולספור א, קווים בין המספרים הזהים, זה לרשום את התמורה, )עדיפה (עוד דרך
 

  :עוד דרך לחשב את הסימן
  :טענה

תהי  .1
n
Sπ   .2 ניתנת להצגה כמכפלת מחזורים באורך π אזי ∋

2. ,
n
Sπ σ ) אזי ∋ ) ( ) ( )sign sign signπσ π σ= ⋅ 

)אם  .3 )i jπ ) אזי = ) 1sign π = − . 

 
 :דוגמא

( )( )125 34  

 ניתנת לכתיבה כ

( )( )( )12 25 34  

 , 2פ הטענה ה"ע

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( )

125 34 12 25 34 12 25 34

1 1 1 1

sign sign sign sign sign= = ⋅

= − − − = −
 

  תסומןπהתמורה ההפכית של 



 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 2 3 ...

1 2 ...

j i i j

n

n

π π

σ σ σ

−= ⇔ =

 
 
 

 

 .פשוט נהפוך את השורות, ה ההפכיתועבור התמור
 :לדוגמא

1

1 2 3 4 2 3 4 1 1 2 3 4

2 3 4 1 1 2 3 4 4 1 2 3

−
     

= =     
     

 

 :ועם מחזורים

( ) ( )1

1234 1432
−
=  

 )1 הולכים רוורס מה–נשים לב (
 

  .  אנחנו נצטרך להוכיח  מקרה פרטי של המשפט הכללי שנוכיח בשיעור:הערה לתרגיל
 



 12.3.2006, 2תרגול 
 

תהי 
n
Sσ  הגדרנו. ∋

 
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

, : ,

1
T

T i j i j i j

sign
σ

σ σ σ

σ

= < >

= −
 

 :נגדיר

( )
( ) ( )*

i j

i j
sign

i j

σ σ
σ

<

−
=

−
∏  

 :למה

1. ( )* 1sign σ = ± 

2. ( ) ( )*sign signσ σ= 

 :הוכחה

1. ( ) ( ) ( ){ } { }1 , 2 ,..., 1,2,...,n nσ σ σ  במונה ובמכנה יש מכפלה של כל ההפרשים. =

  .  לסימן)אולי(פרט , ולכן הכל יצטמצם, n...1של זוגות של מספרים שונים בין 

): נטען .2 ),i j Tσ∈מ " אמ
( ) ( )

1
i j

i j

σ σ−
<

−
? מדוע . 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , 0, 0

0

i j T i j i j i j i j

i j

i j

σ σ σ σ σ

σ σ

∈ ⇔ < < ⇔ − > − < ⇔

−
<

−

 

)מכיוון שהמכפלה בהגדרת  )*sign σ מי שמשפיע על הסימן הם רק האיברים שעבורם , 1± היא

המנה 
( ) ( )

0
i j

i j

σ σ−
<

−
ולכן , כלומר ההיפוכים, 

( )
( ) ( )

( ) ( )* 1
T

i j

i j
sign sign

i j

σ
σ σ

σ σ
>

−
= = − =

−
∏ 

 . כנדרש
 

 :משפט

,יהו 
n
Sσ τ ∈. 

1. ( ) ( ) ( )sign sign signστ σ τ= ⋅ 

2. ( ) 1sign id = 

3. ( ) ( )1sisign gnσ σ −= 

 
 :הוכחות



1. 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i j i j

i j i j k l i j

i j i j i j
sign

i j i j i j

i j i j k l i j

i j i j k l i j

sign sign

σ τ σ τ σ τ σ τ τ τ
στ

τ σ

σ τ σ τ τ τ σ σ τ τ

τ τ

σ τ

> >

> > > >

− − −
= = ⋅ =

− − −

− − − −
⋅ = =

− − − −

⋅

∏ ∏

∏ ∏ ∏ ∏

 

2. ( ) ( )
0

1 1
id
T sign id=∅⇒ = − = 

3.  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1

1

1 1

1 1

sign sign sign sign id

sign sign

sign sign

σ σ σσ

σ σ

σ σ

− −

−

−

⋅ = = = ⇒

= ⇒ =

= − ⇒ = −

 

 

חישוב סימן של תמורה
n
Sσ ∈: 

  למכפלת מחזורים זריםσנפרק את  .1
 נציג כל מחזור ככפל חילופים .2

 

)ניקח את המחזור , לדוגמא? עושים זאתאיך  ) ( )( )( ) ( )1234... 1 2 2 3 3 4 ... 1k k k= − .

 . נשים לב שקוראים את זה כהרכבת פונקציות מימין לשמאל
 

( ) ( )( )( )5123 51 12 23=  

 :ונראה כי , נבחין בחוקיות

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 .... 1 2 2 3 ... 1 1
k

sign k sign sign sign k k
−

= ⋅ ⋅ − = −  

 
 :נחוד חידה של תמורות

נאמר כי תמורה 
n
Sσ  אם 2 היא מסדר ∋

2 Idσ = ⇐ σ זרים היא מכפלה של חילופים. 

הראו כי כל תמורה 
n
Sσ  . 2היא מכפלה של שתי תמורות מסדר  ∋

ניקח לדוגמא ? למה.  σ שהיא מחזור אזי זה נכון לכל σ אם זה נכון עבור :הוכחת החידה

( )( ) ( )( )( )( )123 456 12 23 45 56σ = =. 

)נניח כי המחזור הוא . כ.ה.ב )123.,... k .נעביר קו באמצע. נרשום את זה כמעין פוליגון סגור וקמור ,

 ). 'שיקוף'מ ( ונשקף
 ?מה קיבלנו

( )( )( )( )12 3 4 1 5 ...k k k−  

  
 

 ניקח לדוגמא את . זרים קיימת קומוטטיביות בהכפלה של מחזורים :הערה למה שעשינו קודם



( )( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )( )

( )( )
1

2

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 1 2 2 3

4 5 6 4 5 5 6

7 8 7 8

1 2 4 5 7 8

2 3 5 6

id

id

σ

σ

σ
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=

=

=

=

=

=
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 . החידה קשורה לסימן של תמורה: רמז לתרגיל

 

] חלוקת פולינומים ב– בואו ונחלק פולינומים ]K X) Kה הוא שד.( 

 
 .  שיש אצלי באתרHOWTOכמו ב?  איך–מסתבר שאפשר לחלק פולינומים 

 

]יהיו  :משפט בואו ונוכיח –כמו שאנחנו אוהבים  ],f g K x∈ , אזי קיימים[ ],q r K x∈ כך 

0rש deg או = degr f< וg qf r= +. 

 :הוכחה

degאם  .1 degf g> 0 אזי ניקחq r ואת = g= ואז 

,deg deg degg qf r r g f= + = נניח ונרצה לחלק עם : לדוגמא. ☺וסיימנו , >

1xשארית את   ב−
4x , אזי( )41 0 1x x x− = ⋅ + − . 

2. deg degf g≤ . אםf כלומר ( פולינום קבוע
0

f f=) נגדיר את , ))מספר
1

0
q f g−= , ואז ⋅ 0qf g r= =. 

degנניח כרגע . חנו מבצעים חלוקה בו באמת אנ–וכעת למקרה המעניין  .3 deg 0g f≥ > .

 . gנוכיח באינדוקציה על דרגת 

degאם  1g degאזי , = 1f g,אזי , = ax b f cx d= + = יהי . +
a

q
c

= .

( )
a ad

fq cd x ax
c c

= + = ויהי , +
ad

r b
c

−
= gוקיבלנו כי , + fq r= + . 

1nנניח קיום חלוקה עם שארית עבור פולינומים מדרגה : הנחת האינדוקציה − וכעת עלינו , ≤
 . nלהוכיח זאת עבור פולינום מדרגה 

 ייה

 

0 1

0 1

...

...

0

n

n

k

k

g g g x g x

f f f x f x

k n

= + + +

= + + +

< ≤

 

 

נגדיר את 
1

k n
f gλ  נתבונן ב. =−



( )0 1

1 1

0 1 1

1 1

0 1 1

...

...

...

n k n k k

k

n k n k n n

k k

n k n k n n

k n

x f x f f x f x

f x f x f x f x

f x f x f x g x

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ

− −

− − + −

−

− − + −

−

= + + +

+ + + + =

+ + + +

 

:נגדיר פולינום  n k
h g x fλ −= degנשים לב כי . − 1h n≤ מאחר והמקדם של   (−

nx 

] קיימים פולינומים hמהנחת האינדוקציה עבור . )0 הוא hבפולינום  ],p r K x∈  

)0r deg או ש= degr f< ( כך שh pf r= ראינו כי , מצד שני. +
n k

h g x fλ −= ועל כן . −
n k

pf r g x fλ −+ =  ועל כן −

( )n kg p x f rλ −= +  . ל.ש.מ. +

 
 :הערות לתרגיל

n מטריצה ?מהי מטריצת פרמוטציה  n× , וכל ,  בלבד1שבה בכל שורה או עמודה יש רק
nלוח שחמט עם (. השאר אפסים n× , שבו ישnצריחים שלא יכולים לאיים אחד על השני ( . 

 
 . עם החלק של הדטרמיננטות לחכות –דטרמיננטה מי שעדיין לא הגדירו לו 



 

 

 19.3.2006 – 3תרגול 
 

 308חדר , בניין איינשטיין, 14 – 13'  יום ד–שעת קבלה 
 

 :תזכורת

]הוכחנו כי  ],f g F x∈אזי קיימים .  פולינומים[ ],q r F x∈כך ש g qf r= 0rוכן ,  + = 

degאו  degr f< . 

) :עובדה )deg deg degf g f g⋅ = + .  

 ? נשאל מתי פולינום מחלק אחר בלי שארית

] :טענה ]f F x∈ , אזיα שורש של f)  כלומר- ( ) 0f α )מ "אמ) = )x a−מתחלק ב f 

 .ללא שארית

x|נניח ש : 1כיוון  :הוכחה fα−)  מחלק אתfכלומר , ) ללא שארית( )f x qα= −  לאיזה ⋅

[ ]q F x∈ ,א "ז( ) ( ) ( ) ( )0 0f q qα α α α α= − ⋅ = ⋅ = 

]קיימים , פ התזכורת"ע . f שורש של αנניח : 2כיוון  ],q r F x∈ כך 

)ש ) ( )f x q r xα= − 0r וכן + ) או = )deg degr x a< מכיוון . −

)ש )deg 1x α−  . )0או ( הינו קבוע rאזי בהכרח , =

( ) ( ) ( )f q r rα α α α= − + =  

)אזי ,  שורשαאבל מההנחה ש ) 0f rα = ), ועל כן, = ) ( ) ( )f x x q xα= −. 

 

כלומר לכל , F יש שורש בFאם לכל פולינום עם מקדמים בסגור אלגברית  יקרא F שדה :הגדרה

[ ]f F x∈ קיים Fα∈כך ש ( ) 0f α = . 

 :נראה אם שדות שאנחנו מכירים סגורים אלגברית

Q עבור ( לא סגור אלגברית
2 2 0x − =( 

R עבור ( לא סגור אלגברית
2 1 0x + =.( 

3
Z עבור ( לא סגור אלגברית

2 2 0x − =( 

 

 .  סגור אלגבריתC :המשפט היסודי של האלגברה
 

]ויהי ,  שדה סגור אלגבריתF יהי :טענה ]f F x∈ מדרגה n .אזי יש לf n לאו דווקא ( שורשים

 .  גורמים ליניארייםnולכן הוא ניתן לפירוק כמכפלה של , Fב )שונים

1nיהי . לת הפולינום באינדוקציה על מע:הוכחה )אזי , = ) 0 1
f x a a x= 0אזי , +

1

a

a
 שורש של −

f וניתן לרשום ( ) 0

1

1

a
f x a x

a

 
= + 

 
. 

x, מטענה קודמת. αנניח , Fיש שורש בfל,  סגור אלגבריתf מכך ש:שלב האינדוקציה α− 

]יש , כלומר, fמחלק את  ]q F x∈ כך ש ( )f x qα= 1n מדרגה qמכך ש. − ש לו אז י, −

1n )והוא מתפרק ל,  שורשים− ) ( ) ( )1
...

n
q x C x xβ β= − ועל כן , −

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
...

n
f x x q x c x x xα α β β= − = − − − . 



 

 

 ). 0חוץ מפולינום ה( שורשים nהיותר  מעל שדה כלשהו יש לכל n לפולינום מדרגה תמיד: :טענה

] נניח  :הוכחה ]f F x∈ מדרגה n . 1נניח בשלילה שיש לוn  שורשים +
1 1
,...,

n
α α פ טענה "ע. +

)ניתן לרשום את , שראינו קודם ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1
...

n
f x x x x q xα α α += − − נשים לב כי מה . −

1nשרשמנו הוא פולינום מדרגה לפחות   .וזו סתירה , +
 

): דוגמא )( )2 6 9 3 3x x x x− + = − − . 

) הטבעי המקסימלי כך ש k הינו הα של הריבוי, f שורש של α יהי :הגדרה )kx α− מחלק את 

f . 

f  מחלק את הפולינוםg) אם בפירוק של ) ללא שארית,f gכל הגורמים ,  לגורמים ראשוניים

 . f אך בחזקה שהיא לפחות החזקה שלהם בg מופיעים גם בfשב

 

 : הערה לתרגיל
n
Sα ∈ . 

 
 דטרמניננטות

 .מוגדרות רק עבור מטריצות ריבועיות

( )n
A M F∈ .מגדירים: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
det ...

n

n n
S

A A sign a a aσ α σ
σ

σ
∈

= = ∑  

 :לדוגמא

11 12 13

31 33

... ... ...

...

a a a

A

a a

 
 =  
 
 

 

 :עבור התמורות הזוגיות

( )( ), 1 2 3 2 1 3id  

 
 :זוגיות-עבור התמורות האי

( ) ( ) ( )1 2 , 1 3 , 2 3  

 
 . ומכילה את איבר היחידה, ופכיסגורה לה, סגורה לכפל, קבוצה עם פעולת כפל: מהי חבורה

 
 :תכונות הדטרמיננטה

  :מולטי ליניאריות .1

11 1 11 1 11 1

1 1 1 1

1 1 1

... ... ...

... ... ...

' ... ' ... ' ... '

... ... ...

n n n

i i in in i in i in

n nn n nn n nn

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

     
     
     
     = ++ +
     
     
     
     

 

 :סגירות לכפל בסקלר .2



 

 

11 1 11 1

1 1

1 1

... ...

... ...

... ...

... ...

n n

i in i in

n nn n nn

a a a a

tta ta a a

a a a a

   
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detאזי ,  יש שתי שורות זהותAאם במטריצה  .3 0A = .  
 

 :דוגמא לטריקים בחישובי דטרמיננטות

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

7 8 9 4 2 5 4 6 6 4 5 6 2 4 6

1 2 3

0 2 4 5 6 0 2 0 0

1 2 3

= = + =

+ + +

+ = + ⋅ =

 

 

detאז ,  תלויות ליניאריתA אם השורות של :טענה 0A = . 
 

) :טענה )det dettA A= 

 . A נכונות גם עבור העמודות של 1-3 תכונות :מסקנה
 

 :הפעם אמור לעבוד תמיד, עוד דרך לחישוב דטרמיננטות

) תהי :הגדרה )n
A M F∈ .המינור ה,i j של A 1 הוא המטריצה מסדרn י " עA המתקבלת מ−

ומסומן על ידי , j והעמודה הiמחיקת השורה ה
ij
A . 

 iהנוסחה לפיתוח שורה 

( )
1

det 1
n

i j

ij ij
j

A a A
+

=

= −∑  

 :לדוגמא

1 2 4

3 1 0

2 7 5

 .1 נפתח על פי שורה - =

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 31 0 3 0 3 1
1 1 1 2 1 4

7 5 2 5 2 7

+ + +
− + − + −  

) תהי :דוגמא )n
A M F∈ל שהדטרמיננטה של "צ.  מטריצה משולשית עליונהA מכפלת איברי 

 . האלכסון

2n נתחיל ב:בסיס האינדוקציה, . באינדוקציה על גודל המטריצה:הוכחה =  . 
0

a b
A

c

 
=  
 

נזכר . 

0Aכי   ac b ac= −  .והטענה נכונה, =



 

 

פ "י פיתוח ע"נחשב את הדטרמיננטה ע.  משולשית עליונה בגודל כלשהוA תהי :שלב האינדוקציה
 )יש שם הרבה אפסים? למה (. 1  עמודה ראשונה
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 .ל.ש.מ
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 ?איך מחשבים את דטרמיננטת מטריצת ונדרמונדה
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= ⇒ 
 
 
  − 
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⇒
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 שימוש במטריצה

מצאו קבוצה אינסופית של וקטורים ב
nR כך שכל nלכל– איך –. ל" מהם בת i נגדיר 

i
x i= . ויהי

( )2 11 ... n

i i i i
v x x x ועל כן כל שורותיה , 0ששונה מ, ראינו קודם את הדטרמיננטה. =−

 . ל"בת
 
 

  : nבאינדוקציה על . באמצעות שיקולים שונים לחלוטין, בואו נחשב שוב את הדטרמיננטה של ונדרוונדה

( )

1 1

1

1 ...

,..., ,
...

1

n

n n

n n

n

x x

V x x x
x x

x x

=  

ואל ,  כאל משתנהxנתייחס ל
1
,...,

n
x xכקבועים  .( )1

,..., ,
n

v x x xפולינום ב x . נשים לב שאם

i
x x= 1 i n≤ לכן , 0ולכן הדטרמינטנה תהיה , נקבל במטריצה שתי שורות זהות, ≥

1
,...,

n
x x הם 

)שורשים של הפולינום  )1
,..., ,

n
V x x x . ראינו שאםα שורש של פולינום ( )p xא " ז

( ) ( ) ( )p x x q xα= מכך ש, במקרה שלנו. −
1
,...,

n
x x שורשים של V ,נובע ש: 

( ) ( )1 1
1

,..., , ,..., ,
n

n n j
j

V x x x a x x x x x
=

= −∏  

 



ושם מעלתו היא לכל ,  מופיע רק בשורה האחרונהx מכך ש–ינום ננסה לברר את דרגת הפול, ראשית

)גם . nהוא ממעלה ) הפולינום(נובע שדרגת הדטרמיננטה , nהיותר  )
1

n

j
j

x x
=

 הוא פולינום ממעלה ∏−

nב x . מכאן נובע- aלא תלוי ב x) דרגתו כפולינום בx 0 היא .( 
 

I.  0נציבx  :ואז, =

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1
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1

1

1 1

1 1
1
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1 ...

,..., ,0 1
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1 0 0 0
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n By Last Linen
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)ראינו כי  ) ( )1
1

,..., ,
n

n j
j

V x x x a x x
=

= 0xנציב . ∏− ונקבל , =

( ) ( ) ( )1
1 1

,..., ,0 0 1
n n

n

n j j
j j

V x x a x a x
= =

= − = −∏ ∏ 

)כי ? מה אנו רואים כאן בעצם )1
,...,

n
a V x x= 

 :והנוסחה האינדוקטיבית שהגענו אליה היא

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1

,..., , ,...,
n

n n n n j
j

V x x x V x x x x+ +
=

= −∏  

 
 :נוכיח באינדוקציה את הנוסחה שבתרגיל

2n = - 
1

2 1

2

1

1

x
x x

x
= − . 

)נניח כי  ) ( )1
1

,...,
n j i

n j i

v x x x x
≥ > ≥

= : שלב האינדוקציה. ∏−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1 1 1 1 1
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x x
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= ≥ > ≥ =
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−
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∏
 . כנדרש

 

) עבור :הגדרה )n
A M F∈יר את המטריצה המצורפת של  נגדA: 

( ) ( )1 k j

kjjk
adjA A

+
= −  



) :טענה ) ( )
0

0

A
A adjA adjA A A I

A

 
= = =  

 
 

 

det אם :מסקנה 0A ו,  הפיכהA אזי ≠
1 adjA

A
A

− = . 

 

) עבור :כלל המכפלה ),
n

A B M F∈מתקיים AB A B= . 

0A⇐הפיכה A :מסקנה ≠ . 

קיימת,  הפיכהA מכך ש:הוכחה
1A−

ומתקיים, 
1AA I− מכיוון ש. =

1 1AA I− = = ,

וגם
11 A A−= , הדטרמיננה של , ועל כןA ומתקיים, 0 אינה

11A A
−− = . 

 
  ניקח מטריצה:דוגמא
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), A תכונות שקולות עבור מטריצה – סיכום )n
A M F∈ 

I. Aהפיכה  

II. 0A ≠ 

III.  שורותAל" בת 
IV.  עמודותAל" בת . 

 נגיע למטריצה עם שורת Aי פעולות אלמנטריות על שורות "אז ע, ל" תAאם שורות ? II⇔IIIלמה 

0Aואז, אפסים היא פונקציית ' הדט, כידוע. כלומר הם מהוות בסיס, ל" בתAשורות , אחרת.  =

0נפח  . ולכן לא מתאפסת על בסיס, ≠
 

 מטריצות מעל חוגים
 ?מה זה בכלל חוג

 :כך ש, )חיבור וכפל( פעולות סגורות 2 עם פעולות R'  חוג הוא קב:הגדרה
I.  החיבור 

a. קומוטטיבי 
b. אסוציאטיבי 
c.  0קיים 
d. קיים נגדי 



II. הכפל 
a. אסוציאטיבי 
b. קיים איבר יחידה 
c. )הכפלאו קומוטטיביות של, לא קיים הפכי כפלי  .( 

III. דיסטרבוטיביות 
 

 IIהגדרה 
 .  אם הכפל בו קומוטטיביחוג קומוטטיבי  ייקרא Rחוג 

 
 :דוגמאות

 שדה •

 )1±-איברים הפיכים  (Zהשלמים  •
, nלכל  •

n
Z)חוג קומוטטיבי.( 

).F מעל שדה nמטריצות ריבועיות מסדר קבוע  • )n
M F) .איברים ) . לא קומטטיבי

0 מטריצות עם דטרמיננטה–הפיכים  ≠ . 

] Fחוג הפולינומים מעל שדה  • ]F X -איברים הפיכים .  חוג קומוטטיבי

:( ) 0,p x c c F= ≠ ∈ . 

 

)נוכל להגדיר כרגיל ל. י חוג קומוטטיבRיהי  )n
A M R∈ את  

): דטרמיננטה • ) ( )
1n

n

i i
S i

A sign a σ
σ

σ
∈ =

= ∑  )לא צריך שוב דבר שאין בחוג(∏

)המטריצה המצורפת  • ) ( )1 k j

kjjk
adjA A

+
= − 

 ) נדרשים לקומוטטיביות–נשים לב (עמודה / פיתוח לפי שורה  •
 

 : טענה

Rחוג קומוטטיבי  ,( )n
A M R∈ . אםAהפיך ב R , אזAהפיכה ב ( )n

M R . 

 
 :טענה

F שדה [ ]( )n
A M F X∈) דוגמא :

3 25 12 1

1 10

x x x
A

x

+ − − 
=  − 

 . 

0A הפיכה שקול לAאזי   .0 ממעלה ≠

 החהוכ

⇒  0A 0Aא " ז0 ממעלה ≠ c F= ≠ ∈ .Aהפיך ב [ ]F xפ הטענה הקודמת " ועA הפיכה 

]ב ]( )n
M F x 

] נניח ⇐ ]( )n
A M F x∈ונניח בשלילה ,  הפיכה( )A p x=1 פולינום מדרגה גדולה או שווה ל  .

קיימת ,  הפיכהAמכך ש
1A−

 המקיימת  
1AA I− = .( ) ( )1 11 AA A A p x q x− −= = = ⋅ . 

  סתירה–ום קבוע והתוצאה היא פולינ, 1יש לנו פולינום ממעלה גדולה או שווה ל
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) :משפט האפסיות של סילבסטר ),
n

A B M F∈ , אזי

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }min ,rank A rank B n rank AB rank A rank B+ − ≤ ≤ 

 
 :תזכורת

( ) ( )1 i j

ij jiij
adjA a A

+
= −  

 
 

 :ושימושים של דטרמיננטות, הגדרות, טענות
 :17הוכיחו שהדטרמיננטה הבאה מתחלקת ב

2 0 6 0 4

5 3 2 2 7

2 5 7 5 5

2 0 9 2 7

7 8 4 2 1

, לדוגמא. (17אזי כולם מתחלקות ב,  קוראים את השורות כמספר  אם–טיפ . 

 ).17מתחלק ב, 20604
 :נעבוד על פי עמודות

 עמודה 10,  עמודה שלישית100,  עמודה שניה1000,  עמודה ראשונה10,000נוסיף לעמודה השמאלית 
נה את ואז אפשר להוציא מהעמודה הראשו, 17העמודה השמאלית תהיה מספר שמתחלק ב. רביעית
 .  17הגורם 

 
 

 :ועוד קצת דחקיות מטריצות

1 2 3 ...

2 3 4 ... 1

3 4 5 ... 2

...

1 2 2 1

1 2 3 ...

1 1 1 ... 1
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 :ועוד אחת



1 1 0 0 0
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 :הכללה

1
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0 1 ... 1 0
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n
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−

∆ = −

−

−

 

 :טענה

1
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1

1

n n n n

x

x − −

∆ =

∆ = +

∆ = ∆ + ∆

 

 ). אזי באמת המטריצה הראשונה היא מטריצת פיבונאצי, נשים לב שאם הטענה נכונה(
 .  נפתח לפי שורה ועמודה :דוע הטענה נכונהמ

1
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1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 ... 1 0

0 0 1 ... 1

0 0 0 1

n
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x

x

x

−

∆ = −

−
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 . ואחרי לפי עמודה אחרונה,  נפתח על פי שורה אחרונה–איך עושים 
 

 ):והוכחה לאחריה (:טענה
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  :Aדרגה של 
 .עמודות בלתי תלויות/ מקסימלי של שורות ' הגדרנו כמס
r תת מטריצה A מקסימלי כך שיש בr: ר גם כניתן להגדי r×הפיכה  . 

 .  תת מטריצהשקיימתאלא , תת מטריצהכל חשוב להבין שלא מדובר על 
 

 :עוד משהו

*
,

0

A
E E A B

B

 
= = ⋅ 
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)A , B ,* ,מטריצות הם – 0ו .( 
אזי , מעליו לא מעניין, 0מתחתיו , יש מטריצותשעל האלכסון ,  אם יש לי מטריצה ,באופן כללי

 . הדטרמיננטה של המטריצה כולה תהיה מכפלת הדטרמיננטות של הבלוקים
 

) :טענה )A adjA A I=. 

 . A של i שבה רשומה השורה הk פרט לשורה הA מטריצה הזהה לA'נסמן ב :הוכחה

'ברור כי  0A  . kנפתח על פי השורה ה. כי יש בה שתי שורות זהות, =
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0 ' 1 1
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j j

A a A A
+ +
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 .  זהות'A וk ,A פרט לשורה ה-*

iיהי  k≠ . נחשב את( ) ( ) ( ) *
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j k

ij ij kjik jk
j j

AadjA a adjA a A
+

= = − =∑ ∑ 

  . על פי החישוב הקודם-* 
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ij ij developbylineiii
j

AadjA a A A
+
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 :קשור למטריצת ונדרוונדה, משהו נחמד

 :'אינטרפולציית לגרנגז

יהיו 
1
,...,

n
α αמספרים שונים  ,

1
,...,

n
β βקיים פולינום .  כלשהם( )p x 1 מדרגהn  כך ש −

( )i i
p α β= . 

אנו מחפשים , כלומר
0 1
,...,

n
c c  שיגדירו את −

1n
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1

0

n
i

i
i

p x c x
−

=

כך , ∑=

)ש )j j
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אנו מחפשים , א"ז
0 1
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n
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p cα α β
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= =∑ . 

 :כלומר
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עבור 
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α α יחידואפילו (ולכן קיים פתרון ,  ראינו כי המטריצה הפיכהשונים.( 
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)כי במונה מופיע הגורם ( )k k
α α−( . 

 :נגדיר

1,

0,
ij

i j

i j
δ

=
= 

≠
 

 ,כלומר

( )i j ij
q α δ=  

 :נגדיר

( ) ( )
1

n
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p x q xβ
=
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 , נשים לב
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i

p q
α

α β α β
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 .  וסיימנו☺
 

):טענה ) ( )1
,...,

n
q x q x1ל כאיברים במרחב הפולינומים מדרגה " בתn − ≥ . 

 נניח בשלילה שקיימים :הוכחה
1
,...,

n
c c F∈ כך ש ( )

1

0
n

i i Polinom
i

c q x
=

נראה ש . ∑≡

1
... 0

n
c c= = ל את "ל הנ"לשם כך נציב בצ. =
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( )* **
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0
n

i i j j
i

c q cα
=

= =∑  

  . 0לפי ההנחה שמדובר בפולינום ה(*) 

0המחובר היחיד ה(**)  i הוא כאשר ≠ j=. 

 

)ועל כן , 0ל הם "ראינו כי כל המקדמים בצ ) ( )1
,...,

n
q x q xמכיוון שמדובר ב. ☺. ל" בתn וקטורים 

 . הקשר בין הבסיס הסטנדרטי לבסיס הזה מה – נשאל את עצמנו. מדובר בבסיס,  מימדיnל במרחב "בת
 

 :אזי ניתן להציגו כ, ולינום כלשהופ pיהי 
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1

n
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i

p x p q xα
=

=∑  

)סתכל על הפולינום הקבוע נ )0
1p x ≡ . 
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 . יבלנו שמטריצת מעבר הבסיס היא מטריצת ונדרוונדהק
 

 . ידחה בשבועכנראה . חומר מהכיתה :בוחן 
 



 2006.423., 6תרגול 
 :פתרון התרגיל

)נתונה  ):
n

G M F F→ .נתון: 

1. ( ) ( )( )G AB G A B= 

2. ( ) 1G I = 

)צריך להוכיח כי  ) ( )G A g A= עבור :g F F→ כפלית  . 

detG: דוגמא AB מקיימת.= A B= ,I , ואזg id= . 

 
 למטריצה אלכסונית אם אלכסון של Aניתן להביא את , י פעולות אלמנטריות"ע? מה האסטרטגיה בפתרון

0,1 . 

 :ואז מתקיים

A B

A E D Eα α
α α∈ ∈

=∏ ∏  

A,ר כאש B המטריצות . סופיותEα ל ,A Bα∈אלמנטריות  .D על האלכסון0,1 אלכסונית עם . 

 
 :פעולות אלמנטריות

 -  λ בiכפילת שורה  .1
i

T λ
 

 - I פעמים לשורה j λהוספת שורה  .2
ij

S λ
 

 
 :מהכפליות, מתקיים

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* i ij
A B

G A G E G D G E G T G S G Dλ λ
α α

α α∈ ∈

= =∏ ∏ ∏ ∏  

שלא כל כך מעניינים , המכפלה היא של מספר איברים.  יש קומוטטיביות ברגע שעברנו לשדה-(*)
... 

 נזכר כי 

, , ,
i ij

A B i i j

A E D T S Dλ λ
α

α λ λ∈ ∪

= =∏ ∏ ∏  

1נזכר כי 
ij

S λ וכי ,  תמיד=
ij

T λ λ= ,ועל כן 

A Dλ=∏  

 
 

)צריך להראות כי  ) ( ), ,
i j

i j G T G Tλ λ∀ = . 

נגדיר 
,i j

P כמטריצה שמחליפה את השורות I,jכשמכפילים מימיןואת העמודות,  כשמכפילים משמאל  . 

 
 :נשים לב כי

j ij i ij
T PT Pλ λ= . מהכפליות שלG מתקיים 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

*j ij i ij ij i i
G T G P G T G P G P G T G Tλ λ λ λ= = = 

 מכיוון ש–(*) 
2

ij
P I= ועל כן ( ) ( ) ( )

2
2 1

ij ij
G P G P G I= = = 



 

g:נגדיר את הפונקציה F F→י " ע( ) ( )i
g G T λλ )מוגדר היטב כי . ( = ) ( )i j

G T G Tλ λ= 

 

): 1נראה איך היא מתנהגת עבור  ) ( ) ( )11 1
i

g G T G I= = = 

: נראה כי היא גם כפלית

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
g g G T G T G T T G T gλ µ λ µ λµλ µ λµ= = = = 

 :נראה כי, כעת

( ) ( )1ij ij
G S G Sλ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1 1

1
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   = ⇒ = = =   
   

  = = 
 

 

):נראה כי, כעת )21 2

ij ij
S S= 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 0 1

ij ij ij

ij ij ij ij

S S S

G S G S G S G S

λ µ λ µ+=

= = ⇒ = ∨
 

)כי  ? 0למה זה לא  ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1
ij ij ij ij

G S G S G I G S G Sλ− = = ⇒ = = 

 
 נזכר כי: מה עכשיו

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , ,

i i j
i i j i i

G A G T G S G D g G D g G D
λ λ

λ λ λ λ

λ λ = = =  
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Dאזי ,  הפיכהAכאשר  I= ,ואז : 
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0Aכמובן ש.  על האלכסון0 אלכסונית עם D ,אחרת )לכן נרצה להראות כי . = ) ( )0G A g= .

 .0נראה ששניהם שווים ל

( )0 0g a לכל = F∈ . 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0g g a g a g= ⋅ =  

)ועל כן או ש )0 0g ) או ש = ) 1g a  .  וזה מקרה טריביאלי=

)עכשיו צריך להראות ש ) 0G D  .  אחד על האלכסון0 אלכסונית עם לפחות D עבור =

 :Dב) k(על מספר האחדות , באינדוקציה 



0Kעבור  0כלומר , =
n n

D במקרה זה .  בסיס האינדוקציה- =×

( ) ( ) ( ) ( ), 0 0 0A G G A G A G∀ = = ⋅ )ואז מתקיים , = )0 0G  מתקיים A או שלכל =

( ) 1G A )נניח ש. = )0 0G = . 

1kעבור  = ,
i

Dחוץ מבמקום ה,  אפסים תהי המטריצה שכולהi,I , 1שם. 
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D D D G D D D G

G D G D G D
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י הכפלה במטריצות "ע', מטיעון דומה לסעיף א
ij

P ,( ) ( )1
.... 0

n
G D G D= = = . 

 ...כך באינדוקציה
 
   



 :הגדרות

)תהי  )n
A M F∈ ,Fλ∈ .λ יקרא ערך עצמי של A 0 אם קיים nv F≠  כך ש ∋

Av vλ= , ואזv יקרא וקטור עצמי של A . 

T:אם , בדומה V V→נ אזי " טרלFλ∈0ע אם קיים " ע v V≠ ) כך ש∋ )T v vλ= ואז v 

 .Tע של "יקרא ו
 
 ).י מטריצות"כ נעבוד עם ההגדרה ע"בד: הערה(

) :הגדרה )n
A M F∈ ,Fλ∈ , המרחב העצמי שלλמוגדר כ { }:nV v F Av vλ λ= ∈ = .

0 גםנשים לב כי Vλ∈ .  

 :דוגמא

עבור 
1 2

2 4
A

 
=  
 

 ,0λ 0Av המקיים vנחפש , = v= ,  כלומר
1 2 0

2 4 0

x

y

    
=    

    
 

 :כלומר

0

2 2 0

1 2 4 0

x y
V sp

x y

− + =   
= ⇐    + =   

. 

2 0 2
0

1 0 1
A

− −     
= =     

     
 

1λננסה עבור  1Av כך שvנחפש . = v v= , כלומר. =

{ }1

1 2 2
0

2 4 2 4 0

x x x y x
V

y y x y

+ =     
= ⇔ ⇒ =     + =     

 

 ).אין וקטור עצמי, קיצר(

5λננסה עבור  = 

5

2 5 2 4 1

2 4 5 2 2

x y x y x
V sp

x y y x y

+ = =     
⇒ ⇒ =    + = =    

 

 
 ? Aע של " איך מוצאים ע–) חשובה: (שאלה

λ 0 קיים⇔ ערך עצמיv Av המקיים ≠ vλ= ⇔( ) 0A I Vλ− = ⇔ 0A Iλ− =. 

 
 :עבור הדוגמא הזו, נחשב

( )( )

( )2 2

1 2 1 0 1 2
1 4 4

2 4 0 1 2 4

4 5 4 5 5

A I
λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ

−     
− = − = = − − − =     −     

− + − = − = −

 

 

} ⇔ Aע של " עλ, כלומר }0 0V A Iλ λ≠ ⇔ − ≠ . 

 

) עבור :הגדרה )n
A M F∈ נגדיר את  ( )A

P X A xI=  . A הפולינום האופייני של −

 

λע של " עAמ " אמλ שורש של ( )A
P x . 

 



) :הגדרה )n
A M F∈  אם קיימת )  ניתנת ללכסון(לכסינהתקרא( )n

P M F∈ הפיכה כך ש 

1P AP D−  . Aע של " הם הוP ועמודות Aשל ע " הינם הערכים העDאיברי במקרה זה .  אלכסונית=
 

 יש בסיס של וקטורים עצמיים A נניח כי ל:הסבר
1
,...,

n
v v עם ערכים עצמיים 

1
,...,

n
λ λ . 
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 :דוגמא חדשה

1 2

0 3
A

 
=  
 

 

 :מהו. נחשב פולינום אופייני? מה נעשה קודם

( ) ( )( )
1 2

1 3
0 3

A

x
P X A xI x x

x

−
= − = = − −

−
 

 . 1,3ועל כן הערכים העצמיים הם 

1λעבור . בואו נמצא את הוקטורים העצמיים 1Av המקיים vמחפשים , = v v=  :כלומר, =

1

1 2 2 1

0 3 3 0

x x x y x
v sp

y y y y

+ =       
= ⇔ ⇒ =      =       

 

3λעבור , כעת = 

3

2 3 1
3

3 3 1

x y x
Av v x y V sp

y y

+ =   
= ⇔ = ⇔ =  =   

 

 

 :עתכ
1

1 1 1 1
,

0 1 0 1
P P−

−   
= =   
   

 

 :צריך להתקיים 

1
1 0

0 3
P AP−  

=  
 

 

 
 :לדוגמא.  לא?אם כל מטריצה ניתנת ללכסוןה



1 4

0 1
A

 
=  
 

 

( ) ( )2
1 4

1
0 1

A

x
P x x

x

−
= = −

−
 

. אזי על המטריצה האלכסונית הדומה לה היו מופיעים שורשי הפולינום האופייני, נה היתה לכסיAילו א

כך ש ,  הפיכהPקיימת , ואז
1A I P AP I−= ⇔ Aכי ( וזו סתירה  = I≠( . 

 

A, :תזכורת. ע"ולכן גם אותם ע, יש אותו פולינום אופיינילמטריצות דומות  • B דומות 

 הפיכה כך ש P קיימת ⇔
1P AP B− = ⇔ A,Bנ ביחס " מייצגות אותו טרל

 . לבסיסים אחרים
 

) תהי :טענת עזר )n
A M F∈ , ונסמן את( ) ( ) 1

1 0
1 ...

n n n

A n
P x A xI x t x t−

−= − = − + + + 

 :אזי 

1. 
0

t A=  

2. ( )1n
t tr A− = 

 
 ):1נוכיח רק את ( ?למה

0xעבור   מתקיים =
0

A t= . 

 
ואותה ,  דטרמיננטה, ועל כו אותם ערכים עצמיים, ו פולינום אופיינימטריצות דומות יש אות :מסקנה
 . עקבה

 
.  לאו דווקא?דומות, ועקבה, דטרמיננטה, ערכים עצמיים, ות שיש אותו פולינום אופייניהאם למטריצ

 :לדוגמא

1 4 1 0
,

0 1 0 1

   
   
   
.  
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( )n
A M F∈ ע של " יש בסיס של ו⇔ לכסינהA . 

 

נתבונן ב?  האם תמיד יש ערכים עצמיים–שאלה 
0 1

1 0
A

 
=  − 

 . R מעל 

( ) 2
1

1
1

A
P A I

λ
λ λ λ

λ
−

= − = = +
− −

 

 .  לא לכסינהAכן ול, ולכן אין גם ערכים עצמיים, רשים אין שוRמעל 
 . והמטריצה לכסינה, ±i - יש שורשים Cמעל 

 
 . לכסינות תלויה בשדה :כלומר

 
 תנאי נוסף ללכסינות מטריצה

( )n
A M F∈ , Fλ∈ ע של "עA. 

) הינו המעלה של הגורם λ של הריבוי האלגברי : הגדרה )x λ−א של " בפA . 

 ?vλמהו . vλ הינו המימד של המרחב העצמי λ של  הריבוי הגאומטרי :הגדרה

{ }|nv v F Av vλ λ= ∈ =  

א "והפ, הגאומטרי שווה לריבוי האלגברי הריבוי λמ לכל ערך עצמי " לכסינה אמA :משפט

 . מתפרק לגורמים ליניאריים
 

 :דוגמא

( ) ( ) ( )2

1 0 3 1 0 3

0 1 0 , 0 1 0 1 2

0 0 2 0 0 2

A
A P A I

λ
λ λ λ λ λ

λ

− 
 = = − = − = − − 
  − 

 

1λהריבוי האלגברי של . (1,2הערכים העצמיים הינם , כלומר 2λושל , 2 הינו =  ). 1 הוא =

1λעבור  Av נפתור = v=: 

( )1 1

1 0 3

0 1 0

0 0 2

3 1 0

0, 1 , 1 ,dim 2

2 0 0

x x

y y

z z

x z x

y y z v sp v

z z

    
    = ⇔    
    
    

+ =      
     = = = =     

     =      

 

1λעבור   . ריבוי גאומטרי= הריבוי האלגברי =

2λעבור  2Av נפתור = v=: 

2

3 2 3

2 0, 0

2 2 1

x z x

y y y v sp

z z

+ =    
   = = =   

   =    

 

2λגם עבור   .ולכן המטריצה לכסינה,  הריבוי האלגברי שווה לריבוי הגאומטרי=



 

) אם :הערה )n
A M F∈ תחתונה( משולשית עליונה (( ) ( ) ( )11

...
A nn
P x x a x a= − ⋅ ⋅ − 

 הם Aע של "והע
11
,...,

nn
a a . 

 
 :לא ישעמםש, דוגמא נוספת

1 3 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 =  
 
 

( ) ( )2

1 2
A
P x x= − −  

1λעבור  =  

1

1 3 1

, 0 1 0

0 0 2

3 0 1

0

2 0 0

x x

Av v y y

z z

x y z x y

y y v sp

z z z

    
    = =    
    
    

+ + = ⇒ =    
   = =   

   = ⇒ =    

 

 . ולכן היא לא לכסינה, )2(שונה מהריבוי האלגברי ) 1(אנו רואים כי הריבוי הגאומטרי 
 

) עבור :הגדרה )n
A M F∈ של הפולינום המינימלי A , המסומן( )A

m x הינו הפולינום המתוקן 

 . Aהדרגה המינימלית המאפס את בעל 
 :משפטים

|אזי , A פולינום המאפס את gאם  .1
A
m g. 

 . מאפסת את הפולינום האופייני שלה כל מטריצה : המילטוןמשפט קיילי .2

| - 2 ו1מסקנה מ .3
A A
m p . 

4. ( )n
A M F∈ ⇐ ( )|

n

A A
p m . 

 

 ב:מסקנה
A
mוב 

A
pיתכן בריבוי שונה( )כלומר אותם שורשים(ורמים ליניאריים  אותם ג( . 

 :דוגמאות

1. ( )2
1 0

1
0 1

I
p x I

 
= − ⇐ =  

 
)הפולינום המינימלי הוא .  )1x )או  − )21x − .

1xמכיוון ש  . הוא המינימלי,  עובד−

2. 
1 4

0 1
A

 
=  
 

. ( ) ( )2

1
A
p x x= )הפולינום המינימלי הוא  . − )1x )או  − )21x − .

1x )זהולכן ,  לא עובד− )2

x I−  ,שבאמת עובד . 

3. ( ) ( ) ( )2

1 0 3

0 1 0 , 1 2

0 0 2

A
A p x x x

 
 = = − − 
 
 

נימלי הוא האופציות לפולינום המי. 

( )( )1 2x x− ) או − ) ( )2

1 2x x− )במקרה הזה . − )( )2A I A I−  .  עובד−



( )( )
0 0 3 1 0 3

2 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

A I A I

−  
  − − = − =  
  
  

 

4. ( ) ( )2

1 3 0

0 1 0 , 1 2

0 0 2

A
A p x x

 
 = = − − 
 
 

)כאן ,  )( )2A I A I− ,  לא עובד−

)וצריך באמת את  )( )2A I A I− − . 
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 )6( מתרגיל קודם 6שאלה 
 

6 .( ),
n

A B M F∈ . נסמן

1 0

0
n

a

D

a

 
 

=  
 
 

O עבור 
1
,...,

n
a a . אםBD DB= אזי B 

 .אלכסונית

ABו, ע שונים" עn לכסינה עם A. ב BA= אזי ,A Bלכסינות במשותף . 

 
  הפיכה כך ש Pמהנתון קיימת 

 

1

1

1

:

...

0

0
n

n

a

P AP D

a

a a

−

 
 

= =  
 
 

≠ ≠

O
 

צריך להראות בעצם כי 
1P BP−

לשם כך נראה כי .  אלכסונית גם כן
1P BP−

 ואז D מתחלפת עם 
 . ים שהיא אלכסוניתרוא' מסעיף א

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1P BP D P BPP AP P BAP P ABP P APP BP D P BP− − − − − − − −= = = = =  

  
 
 

) תהי :טענה )n
A M F∈ .Aא של "מ הפ" דומה למשולשית עליונה אמA מתפרק למכפלת גורמים 

 .ליניאריים
 :הוכחה

⇐ A דומה למשולשית 

1

...

n

B

λ

λ

 
 =  
 
 

  

( ) ( ) ( ) ( )1
...

A B n
P x P x x xλ λ= = − −  

)כלומר , ל" מתפרק כנAא של " נניח הפ⇒ ) ( ) ( )1
...

A n
P x x xλ λ= − יהי . −

i
v הוקטור 

המתאים ל
i
λ) 0

i
v  נשלים את. )≠

1
v לבסיס של 

nF :{ }1 2
, ,...,

n
B v u u=. 

[ ]

1
* * *

0

0 '

0

B
A

A

λ 
 
 =
 
 
 

 

[ ] [ ] ( ) ( )( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )
1 2,

* 1 '

...
B

B

A nA A A B are similar

AA

P P x x x x

P x x P x

λ λ λ

λ

= = − − ⋅ ⋅ −

= −
 



 אם –(*) 

1

0 ...

0 .
n

c

C

c

 
 =  
 
 

) 
1
c  אזי , ) הוא בלוק בגודל כלשהו

( ) ( ) ( )
1 2

...
nC c c c

P P x P x P x= ⋅ ⋅. 

 
 :ועל כן

( ) ( ) ( )' 2
...

A n
P x x xλ λ= − ⋅ ⋅ −  

)קיימת ,  כלומר–דומה למשולשית עליונה A', מהנחת האינדוקציה )1
'

n
Q M F−∈ הפיכה כך 

)ש ) 1

' ' ' _ : 'Q A Q upper triangular E
−

= ניקח את . =

1 0 0 0

0

0 '

0

Q
Q

 
 
 =
 
 
 

 ואז 

[ ]

1

1

* * *

0

0 '

0

B
Q A Q

E

λ

−

 
 
 =
 
 
 

. 

 
 :הגדרות

( )n
A M F∈ , Fλ∈ ע של "עA. 

) הינו המעלה של הגורם λ של הריבוי האלגברי : הגדרה )x λ−א של " בפA . 

 ?vλמהו . vλ הינו המימד של המרחב העצמי λ של  הריבוי הגאומטרי :הגדרה

{ }|nv v F Av vλ λ= ∈ =  

 :למה

  ריבוי גאומטרי≥הריבוי האלגברי , λלכל ערך עצמי 

dimVכלומר , kהוא λ נניח כי הריבוי הגאומטרי של  :הוכחה kλ  וקטורים kכלומר קיימים , =

ל "בת
1
,..., n

k
v v F∈כך ש 

i i
Av vλ= . נשלים את

1
,...,

k
v v לבסיס של 

nF בשם B:  

{ }1 1
,.., , ,...,

k k n
B v v u u+=  

[ ]

1

...

0

0

k

B

C

A

D

λ

λ

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )
B

k

A DA
P x P x x P xλ= = −  



 . כנדרש, kלפחות  הוא λועל כן הריבוי האלגברי של 
 

 ? מתי זה לא יהיה שווה

• ( ) ( )22 1
, 2

0 2
A

A P x x
 

= = − 
 

בשביל לבדוק . 2 הוא 2ועל כן הריבוי האלגברי של , 

2Avאת הריבוי הגאומטרי נפתור  v= 

2

2 1
2

0 2

2 2

2 2

1

0

x x

y y

x y x

y y

V sp

    
= ⇔    

    
+ =

=

⇔

  
=   

  

 

 . 1אנו רואים שהריבוי הגאומטרי הוא 
 

): עוד דוגמא  ) 2
0 1

, 1
1 0

A
A P x x

 
= = + − 

  ). Rמעל (ואז אין ערכים עצמיים , 

 

) :תרגיל )n
A M F∈ ,n>1 ,( ) 1rank A  לכסינה או A: ל "צ. =

nA = 

) פתרון ) 1rank A 0 קיים ⇐= nv F≠ 0Av כך ש ∋  .ע" ע0ולכן . =

? 0ג של "מהו הר

{ } ( )0
dim dim : 0 dim 1V v V Av KerA n rank A n= ∈ = = = − = ג הוא " לכן הר−

1nלפחות  1nהוא יכול להיות או  (. − סכום הריבויים האלגבריים של הערכים העצמיים  (). n או −
nשל מטריצה  n× הוא לכל היותר n – כי הפולינום האופייני הוא מסדר n , ועל כן ניתן לפרק אותו לכל

 ).  גורמים לינארייםnהיותר ל
 

 :ן האפשרויות ה

1n הוא 0א של "הר .1 1n הוא 0ג של "ראינו כי גם הר. −  – n הוא מדרגה Aא של " הפ- −

ומתחלק ב
1nx −

)כלומר ,  ) ( )1n

A
P x x q x−= )מכך ש. ⋅ )A

P x מדרגה n נובע כי ( )q x 

)מכך ש, בנוסף, 1מדרגה  )A
P x פולינום מתוקן נובע כי ( )q x x µ= כלומר . µ לאיזה −

( ) ( )1n

A
P x x x µ−= כי יש  (1 הוא µומימד המרחב העצמי של , ע " הוא עµועל כן , −

1n ולכן לגבי , )כ ניתן להוסיף רק וקטור בלתי תלוי אחד"ובסה, 0ע "ל עם ע" וקטורים בת−
µהריבוי האלגברי שווה לריבוי הגאומטרי  . 

יש לנו : קצת הסבר
1 1
,...,

n
v v נניח בשלילה כי . 0ע "ל עם ע"ע בת"ו −

1 2
,u uמה . 1ע של "ו, ל" בת

 . לא יכול להיות, ל" וקטורים בתn+1? קיבלנו

), על כן   )A
P xריבוי גאומטרי = הריבוי האלגברי , 0ע " מתפרק לגורמים ליניאריים לגבי הע

 =1n  .  לכסינהA ⇐ 1= ריבוי גאומטרי = א " הרµלגבי . −

 



0λא של "הר .2 )ואז , 0 הוא = ) n

A
P x x= . 0 -ממשפט קיילי הילטוןnA  דרך . =

 -ון  המילט–להראות בלי קיילי 

0

~

0

*

0
A

 
 
 
 
 

O - כל הכפלה תוסיף עוד אלכסון של 

 . אפסים
 

U,, ו" מV :הגדרה W V⊆תת מרחב וקטורים  .V של סכום ישר יקרא uו w ומסמנים 

V U W= V אם מתקיים ⊕ U W= } ומתקיים + }0U W∩ = . 

U: הערה W+הם כל האיברים מהצורה  :{ }: ,U W u w u U w W+ = + ∈ ∈ . 

 

 :דוגמא
2V R= ,

0 1
,

1 0
W sp U sp

      
= =      

      
 

: עוד דוגמא
1 1

,
1 1

W sp U sp
      

= =      −      
 . 

 
 :משפטים

Vו" מ ,,U Wם וקטרויים תת מרחבי 

• V U W= ⊕ ⇔ kfk v V∈ קיימת הצגה יחידה כסכום 

, , ,v u w v V u U w W= + ∈ ∈ ∈ . 

• V U W= ⊕ ⇐  dim dim dimV U W= + . 
 

 :הגדרה

Vו " מU V⊆תת מרחב  ,:T V V→נ" טרל .U יקרא תת מרחב Tאם לכל  אינווריאנטי 

u U∈ ,Tu U∈ . 
 

 :דוגמאות
2V R= ,

1

0
U sp

  
=   

  
 ,2Tv v= . ברור כיU הוא Tאינווריאנטי  . 

 
  :עוד דוגמא

:T V V→אזי , נ" טרלker ,ImT T  Tאינווריאנטיות : 

KerT :  יהיkerv T∈ל " צkerTv T∈, 0 אבלTv 0ו, = kerT∈. 

ImT : Imv T V∈ ImTvל " צ⊇ T∈ - מהגדרה( ברור .( 

 
 

 :עוד דוגמא

( )n
A M F∈ ,vע "עם ע(ע " וλ( , אזי{ }sp v הוא Aאיבר כללי ב.  אינווריאנטי{ }sp v הוא 

) - ∋Fα לvαמהצורה  ) ( ) { }A v Av a v sp vα α λ= = ∈ . 

 . 1אינווריאנטי ממימד -Aמ " מגדיר תAע של מטריצה " ו⇐
 
 



נניח 
nV F=ו " מ ,,U Wמ" ת ,V U W= ), כמו כן, ⊕ )n

A M F∈ו ,U W A 

 ניקח בסיס . אינווריאנטי
u
Bל U ,ו

w
Bל W .⇐ 

u W
B B B=  . V בסיס ל∪

 ?B ביחס לבסיס Aאיך נראית 

{ } { }1 1,...,
,.., , ,

u l w l n
B u u B w w+= =  

 

1u
A U∈ , שכןU Aאינווריאנטי . 

1 1 1

2 1 1

1 1 1 1 1

1 1

...

...

0 ... 0 ...

...

l l

l l

l l l l n n

n l l n n

Au u u

Au u u

Aw W Aw u u w w

Aw w w

α α

β β

γ λ

δ δ
+ + +

+ +

= + +

= + +

∈ ⇒ = + + + + +

= + +

 

 

[ ]

[ ]

[ ]

1 1

1 1

| 0

0 |

Bu

l l

B

l l

Bw

n n

A u

A

A w

α β

α β

γ δ

γ δ

+ +

 
 = 
 

=  
 
 =
  
 

 

 . מטריצת בלוקים אלכסונית ? B ביחס לבסיס Aאיך נראית המטריצה , כלומר
 

א שניתן לפרק את "ז,  יש בסיס של וקטורים עצמייםAאם ל
nF לסכום ישר של n מרחבים A 

}. 1ממימד שכל אחד מהם , אינווריאנטיים } { } { }1 2
...n

n
F sp v sp v sp v= ⊕ ⊕ ביחס . ⊕

1הוא בגודל שכל בלוק ,  היא מטריצת בלוקים אלכסוניתAלפירוק זה  כי זהו המימד של ( ×1

{ }isp v( ,וזוהי בעצם מטריצה אלכסונית . 
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 :למה

,A B דומות ⇐ ,A cI B cI− c דומות לכל − F∈ 

A,: הוכחה B קיימת – דומות P הפיכה 
1B P AP−=ואז : 

( ) ( )1 1 1
P A cI P P AP P cI P B cI

− − −− = − = −  

 
 :4בשאלה '  סעיף ג–ואז 

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

A

 
 
 =
 
 
 

2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

B

 
 
 =
 
 
 

 

 :נסתכל על 

( )

1 1 0 0

0 1 0 0
3

0 0 0 0

0 0 0 1

3 3

B I

rank B I

− 
 − − =
 
 

− 
− =

 

1 1 0 0

0 1 0 0
3

0 0 0 0

0 0 0 0

A I

− 
 − − =
 
 
 

 

( )3 2rank A I− =  

 . היתה להם אותה דרגה, יו דומותאם המטריצות ה
 

 5שאלה , 7פתרון תרגיל 



( )

( )

( )

( )

( )( )
( )

0 1 1

1 0 2

1

1 2 0

1
1

0 1 1
0 1 1

1 1

1 0 2 1 0

1

1 2 0

1

... ...

...

1 ...1 ...

1 ... ...

1 ...

n

k

n n

k

n k

n kk
n kk

n
n

n kk n kk

n n n

k

n kk

a a a

a a a w
A v

a a a w

a a w a wa a w a w

a a w a w w a w a
Av

a a w a w

−

− −

−

−
−

−
−
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ולכן 
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 .הערך העצמי הנדרש, ∑=

ראינו כי 
k k k

Av vλ= .0עבור ? למה הם בלתי תלויים ליניארית 1, i ji j n w w≤ ≠ ≤ − ועל , ≠

)כן  )0 1 1
, ,...,

n
v v v ולכן עמודות . 0ולכן בעלת דטרמיננטה שונה מ,  היא מטריצת ונדר וונדה−

( )0 1 1
, ,...,

n
v v v  . ולכן המטריצה לכסינה, יש לנו בסיס של וקטורים עצמיים. ל" בת−
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A λ
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 תזכורות

)א "הפ .1 )A
A xI P x− = 

): קיילי המילטון .2 ) 0
A
P A = 

 .Aהפולינום המתוקן מהמעלה המינימלית המאפס את = מ "הפ .3

)אם  .4 ) 0q A | ⇐ אזי =
A
m q|

A A
m p ⇐ 

 

) :משפט )n
A M F∈ ( )|

n

A A
p m ⇐ 

) נסמן את הפולינום המינימלי :הוכחה ) 1

1 1 0
...r r

r
m t t c t c t c−

−= + + + )נגדיר פולינום . + )B t 

)ונראה כי  ) ( ) ( )tI A B t m t I− )ניקח דטרמיננטה . = ) ( )( )ntI A B t m t− קיבלנו כי . =

 זה –מה שנשאר . וסיימנו. nשווה לפולינום המינימלי בחזקת , והפולינום האפייני כפול פולינום כלשה
 .להראות את השוויון שהנחנו לעיל
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|נובעת מ (:מסקנה
A A
m p ,ו( )|

n

A A
p m (-ל ,

A A
m p רק הריבוי – יש בדיוק את אותם שורשים 

 .יכול להיות שונה
 

) ראינו :שאלה )|
n

A A
p m .האם אפשר לקחת חזקה נמוכה יותר מn-? 

Aלדוגמא עבור ,  היא החזקה המינימליתn!  לא:תשובה cI= .יים מתק

( ) ( ),
n

A A
p x c m x c= − = − . 

 
, זה ממש חשוב. ורדן של מטריצה'ומשם נעבור לצורת ז,  על מטריצות בלוקים אלכסוניות?על מה נדבר

 . אבל לא נלמד את זה בצורה מלאה 



תהי 
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 
 

=  
 
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Oמטריצת בלוקים אלכסונית  . 

) אם  :טענה )p tאזי , ום פולינ ,( )
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) : פולינומים אלמנטריים מספיר להראות זאת עבור :הוכחה ) ( ), ,mp x x p x cx c F= = למה . ∋

) כי ?זה מספיק )
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 :ואז, ∑=

( )
1 1

0 0 0

1
0

0

... ...

i i

i
m m m

i

i i
i i i

i i

k i k

m
i

i
i

m
i

i k
i

A A

p A A

A A

A

A

α
α α

α

α

α

= = =

=

=

   
   = = = =   
   
   

 
 
 
 
 
 
 

∑ ∑ ∑

∑

∑

 

 : מסקנות2נסיק  

,  כזאתAעבור :1מסקנה 
1

i

k

A A
i

p p
=

=∏  

)נסתכל על הפולינום  :הוכחה )f x x λ= ), מצד אחד. − )f A A Iλ=  -מצד שני . −
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 קיבלנו כי . 
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 :ונקבל, וציא דטרמיננטהנ
1

1 *

k

i

A I A Iλ λ
=

− = קים אלכסונית כי דטרמיננטה של מטריצת בלו( ∏−

 . )היא מכפלת הדטרמיננטות של הבלוקים
 
 

, ל" כנA עבור :2מסקנה 
A
m הפולינום המינימלי הוא הכפולה המשותפת המינימלית של 

1
,...,

kA A
m m .למה? 
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נשים לב שנובע מכך כי 
1
| ,..., |

kA A A A
m m m m.וזהו . 

קבלנו ש -ויותר פורמלית 
A
m  צריך להתחלק בכל אחד מהפולינומים

1
,...,

kA A
m m .שני מצד ,

A
m 

הפולינום מהדרגה המינימלית המתחלק ב. צריך להיות בעל דרגה מינימלית
1
,...,

kA A
m mוא בדיוק  ה

 . הכפולה המשותפת המינימלית
 

 .פשר היה להעזר בזה בתרגיל הקודםלב שאנשים 
 
 

 . דקות שלמות20לכן נקדיש לזה . אבל זה חשוב. עכשיו לא. רדן' פעם לימדו צורת זו:הערה

 :נסתכל על 

1 0 0

0 ... ... 0

0 0 ... 1

0 0 0

A

λ
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 
 
 =
 
 
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p x x

m x x
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= −

= −
  נקרא בלוקAמטריצה כדוגמת . 

לה  ונקרא –ורדן 'ז
k
Aλ )λזה מה שיש על האלכסון  ,kזה הגודל (. 

בנתבונן 
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1 0

0 m
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k
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A
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 
 

=  
 
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O -ורדן' זוהי מטריצה בצורת ז . 

 . Aנתבונן בפולינום האופייני והמינימלי של 

( ) ( ) ( )
1 1

i

i

m m
k

A A i
i i

p x p x x λ
= =

= = −∏ ∏  

נסתכל על כל הבלוקים ,  λע "ע עבור –ופורמלית . ותλ-בחזרות בין התלוי ? ם המינימליה הפולינומ

xואז הגורם . ונמצא את הסדר של הבלוק המקסימלי מביניהם,  מופיע על האלכסוןλבהם  λ−  יופיע
 . מ עם חזקה השווה לסדר הזה"בפ
 

 Aאזי ,  )לפי גודלה(  מתפרק לגורמים ליניארייםAא של "אם הפ  :משפט שלא נוכיח ?למה זה חשוב
 . עד החלפת סדר בלוקים, ורדן יחידה' וצורת זורדן'דומה למטריצת בצורת ז

 
 
למטריצות . ורדן'מטריצה בצורת זשכל מטריצה דומה להמשמעות היא ,  מעל המרוכבים?מה זה מענייןל

 . ורדן'דומות יש אותה צורת ז
 

 . מ שלה מתפרק לגורמים ליניאריים שונים"הפמ " ניתנת ללכסון אמA :משפט
 

)י ה ת:)שמשתמש במשפט(תרגיל  )n
A M F∈ המקיימת 

3A A= . הוכיחו כיA כסינהל . 



) מאפסת את A :פתרון ) ( )3q x x x= | -ולכן . −
A
m q . נפרק אתqלמכפלת גורמים ליניאריים : 

( ) ( )( )( )1 1q x x x x= + ב,  כןעל. −
A
mהם הגורמים של ל הגורמים הליניארייים  כq בחזקה ≥ 

ולכן הגורמים הלינאריים ב, qלזו שב
A
m  1הם מחזקה⇐ 

A
m  מתפרק למכפלת גורמים לינאריים

 .  לכסינהAולכן , שונים
 

) : 2דוגמא  )n
A M C∈ המקיימת

5A A= . להראות כי צריך
4Aשעל ,  דומה למטריצה אלכסונית

 .או אחדות/אלכסונה יש אפסים ו

) מאפסת את A :פתרון ) 5
q x x x= − . .

( ) ( )( ) ( )( )( )( )5 4 2 21 1 1 1 1x x x x x x x x x x x i x i− = − = − + = − + − + . 

|מכיוון ש, , כמו בדוגמא הקודמת
A
m q ,

A
m  ושורשיו , למכפלת גורמים לינאריים שוניםמתפרק

}שייכים לקבוצה  }0, 1, i± ± . 

Aמספרים מהקבוצה מופיעים שעל האלכסון ,  דומה לאלכסונית{ }0, 1, i± ועל כן , ±
4A  דומה

 . 0,1שעל אלכסונה מופיעים , לאלכסונית

 



 21.5.2006, 10תרגול 

נגדיר פונקציה על 
2R :  

1 1 2 2
,v w v w v w= +  

):טענה ), cos ,v w v w v w= 

 : נעשה שתי רדוקציות לטענה:הוכחה
  כי –נראה שמספיק להוכיח עבור וקטורי יחידה  .1

( )1 1 2 2 1 2 2 2
, ,v w v w v w v w v w v wα α α α α= + = + =  

 :מהצד השני

v vα α=  

( ) ( )cos , cos ,v w v wα =  

cנסמן ,  וקטור כלליvיהי ). הכפלת וקטור לא משפיעה על זוית( v=) הנורמה שלו .('
v

v
c

= 

 :תזכורת. v ונקבל את השיוויון עבור cנכפיל ב, v'נוכיח את השיוויון עבור . הוא וקטור יחידה

1
1

v c
v

c c c
= = =  

מספיק להוכיח הטענה עבור  .2
1

0
v
 

=  
 

1w ו נראה שהשיוויון אינווריאנטי תחת סיבוב . =

v,רך של הוקטורים  האו - :אגף ימין. θהמישור בזוית  w והזוית שביניהם לא משנה כאשר 

 . מסובבים את המישור

  ?θאיזה מטריצה מסובבת את המישור בזוית 

cos sin

sin cos
Aθ

θ θ
θ θ

− 
=  
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,נראה כי המכפלה הפנימית  ,A v A w v wθ θ = . 
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מספיק להוכיח את הטענה עבור , י סיבוב בזוית מתאימה"ע, כלומר
1

0
v
 

=  
 

1w ו = . 
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) cosמהגדרת  ) 1
: cos ,v w wα = כאשר( =

1
w זה ההיטל של w על v .( 

 

יהו  :מסקנה
20 ,v w R≠ ,אזי , ∋ 0v w ,מ " אמ= 0v w v w⊥ ⇔ מכך ? מדוע. =

,ש 0v w , נובע ≠ 0v w ) ולכן ≠ )cos , 0 , 0v w v w= ⇔ ועל כן , =

( ), ,
2

v w k k Z v w
π

π= + ∈ ⇔ ⊥ .  

 

 ב-(*) 
3R נגדיר 

3

1

,
i i

i

v w v w
=

) ומתקיים ∑= ), cos ,v w v w v w= . נגדיר

,ל nv w R∈: 

1

,
n

i i
i

v w v w
=

=∑  

,v wמקיים את התכונות הבאות : 

,: סימטריה .1 ,v u u v= 

,:לינאריות .2 , ,v u w v w u w+ = + 

,: הומוגניות .3 , ,R v u v uα α α∈ = 

,: חיוביות .4 0v v 0 -ויתר על כן , ≤ , 0v v v= ⇔ = . 

 
 :הגדרה

,ותהי פונקציה , Rו מעל " מvיהי  :V V R⋅ ⋅ × מכפלה תקרא ,  לעיל1-4ת  המקיימת את תכונו→

  . סקלרית
 :דוגמאות

1 .
1

, , ,
n

n

i i
i

v w v w v w R
=

= ∈∑ 

]פונקציות רציפות.  2 ]{ },
i
f Rα β )ו, → ) ( ),f g f x g x dx

β

α

= ∫ 

 

,היא פונקציה  Cמכפלה פנימית מעל . Cו מעל " מV יהי :הגדרה :V V C⋅ ⋅ ×  : המקיימת→

, :הרמיטיות .1 ,v u u v= 

,:לינאריות .2 , ,v u w v w u w+ = + 

,: הומוגניות .3 , ,R v u v uα α α∈ = 

,: חיוביות .4 0v v 0 -ויתר על כן , ≤ , 0v v v= ⇔ = . 

 
 ):נבדוק רק את החיוביות(דוגמא 
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, ,
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v w v w v C
=

= =∑  
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1 1

, 0
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i i i
i i

v v v v v
= =

= = ≥∑ ∑  



 
 :הגדרה

Vאזי נוכל להגדיר את הנורמה של ,  מרחב מכפלה פנימיתv V∈י" ע: 

,v v v=  

ב
2Rשכן,  הזהות הזו היא פשוט משפט פיתגורס: 

x
v

y

 
=  
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2 2 2,v v v x y= = +  

 

 היא פונקציה Vנורמה על . Cו מעל " מV יהי :הגדרהאבל . נורמה זה אורך : אינטואיטיבית

:V C⋅  : המקיימת→

1. v vα α= 

x:  שיוויון המשולש-אי .2 y x y+ ≤ + 

0x: חיוביות .3 0xמ "ושיוויון מתקיים אמ, ≤ = . 

 
 :נצטרך להראות את שיוויון המקבילית

( )2 2 2 2

2x y x y x y+ + − = +  

v,והגדרנו את ,  מרחב מכפלה פנימיתV אם :תרגיל v v=אזי מתקיים שיוויון המקבילית . 

 
 .פ"אזי ניתן להרחיב את הנורמה למ, ב עם נורמה המקיים את שיוויון המקבילית מרחV אם :טענה
 . מרחב מכפלה פנימית⇔מרחב נורמי עם שיוויון מקבילית : כלומר

,' נגדיר פו.  מרחב נורמי המקיים את שיוויון המקביליתV יהי :הוכחת הטענה :V V C⋅ ⋅ ×  על  →

 :דיי

( )221
,

4
v w v w v w= + − −  

 :ונראה כי זוהי מכפלה פנימית

v,: סימטריה .1 w R∈ולכן יש להראות סימטריה  .
2 2 2 2

v w v w w v w v+ − − = + − ) -כי (− )1α α α− = − =.( 

,ל "צ: לינאריות .2 , ,v u w v w u w+ = + : 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

|

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

*

4 ,

2 2

2 2

v w u
v u w v u w v u w

v u w v w u v u w v w u

v w u v u w

v w v u v w

± + −
+ = + + − + − =

+ + + + − − + − + + − =

+ + − + −

= + + − + −

 

v, -מסימטריה ב(*)  u 



( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

8 , 4 , 4 ,

2 2

2 2

8 , 8 ,

v u w v u w v u w

v w u u u w u w v u v w

v w v w u w u w

v w u w

+ = + + + =

+ + − − − + + + − + − =

+ − − + + − − =

+

,ועל כן  , ,v u w v w u w+ = + . 

Rα לכל :הומוגניות .3 ∈ , ,v w v wα α= .n N∈  מתקיים 

, ... , , ... ,nv w v v v w v w v w n v w= + + + = + + + = 

)עבור  )2 21
0, 0 0 0

4
w w w= + − − = . 

,: ועל כן ,v w v w− = 0: שכן  (− 0, , , ,w v v w v w v w= = − = + − 

נבדוק , כעת
m

Q
n
∈ ., , ,

m
n v w mv w m v w
n

= = 

,:  ונקבלnנחלק ב ,
m m
v w v w

n n
 . זה נכון לכל מספק ממשי, מרציפות. =

 

): חיוביות .4 )21
, 0

4
v v v v= + ≥ . 

 

f: פונקציה :פונקציונל ליניארי V F→ כאשר נ "טרלVו מעל " מF . בתרגיל נראה שאםv V∈ 

)אזי הפוקנציה , קבוע ) ,
V
f u v u= פונקציונל ליניארי על V . 

 ניקח

 
1

,
1

V

a
v

x a x
f ax y
y y

− 
=  
 

−     
= = − +     

     

 

,  קבועbר עבו
V

x
f b
y

 
= 

 
axמ " אמ y b y ax b− + = ⇔ = +. 

נניח כי יש לנו ישר המוגדר . ומסתכלים על כל מה שמעליו או מתחתיו, לוקחים ישר? מה זה חצי מישור

yי "ע ax b= uלהגיד ש. + V∈ זה להגיד ,  מעל הישר( )f u b≥ . 

 

0אם . n ממימד  מרחב מכפלה סקלריתV יהי :טענה :f V F≠ אזי הגרעין , פונקציונל ליניארי →

1nממימד  kerי " נקבע ביחידות ע f ו− f ווקטור uשאינו נקבע בגרעין  . 

 

Im :הוכחה f F= ,   כלומרdimIm dim 1
F

f F= ועל כן , =

dim dimIm 1Kerf n f n= − = − . 



keruניקח  f∉ .הוא כפולה של , כל איבר שאינו בגרעיןu ,י קביעת "ולכן ע( )f u והגרעין נקבע 

f ביחידות. 



 28.5.2006, 11תרגול 
 1 שאלה – 9תרגיל 

1n ישריה Aתהי   . n ממימד V מימדית ב −

ל קיים "צ
0
w V∈ וRα } כך ש∋ }0

: ,A v V v w α= ∈ = 

1nמ "קיים ת: פתרון ו, U מימדי −
0
v V∈כך ש 

0
A U v= יהי . +

1 1
,...,

n
u u נסתכל . U בסיס ל−

,על המערכת  0, 1,..., 1
i
u x i n= = 1nזו מערכת של . − והמשוואות ,  נעלמיםn משוואות ב−

כי , ת"ב
1

,...,
n

u u  .  איברי בסיס−

, יש פתרון לא טריוויאלי
0
w . 

vיהי  A∈ , כלומר
0
,v u v u U= + ∈ . 

0 0 0 0 0 0
, , , ,v w u v w u w v w= + = +  

1

1

n

i i
i

u a u
−

=

 ועל כן ∑=
1

0 0
1

, , 0
n

i i
i

u w a u w
−

=

= נגדיר . ∑=
0 0

: ,v wα = . 

נו כי קיימים הרא
0
wו α כך שלכל v A∈ מתקיים 

0
,v w α=. 

vיהי , להפך V∈ המקיים 
0

,v w α= . נראה כיv A∈ . תוב נכ
0

v v w= wנראה . + U∈ . 

0

0 0 0

0

,

, ,

, 0

v w

v w w w

w w

α

α

= ⇔

+ = ⇔

=

 

wאם בשלילה  U∉ אזי w ל של " אינו צ
1 1
,...,

n
u u  ולכן −

1 1
, ,...,

n
w u u  .ל" בת−

 רכתנתבונן במע

 

1

1

, 0

...

, 0

, 0

n

u x

u x

w x

−

=

=

=

 

וזו .  פתרון האפס–לכן קיים פתרון יחיד , ל"והן בת, עלמים נn משוואות בnשל הומוגנית זוהי מערכת 

סתירה כי 
0
wפתרון ו 

0
0w ≠ . 

 
 

 ):משיעור קודם: (מאדוג

ישריה ב
2R :מ ב"ת

2Rישרייה ב.  הוא ישר דרך הראשית
2R זה ישר  

,
1

y ax b

ax y b

a x
b

y

= + ⇔

− =

   
= −   −   

 

yלכן ישר  ax b= י " מוגדר ע+
2 : ,

1

a
v R v b
 −  
∈ = −  

   
. 

 



 מסקנות מהתרגיל

( )n
A M R∈  מכפלה סקלרית על ⇔סימטרית ומוגדרת חיובית

nR . 

 :הוכחה

) נניח ⇐ )n
A M R∈0לכל  (סימטרית מוגדרת חיובית nv R≠ 0tvמתקיים , ∋ Av ראינו . )<

,בתרגיל ש tv w v Aw= הינה מכפלה סקלרית על 
nR . 

⋅, תהי ⇒  מכפלה סקלרית על ⋅
nRR ויהי 

1
,...,

n
v vנגדיר .  בסיס כלשהו( )ijA a=י " ע

,
ij i j
a v v= . 

A כי – סימטרית , ,
ij i j j i ji
a v v v v a= =  מוגדרת חיובית A).  סימטרית–מכפלה סקלרית  (=

) כי לכל – )1
0 ,...,

n
a a a≠ 0ta מתקיים = Aa ניקח . <

1

n

i i
i

v a v
=

=∑ .0 , t
v v a Aa< = 

 ). 8 בתרגיל ' א6פ שאלה "ע(
 

 : 2מסקנה 

( )n
A M C∈ מכפלה פנימית על ⇔ ומוגדרת חיובית הרמיטית 

nC . 

? שו האדה מטריצה הרמיטית
ij ji
a a= . 

,פ ההגדרה " ע⇐ tv w v Aw= 

 
 

Aנסתכל על : הערה I= המכפלה הסקלרית המוגדרת על ידה היא 

1

,
n

t t

i i
i

v w v Iw v w v w
=

= = =∑ 

ומעל 
nC: 

1

,
n

t t

i i
i

v w v Iw v w v w
=

= = =∑  

 

)עבור  )2
A M R∈סימטרית נמצא תנאי הכרחי ומספיק לכך ש Aמוגדרת חיובית . 

a b
A

b d

 
=  
 

0tvAv ורוצים   לכל <
20 v R≠ ∈ 

( )

2 2

2 2

0

2 0

2
0

a b x
x y

b d y

ax bxy dy

b d
a x xy y

a a

  
>  

  
+ + > ⇔

 + + > 
 

 

,1עבור , אחרת (0ול מ גדaחייבים למצוא  0x y=  ) נקבל ביטוי שלילי=

2 2

2

2
0

b d b
a x y y

a a a

   + + − >        
 



יש לדרוש רק כי 

2

2
0

d b

a a
− 0aנכפיל ב. <  :ונקבל, <

2 0ad b− >  

0aמ " סימטרית מוגדרת חיובית אמA ? מה קיבלנו. A? מה קיבלנו > ,0A > . 

 זה לא נכון על :הערה
nR . 

 
 

Uויהי ,  מרחב מכפלה פנימיתVיהי  V⊆ נגדיר .  תת מרחב

{ }: , 0,U v V v u u U⊥ = ∈ = ∀ ∈ . 

Uאזי , פ ממימד סופי" ממV אם :טענה V⊆ תת מרחב : 

1. U ⊥
 ( תת מרחב  

2. { }0U U
⊥∩ = 

3. U U V⊥+ = 

U) 1-3להבדיל מ, לא מתקיים במימד אינסופי( .4 U V⊥⊕ = . 
 

 3ח את נוכי

U V⊆ויהי ,  תת מרחב
1
,...,

k
u uבסיס ל U . יהיv V∈ , אזי קיימים

1
,...,

k
a a C∈ו h U ⊥∈ 

כך ש
1

k

i i
i

v a u h
=

= +∑ 

 אנו מחפשים :הוכחה
1
,...,

k
a aכך ש 

1

k

i i
i

v a u U ⊥

=

− כלומר צריך להתקיים , ∑∋

1

, 0, 1,...,
k

i i j
i

v au u j k
=

− = =∑ 

1

, , , 1,...,
k

i i j j
i

a u u v u j k
=

⇔ = =∑  

)נסמן מטריצה ), ,
ij i j ij
b u u B b=  המשתנים k משוואות ליניאריות בkקיבלנו מערכת של . =

1
,...,

k
a a  עם מטריצת משתניםA . שיהיה פתרון למערכת צריך להתקיים התנאי שכדיAרגולרית  . 

 

קיימים , כלומר, אזי קיים פתרון למערכת,  רגולריתAבהנחה ש
1
,...,

n
a a כך 

:ש
i i

h v a u U ⊥= −  ואז ∑∋
i i

v a u h= +∑ . 

A0 לכל –וגדרת חיובית ולכן מ,  מגדירה מכפלה פנימית v V≠ 0tv מתקיים ∋ Av לכן לא קיים . <

v V∈0 כך שtv Aw w לכל = V∈כי אז בפרט ל w v= 0 נקבלtv Av  . בסתירה, =

vלא קיים , על כן V∈0ך ש כtv A  . ועל כן היא רגולרית, =
 

 : כדי להבין,דוגמא



3V R=, 
1 2

1 1 0

: 0 , : 1 , 0

0 2 1

U sp u u v

      
      = = = =      

      
      

י " עvנרצה להציג את . 

1 2
v au bu h= + +  

 :הגדרות(
1 2

au bu+  של ההיטל  נקראv  עלu ,h הוא הניצב של vביחס ל h( 

 
 :נראה



1 2
h v au bu U ⊥= − +  :כלומר , ∋

1

2

1 2 1

1 2 2

, 0

, 0

, 0

, 0

0 1 1 1

0 0 1 , 0 0

1 0 2 0

0 1 1 1

0 0 1 , 1 0

1 0 2 2

0 1

0 , 0

1 0

h u

h u

v au bu u

v au bu u

a b

a b

=


=

− − =


− − =

        
        − − =        
               


       
        − − =                       

  
  
  
 
  

1 1 1 1

0 , 0 1 , 0 0

0 0 2 0

0 1 1 1 1 1

0 , 1 0 , 1 1 , 1 0

1 2 0 2 2 2

0 0

2 6 0

0

6 0

5 2

b

a b

a b

a b

a b

a b

b

         
         − − =         

                  

           
            − − =                                   
− − =


− − =
+ =


+ =

= ⇒

1 2

2 3
,

5 5

0
0 1 1

2 2 2
0 0 1

5 5 5
1 0 2

1

5

b a

h v au bu

= = −

 
 

       
       = − − = + − = −                   

 
 

 

 

hנראה כי  U⊥: 



1

2

0
1

2
, , 0 0

5
0

1

5

0
1

2
, , 1 0

5
2

1

5

h u

h u

 
 

  
−   = =       
 
 

 
 

  
  = − − =       

 
 

 

 . נדרשכ
 

של תתי מרחבים אותו לסכום ישר לפרק ,  היא בהנתן מרחב מכפלה פנימית ממימד סופיהמטרה כעת
 . V מציאת בסיס אורתונורמלי למרחב –כלומר , 1שכל אחד מהם ממימד ניצבים 

 

 ממימד סופיפ" ממVיהי  :הגדרה
1
,...,

n
ε εיקרא בסיס אורתונורמלי ל Vאם : 

1. 
1
,...,

n
ε ε בסיס לV. 

2. ,
j i ij
ε ε δ= 

 

ו, nפ ממימד "ממ Vיהי 
1
,...,

n
ε ε אזי לכל , בסיס אורתונורמליVα  :מתקיימים ∋

1. 
1

,
n

i i
i

α α ε ε
=

=∑ 

2. 
2 2

1

,
n

i
i

α α ε
=

=∑ 

 
 :דוגמאות

הבסיס הסטנדרטי של  .1
nR.  

 ם שמידטתהליך גר

יהי 
1
,...,

n
α αסיס ל בV , אזי קיים בסיס אורתונורמלי

1
,...,

n
ε ε  כך שלכלi מתקיים: 

{ } { }1 1
,..., ,...,

i i
sp spε ε α α=  

 

דוגמא לגרם שמידט ב
2R: 

1 2

1 2
,

2 1
α α

   
= =   
   

 

'

1 1

' 2 2

1
1 2 5

ε α

ε

=

= + =
 



יקח נ

'

1

1 '

1

11

25

ε
ε

ε
 

= =  
 

 

'

2 2 2 1 1

2 1

'

2

,

1 21 1 4
, , 2 2

2 15 5 5

2 1 2 12 1 2

1 2 1 255 5

ε α α ε ε

α ε

ε

= −

   
= = + =   

   

       
= − ⋅ = − =       
       

 

 
 . אפשר להמשיך בבית. יש לנו כאן טעות חישוב



 4.6.2006, 12תרגול 
 

 :מהכיתה, 10פתרון תרגיל 
 . i.1 3שאלה 

Vפ" ממ ,W V⊆מ עם בסיס אורתונורמלי " ת
1
,...,

k
ε ε ,Vα ∈.

1

:
k

i i i
i

γ α α ε ε
=

= −∑ 

 ).הניצב(
 

 

Wγנראה כי , ראשית , כי - ⊥ 0
j

γ ε  :כי, =

, , , , , , 0
j i i j j j i i j

γ ε α α ε ε ε α ε α ε ε ε= − = − =∑ ∑  

wלכל : משפט פיתגורס המוכלל W∈:  
2 2 2

,w w w Wγ γ+ = + ∀ ∈  

 

wנרצה להראות שעבור  W∈ כללי מתקיים  :
2 2

wγ α≤ −. 

יהו , ובכן
1
,...,

k
a a F∈ ,ונסתכל על: 

( )

2 2

1 1 1

2
2 2 2

1

, ,

,

k k k

i i i i i i i i
i i i

k

i i i By Pithagoras
i

a w a

a w

α α α ε ε α ε ε ε

γ α ε ε γ γ

= = =

=

− = − + − =

+ − = + ≥

∑ ∑ ∑ ∑

∑
 

 
 

 לαל שהזוית בין "צ. ב . 3
1

,
k

i i
i

p α ε ε
=

w לα היא מינימלית בין ∑= W∈כלשהו . 

pα γ= +  

)p –ההיטל  ,γ -כלומר ,  הניצב- , 0wγ = .( 

כל מקום שרשום 
i
w -הכוונה היא ל 

i
ε!!! 

יהי 
i i

w a w W= ∈∑ 

, , ,

cos ,
i i i i i i

i i

i i i i

a w p a w a w

a w

a w a w

α γ
α

α α

+
  = = 
 

∑ ∑ ∑
∑

∑ ∑
 



,ידוע כי  0
i i
a wγ wγ כי ∑=  :ולכן, ⊥

( )
2

*

,
,

cos ,
|

i ii i

Cauchy Schartz

i i i i

p a wp a w p p p
p

p
a w a w

α
α

α α αα α
= ≤ = = = =

∑∑

∑ ∑
 

)קיבלנו כי  ) ( )cos , cos ,w pα α≤ ולכן הזוית בין ,wα גדולה או שווה לזוית בין , pα .) cos 

 *:נותר להצדיק את ). פונקציוה יורדת

2 2

, , , , , ,
i i i i i Besel equality

i

p pα α α ε ε α ε α ε α ε= = = =∑ ∑ ∑  

 
 :5שאלה 

}נתחיל ב. ב.5 }1
,...,

n
v vבסיס ל V ,ו{ }1

,...,
n

e eו,  שהגיע מתהליך גרם שמידט{ }1
,...,

n
f f מקיים 

את אותן תכונות של 
i
e . 

,1: ל "צ
i i i i
a f a e= = . 

 
 :iבאינדוקציה על : וכחהה

{ } { } { }1 1 1
sp f sp v sp e= ולכן , =

1 1 1
f a e= . למה

1
1a = ?

1
1f וגם , =

1 1 1 1
a e a e= .סבבה. 

 

1kנניח עבור  }. iונוכיח עבור , − }1
,...,

k k
e sp f f∈ ,ו

1
,...,

k
f f בסיס אורתונורמלי 

}ל }1
,..,

k
sp f f . 

1 1

1 1 1

1

1

, , , ,

, 0

k k k

k k i i k i i k k k IH k i i i k k
i i i

k

i k i i k k k k
i

e e f f e f f e f f e a e f a f

a e e f a f a f

− −

= = =

−

=

= = + = + =

+ = +

∑ ∑ ∑

∑
  

 

1
k k k k k k
e a f a f a= = = =  

 
 



 מרחב דואלי ובסיס דואלי
 :הגדרות

  מרחב דואלי מרחב וקטורי הגדרנו Vיהי 

( ) { }* , :V Hom V F f V F= = →  

ועל כן , איזומורפיזםהוכחנו 
*dim dimV V= . 

 

} וn מרחב וקטורי ממימד V יהי :משפט והגדרה }1
,...,

n
B v v=בסיס ל V .בסיס יחידקיים , אזי 

ל
*V ,{ }*

1
,...,

n
B f f=כך ש ( )i j ij

f v δ= , דואליהבסיס הוהוא נקרא . 

 נגדיר :הוכחה
*

i
f V∈ על ידי ( )i j ij

f v δ= .ראשית כל ,
i
f פונקציונל ליניארי V F→ כי 

מאחר ו. ועל כן גם יחיד, מוגדר על איברי בסיס
*dim dimV V n= מספיק להראות כי  =

1
,...,

n
f fנניח שקיימים . ומזה ינבע שהם בסיס, ל" בת

1
,...,

n
α αכך ש 

1

0
n

i i
i

T fα
=

= נשים  (∑=

), jלכל , בפרט).  כאן הוא פונקציונל האפס0 –לב  ) 0
j

T v  :אבל, =

( ) ( )
1

n

j i i j j
i

T v f vα α
=

= =∑  

j 0לכל , כלומר
j

α ולכן , =
1
,...,

n
f fל" בת . 

 

wעבור , פ ממרחב סופי" ממV יהי ):הוכחה בתרגיל(טענה  V∈ מגדירים 
*

w
f V∈י " ע

( ) ,
w
f v v w= .כל ל

*f V∈ יש w V∈ כך שיחיד 
w

f f= . 

 

}ו, nפ ממימד " ממV יהי :משפט והגדרה }1
,...,

n
B v v=בסיס ל V ,  בסיס יחידאזי קיים 

{ }1
,...,

n
w wל V ,כך ש,

i j ij
v w δ= ,וזה הבסיס הדואלי לB . 

} :הוכחה }1
,...,

n
B v v=בסיס ל V , ניקח

1
,...,

n
f fבסיס ל 

*Vכך ש ( )i j ij
f v δ= .פ הטענה"ע ,

קיים וקטור iלכל 
i
w V∈ ,כך ש( )i i

f f w= ,ועל כן: 

( ) ( ),
ii j w j i j ij

v w f v f v δ= = =  

 

: דוגמא
2V R=יהי , פ סטנדרטית" עם ממ( ) ( ){ }1 2

1,2 , 3,4B v V= =   נחפש בסיס דואלי=

 ):וקטורים(

( ) ( )1 2
, , ,w a b w c d= =  

1 1

2 1

1 2

2 2

1 , 2

0 , 3 4

0 , 2

1 , 3 4

v w a b

v w a b

v w c d

v w c d

= = +

= = +

= = +

= = +

 

 
 :במטריצות, או



1

1 2

3 4

1 2

3 4

a c
I

b d

a c

b d

−

  
=  

  

   
=   

   

 

 
 

ב: באופן כללי
nRרוצים בסיס דואלי ל 

1
,...,

n
v vנחפש : 

1

1

...

n

v

B

v

−
 
 =  
 
 

 

איך נמצא את הבסיס הדואלי ל.  יהוו הבסיס הדואליBוהעמודות של 
*V ?זה פשוט יהיה: 

, *

,

a b

c d

f
V

f


∈


 . 

 

 העתקה צמודה
 

v, יהיו  :משפט והגדרה wפ מעל שדה " ממF ,:T V W→נ יחידה "אזי קיימת טרל, נ" טרל
* :T W V→המקיימת : 

( ) ( )*, ,
w v

T v w v T w= לכל v V∈ ,w W∈ . 

 

W, יהיו :משפט Vפ מעל " ממF .E לאורתונורמלי בסיס V ,Fבסיס אורתונורמלי ל W . 

:T V W→נסמן . נ" טרל[ ]E
F

A T=ו 
* F

E
B T=    , אזי( )*

t

B A A= = 

] :הוכחה ]E
F

A T= ועל כן ( )
n

j ij i
i

T e a f=∑ .נחשב :

, , ,
j k ij i k ij i k kj

Te f a f f a f f a= = =∑ : מצד שני. ∑

* *, , ,
j k j k k j

Te f e T f T f e= = 

[ ]F
E

B T= ,ועל כן :
*

k ik i
i

T f b e=∑ .אזי :

* , , ,
k j ik i j ik i j jk

T f e b e e b e e b= = =∑ ∑ 

 
 

קיבלנו כי , לסיכום
*, ,

kj j k k j jk
a Te f T f e b= = = 

 
 מאפסים



Aעבור . Fו מעל " מVיהי  V⊆ את המאפס של  מגדירים תת קבוצהA : 

( ){ }0 * *| 0,A f V f a a A V= ∈ = ∀ ∈ ⊆  

ועבור 
*

B V⊆ , של המאפסBהוא : 

( ){ }0 : 0,B v V f v f B V= ∈ = ∀ ∈ ⊆  

 :כונותת

1. 
0A מ של "ת

*V.   אם
0,f g A∈ , אזי( ) ( ) 0f a g a=  ולכן =

( )( ) ( )( ) 0f g a cf a+ = = 

2. 
0 0V  אם – . =

*
f V∈אפס את כל  מV , 0אז בהגדרהf ≡.  

3. { }0 *0 V= , כי לכל
*

f V∈, ( )0 0f = 

4. A B⊆ - אזי 
0 0
B A⊆ . 

 

n Uו ממימד " מV :טענה V⊆ אזי , תת מרחב: 
0dim dim dimU U V+ = . 

וניקח בסיס , r ממימד Uנניח  :הוכחה
1
,...,

r
v v , ונשלימו לבסיס שלvי " ע{ }1

,..., ,...,
r n

B v v v= 

ניקח בסיס 
1
,...,

n
f fל 

*Vך ש כ( )i j ij
f v δ=  . נראה כי

1
,...,

r n
f f+  לבסיס

0U ,ובזה סיימנו . 

0

1
,...,

r n
f f U+ uיהי , ∋ U∈  ,1וj ≥ . 

1
...

r r
u a u a u= + + . 

( ) ( )
1

0
r

r j i r j i
i

f u a f u+ +
=

= =∑  

על כן ו
0

r j
f U+ ∈. 

? ל"למה בת
1
,...,

r n
f f+ ל כי ראינו "בת

1
,...,

n
f f בסיס . 

 

יהי  :פורשים
0

f U∈ , ועל כן
*

f V∈ , לכן
1

n

i i
i

f a f
=

1יהי , ∑= j r≤ ≤. 

( ) ( )0
j i i j j

i

f u a f u a= = =∑  
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 הודעות

 :בוחן שבוע הבא. 1
 פולינום אפייני, פולינום מינימלי, מרחבים עצמיים, ערכים עצמיים, וקטור עצמיים .1
 .לא כולל, ב" עד מטריצות נורמליות אוניטריות וכיו–מכפלה פנימית  .2

 נעה אדלשטיין – ' מתמטיקה קומה ג–בתא ,  להגשה עוד שבועיים– 12תרגיל . 2
 .מלא שאלוני הערכה באינטרנטל. 3
 
 
 

  11פתרון תרגיל 
 5שאלה 

T:ונתון שלכל  , Aפ עם בסיס " ממVיהי  V V→ מתקיים [ ]( )* *

A A
T T=   : . 

• Aאורתוגונלי  

  אורך זההAלכל איברי  •
 :הוכחה

E,כי אם , בתרגול קודם ראינו Fאזי , רתונורמליים בסיסים או[ ]( )
*

* EE

F F
T T=   . 

E, עבור :טענה F ו, כלשהם בסיסיםTמתקיים , נ" טרל- [ ]( )
* **

*

EE

F F
T T=    , כאשר*, *E F 

 .הדואלייםהם הבסיסים 
 . דומה להוכחה משבוע שעבר:איך מוכיחים

 

T: לכל –המשך הוכחה  V V→ מתקיים [ ]( )*

*
* *

Given TAA A
T T T B= = =       . 

]נסמן  ] *

A

A
P Id=) מטריצת מעבר בסיס .([ ] [ ]

*

**

* * 1A A

t TA AA A
B T Id T Id PB P−= = =       

T:קיבלנו שלכל  V V→ 
T T
B P PB=. מאחר ועל כל מטריצה A של  ניתן לחשוב כעל יצוג

איזשהי העתקה 
*Tפ הבסיס " עA ,יוצא שלכל מטריצה , ועל כןM מתקיים PM MP= , כלומרP 

P -מרכזית ולכן סקלרית  cI= . 
 

]אם : נותר להראות ] *

A

A
Id cI= אזי  Aשווהגונלי ואורך הוקטורים אורתו . 

 

: נסמן
{ }
{ }

1

* * *

1

,...,

,...,

n

n

A a a

A a a

=

=
 . 

*

* *1 1 1
, , ,

i i

i j i j i j ij

a ca

a a a a a a
c c c

δ

=

= = =
 

 

iעבור , על כן j≠ 
i j
a a⊥ , ומתקיים

1
,
i i
a a

c
 . ל.ש.מ. i לכל =

 6פתרון שאלה 
 :ת  נשתמש בעובדות הבאו:הערה

1. 
0 0
B A A B⊆ ⇐ ⊆ 



2. U V⊆ מ אזי " ת
00U U=)  לכל –? למה A V⊆ 

00
A A⊆ ,שיוויון . מהגדרה

 ). ממשפט המימדים
 

U, -ל "צ W V⊆אזי –מ " ת ( )0 0 0U W U W∩ = )וכן , + )0 0 0U W U W+ = ∩ . 

 

 -ראשית 
1 2

, 1,2
i

U U U i∩ ⊂ = ⇐ ( )00

1 1 2
U U U⊆  וכמו כן, ∩

  (*)( )00 0

1 2 1 2
U U U U+ ⊆ ∩ 

 -באותה צורה 
1 2i

U U U⊆ + ( )0 0

1 2 i
U U U+ ⊆ ⇐ 

 (**)  ( )0 0 0

1 2 1 2
U U U U+ ⊆ ∩ 

 

)אזי  ) ( )000 0 0

1 2 1 2 1 2
U U U U U U∩ = ∩ ⊆ + 

 

כאשר נציב (**) פ "ע
0

i
U במקום 

i
U נקבל ( )00 0 00 00

1 2 1 2 1 2
U U U U U U+ ⊆ ∩ = ∩ 

 

( ) ( )000 0 0

1 2 1 2 1 2 1 2
U U U U U U U U∩ = ∩ ⊆ + ⊆ ∩  

 .ולכן הכל שיוויונות
 

( ) ( )00 0 0 0 0

1 2 1 2 1 2 1 2
U U U U U U U U∩ = + ⇐ ∩ = +. 

נחליף 
i

U0 ב

i
U ונקבל ( ) ( )0 00 0 00 00

1 2 1 2 1 2
U U U U U U∩ = + = + 



 טרנספורמציות מיוחדות

T: :תזכורת V W→נ יחידה "קיימת טרל, אזי. נ" טרל
* :T W V→ המקיימת 

*, , , ,v V w W Tv w v T w∀ ∈ ∈ = .
*Tנקראת ההעתקה הצמודה ל T . 

 :והמיוחדות הן

• 
*T T= - מעל Rמעל ,  סימטריתC ע ממשיים"ע – הרמיטית . 

• 
*T T=  .ע מדומים טהורים"ע –הרמיטית  אנטי – Cמעל ,  אנטי סימטרית– R מעל −

• 
*T T I=- מעל R-מעל ,  אורתוגונליתC –אוניטרית  , 

• 
* *T T TT= -נורמלית  . 

 
 . נורמלית⇐אוניטרית /אורתוגונלית / הרמיטית ) אנטי(/ סימטרית ) אנטי(נשים לב לדוגמא כי מטריצה 

 

C(  ,:Tמרחב מכפלה פנימית מעל ( מרחב אוניטרי V :טענה V V→אזי, נ" טרל: 

T,  ⇔  הרמיטיתT .א Rα α  α לכל ∋
T,  ⇔  אנטי הרמיטיתT .ב iRα α  α לכל ∋

 'הוכחת א
⇐ 

*, , , ,T T T Tα α α α α α α α= = =  

Tα,קיבלנו כי  αולכן ממשי,  צמוד לעצמו 

⇒  
*, ,

, , ,

T T

T T T

α α α α

α α α α α α

=

= =
 

* - αקיבלנו לכל  *, ,T T T Tα α α α= ⇒ =. 

 

 אזי , vע " הרמיטית עם וTע של " עλ יהי –בפרט 

,

, , ,

Tv v R

Tv v v v v vλ λ

∈

= =
 

 .∋Rλנובע , ולכן
 

T: :הגדרה V V→כלומר ,  אוניטרית אם משמרת מכפלה פנימית- , Vα β∀ ∈ 

,מתקיים ,T Tα β α β= 

: דוגמא
2V R= , ונתבונן

cos sin

sin cos
A

θ θ
θ θ

− 
=  
 

 .A סיבוב בזוית θ ,סביב הראשית .A שומרת 

 :שכן, ם"על נורמה וזוית ולכן על מ

( ), cos ,α β α β α β= 

 

  :Vע " אוניטרית עם וTע של " עλי יה
2

, , , ,
1

, ,
T unitary

Tv Tv v v v v v v

Tv Tv v v

λ λ λλ λ
λ

= = = 
=

= 
 



T:: משפט V V→התנאים הבאים שקולים, ל " ט: 
 )שומרת מכפלה פנימית( אוניטרית T .א

Tα .ב α= 

 .ג
*TT I=) 

*T T I= ⇐( 

 בסיס אורתונורמלי לבסיס אורתונרמליכל  מעבירה T .ד
 לבסיס אורתונרמלימסוים בסיס אורתונורמלי  מעבירה T .ה

 

T: :למה V V→תטרי אוני ,W V⊆מ " תT אינווריאנטי ),w W Tw W∀ ∈   אזי–) ∋

TW W⊥ ⊥= . 

dimולכן , ולכן לא מורידה מימד, ולכן הפיכה,  אוניטריתT,  ראשית:הוכחה dimTW W= .

W ,TWמאינווריאנטיות  W⊆ , ולכןTW W= 

Wנראה כי ג ם ⊥
TWמהשיקול הקודם ינבע ,  ואז– אינווריאנטי T הוא  W⊥ ⊥= . 

vיהי  W Tvל "צ. ∋⊥ W w לכל –כלומר , ∋⊥ W∈ ,, 0TV w w יהי .= W∈ . מכך

TWש W= , קיים'w W∈ ך שכ'w Tw= 

, '
, , ' , ' 0

T unitary v W w W
Tv w Tv Tw v w ⊥∈ ∈

= = = 

 

W,  אוניטרית T :קצת מסקנות V⊆ מ "תTאזי, י אינווריאנט: 

[ ] '

| 0

0 | '

W

WW W

T w
T

T w
⊥∪

 
=  

 
 

 . הפיכות' תתי המטריצות'ושתי 
 

) :הגדרה )n
A M C∈ 0ומסמנים ( מוגדרת אי שליליתA ) אם קיימת )≤ )n

B M C∈ כך 

ש
*B B A= 

  :משפט
 . ע ממשיים אי שליליים"וכל הע,  נורמליתA ⇔  מוגדרת אי שליליתA .א

)קיימת  ⇔ מוגדרת אי שלילית A .ב )n
C M C∈ כך ש

2C A= 

 
 :הוכחה

 -כלומר ,  מוגדרת אי שליליתAנניח 
*A B B= .ברור ש

*A A=. A נורמלית ⇐ הרמיטית. 

). vע " עם וAע של " עλנניח  ) *, , , , 0v v Av v B Bv v Bv Bvλ = = = י  אλולכן ( ≤

 . )שלילי
מכך שהיא נורמלית .  אי שליליתAנראה , ע ממשיים אי שליליים" נורמלית וכל העA נניח –בכיוון השני 

כלומר ,  אוניטרית Uי "וניתן ללכסן אותה ע, )הוכחנו בכיתה( לכסינה Aנובע כי 
1UDU A−  Dל =

לכן נוכל להגדיר את , שהם אי שליליים, A מופיעים הערכים העצמיים של Dעל האלכסון של . אלכסונית

E D= )אם , כלומר

1 0

0
n

D

λ

λ

 
 

=  
 
 

O 

1 0

0
n

E

λ

λ

 
 

= ⇐ 
 
 

O( .ניקח , כעת

1B UEU ואז , =−
*B B A=  וגם

2B A= )ל.ש.מ. )סעףי ב של ההוכחה .  
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 :הודעות

 .13:00עד יום שני הבא ב,  שבוע הבא לתא של נועה 12להגיש את תרגיל 
 .4.7ה' ולהגיש עד יום ג, לעשות , לחפש תרגול לשבוע הבא

 
 ). 13מתוך ה( תרגילים 9: חובת הגשה

 . מהציון10%: תרגילים
 .  מגן5%כל בוחן : בחנים

 
 :ועכשיו לחומר

T:טרנספורמציה  V V→ נקראת נורמלית אם 
* *TT T T= . 

 

T:פ " ממV : 1למה  V V→אם .  נורמליתVα ע של " וα אזי λע " עם עTע של " ו∋
*T עם 

 . λע "ע

T:אם : 2למה  V V→ ו,  נורמלית, Vα β αאזי , ע שונים"ע המתאימים לע" ו∋ β⊥ . 

) תהי :משפט )n
A M C∈אזי יש ל,  נורמלית

nCע של "נ המורכב כולו מו" בסיס אוA .קיים , א"ז

(אוניטרית והמטריצה המלכסנת היא ,  אלכסוניתAבסיס שביחס אליו 
*U U I= .( 

 

נניח ? מה המשמעות
1
,...,

n
ε ε בסיס אורתונורמלי של 

nC , ע של "שכולו וA .מה זה אומר שאפשר ל

 ?י מטריצה אוניטרית"ללכסן ע

)נכתוב  )1
,...,

n
U ε ε=) נטען ). מטריצת עמודות– Uואוניטרית,  מלכסנת . 

 ?למה אוניטרית למה

1

* ...

n

U

ε

ε

 
 

=  
 
 

 

( ) ( ) ( )*

1

,
n

ik jk i j j ikij k
k k

U U ε ε ε ε ε ε
=

= = =∑ ∑  

): ובצורה ישירה ) ( ) ( )1 1 1 1
,..., ,..., ,...,

n n n n
AU A A Aε ε ε ε λε λ ε= = = 

 :ועל כן

( )

( )

1

*

1 1

*

,...,

, ,

n n

n

i j j j j i j j i j ijij

U AU

U AU

ε
λε λ ε

ε

ε λ ε λ ε ε λ ε ε λ δ

 
 

=  
 
 

= = = =  

 

 
 . י מטריצה אוניטרית"ניתנת ללכסון ע) אוניטרית, ולכן גם הרמיטית( כל מטריצה נורמלית :קיבלנו

 

 :דוגמא
1

2
a = 



0

2 2

2 2

a a

i iA a

i ia

 − 
 =
 
 − 

 

Aועל כן נורמלית,  אוניטרית . 
 

 :Aע של "נמצא את הע, ראשית.  נעשה זאת בעצמנו–נרצה ללכסן אותה 

3 3 22 2 2 2

0 1
2 2

L L L

x a a x a a

i i i ixI A a x a x

i i x x ia x

= +

− −

− = − − − = − − − =

− −− −

 

 :ונקבל, 3נפתח לפי שורה 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )22 2

2 2

1 1
2 2 2 2

11 1
2 2

x a x a
x i x i

i ia a x

i ix i x x i x x

x i x x i x x i x i

−
− − + − =

− − − −

 − − − − + − − + =
 

 − + + = − + = − +  

 

 

iλקיבלנו  iλואילו , . 2ע בריבוי אלגברי " הוא ע= =  .1ע בריבוי אלגברי " הוא ע−
 . 1מוחלט ע שלה הם בעלי ערך "כי כל הע,  אוניטריתA, בפרט

 
 :2שלב 

נחשב את  . Vλמחשבים את , λע "לכל ע
i
V - מפשים V כך ש Av iv= ,כלומר: 

0 0

1 0
2 2 2 2

0
2 2 2 2

a a ix ay axx ix

i i ia y iy ax y z

z izi i i ia ax z

  − − − + =     
     = ⇔ − − =            − − + − =  

 

3 2
L L= ולכן נתעלם מ, −

3
L . נכפיל את

1
Lב a ואת 

2
Lב i ,ונקבל: 

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

aix y z

aix y z

− − + =

 + − =


 

2 1
L L=  :כלומר, כלומר האילוץ היחיד הוא המשוואה הראשונה, −



( ){ }3, , | 0

0 1

1 ,

1

i

i

V x y z C ix ay az

spV ia

ia

= ∈ − − + =

    
    = −    
    
    

 

ונגלה ש, נעשה כאילו חישבנו

2

1

1

i

ai

V sp−

−  
  =   
  −  

 

 
אלא , לא צריך לעשות אותו לאיחוד הבסיסים, שמידט-נשים לב שבתהליך האותונורליזציה של גרם

פ "נ כי ע"אוסף הוקטורים שנקבל בסוף יהיה או ()כי הם כבר מאונכים(מספיק לכל מרחב עצמי בנפרד 

λאם , הלמה µ≠ע של " עAאזי ,  נורמליתV Vλ µ⊥ .( 

0
1

, ,
2 2

1

2 2

i i

a ai

i
V sp a V sp

a
i

−

      
      −
       

−        = =                      −         

 

 :ועל כן

0

1
2 2

2 2

a ai

iU a

i ia

 − 
 = −
 
 − 

 

 
 :ניתן לבדוק בבית שמתקיים

• *U U I= 

• *

0 0

0 0

0 0

i

U AU i

i

 
 =  
 − 

 

 

 )אבל נהוג לתת במבחנים, לא נורא חשובה: (טענה
Vפ ממימד סופי"מ מ ,:T V V→אזי, . נ" טרל: 

1. W V⊆מ " תTאזי ,  אינווריאנטיW ⊥
 

*T אינווריאנטי . 

2. ( ) ( )*Im kerT T
⊥

= 

 :אזי,  נורמליתTאם  .3

a. 
*ker kerT T= 

b. 
*Im ImT T= 

 :הוכחה



1. v W נראה כי , ∋⊥
*T v W wיהי , ∋⊥ W∈ . נרצה להראות כי 

*, , 0w T v Tw v= Twמתקיים כי  . = W∈ וכיw v⊥. 

)יהי  .2 )*Imv T∈ , כלומר קייםy V∈ כך ש 
*v T y= . יהיkeru T∈ , אזי 

( ) ( )

*

*

, , , 0, 0

Im ker

u v u T y Tu y y

T T
⊥

= = = = ⇒

⊆
 

( ) ( )*

*
dim ker dim dimker dimIm dimImT V T T T

⊥
= − = = 

 . נ מאותה דרגה"נים מעל בסיס או"המטריצות של הטרלכי ?  למה–(*) 

kerv,  נורמליתTי תה .3 T∈ ⇐0Tv =. 
2

* * * * * * *0 , , , , 0 ker
v

Tv Tv v T Tv v TT v T v T v T T v v T= = = = = ⇒ = ⇒ ∈

הראנו 
*ker kerT T⊆ . שיוויון–מסימטריה  . 

( ) ( ) ( )* *

2 2
Im ker ker Im

From From
T T T T

⊥⊥
= = =  

 
 קצת תבניות ביליניאריות לפני הסיום

V, יהיו :הגדרה Wו מעל שדה " מF)  אותו שדהF(! . פונקציה:f V W F× תבנית  תיקרא →

 :היא מקיימת אם ביליניארית
 :בי ליניאריות

) .א ) ( ) ( )', , ',f f fα α β α β α β+ = + 

) .ב ) ( ) ( ), ' , , 'f f fα β β α β α β+ = + 

 :הומוגניות

) .א ) ( ), ,f c cfα β α β= 

) .ב ) ( ), ,f c cfα β α β= 

 :דוגמאות

0f .א  .  פונקציית האפס≡

f:נגדיר את , רחב אוקלידי מVיהי  .ב V V F×  סקלרית כמכפלה →

( ), ,f α β α β=.  למשל
nV R=, אזי ( )

1

,
n

i i
i

f v w v w
=

=∑ . 

 .ג
2 2:f R R R× )אזי , → ) 1 1 1 2 2 1 2 2

, 8 6 7.5f u v u v u v u v u v= + − +. 

, מרחב אוקלידי V .ד
*Vהמרחב הדואלי  .

*:f V V F× )י "ע → ) ( ),f ϕ α ϕ α= 

)תהי  .ה )m n
A M F×∈ , נגדיר תבנית ביליניארית: m n

A
f F F F× י "ע →

( ), t

A
f x y xAy= . 

 

 עם בסיס m ממימד F ו מעל" מV יהי :משפט
1
,...,

m
v v וW ו מעל "מF ממימד n עם בסיס 

1
,...,

n
w w, ל "בין תבניות בע ועל "קיימת התאמה חח אזי: m n

f F F F× ובין מטריצות  →

( )m n
M F×  וניםלבסיסים הנתביחס . 

 



:נניח  ?למה הפוך. ל"ראינו כי מטריצה מגדירה תבנית ב? למה זה נכון m n
f F F×נגדיר , ל" תבנית ב

( )m n
A M F×∈י " ע( ),

ij i j
a f v w=. 

יהיו 
1

m

i i
i

x v v V
=

= ו, ∑∋
1

n

i i
i

y w w W
=

= )אזי , ∑∋ ), t
f v w xAy= . 

 

) :דוגמא ) 1 1 1 2 2 1 2 2
, 8 6 7.5f u v u v u v u v u v= + −  מ+

2 2R R R× י "ע fנציג את , →

 :מטריצה ביחס לבסיסים הסטנדרטיים

( )
( )
( )
( )

1 1

1 2

2 1

2 2

, 1
1 6

, 8
1

8 7, 6
2

, 7.5

f e e

f e e
A

f e e

f e e

= 
 − =   =  = −   = 

 

 
 


