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 פונקציות טריגונומטריות
 : אופציות3יש כ "במחשבון בד

1. deg – זה מספר ? 360למה עשו . כל אחד מעלה,  חלקים360 מניח חלוקת המעגל ל– מעלות
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2. gra –לא שימושי  

3. rad-57= רדיין .  רדיינים ~� .2 360π אנחנו נתעסק ).  זה רדיינים- πכשמדברים ב (=

 .רק ברדיינים
 
 

 . י הזוית"נקבע ע, היחס בין שתי הצלעות שמול הזוית הישרה. נניח שיש לנו משולש ישר זוית

 

אזי היחס , b לa היא הזוית בין θאם 
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 .  נקבע על ידה

: מתקיים). 1הרדיוס הוא  (במעגל היחידהנתבונן 
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מים גם לפעמים רוש
2 2cos sin 1θ θ+  ).זה זהה למה שרשמנו קודם (. =

 
 . ואת הערכים, ננסה לחשב כל מיני זויות
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 . כי אנו נמצאים ברביע הראשון,  אנחנו פוסלים את האופציה השלילית–(*) 
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90נתבונן בהזזת הזוית 
2

π
= �

אם הנקודה המקורית היתה . מהרביע הראשון לשני  שמאלה

( )cos ,sinθ θ , אזי המוזזת תהיהcos ,sin
2 2

π π
θ θ

    + +        
נשים לב שהמשולש שנוצר . 

) -כלומר . חופף למשולש המקורי )cos ,sin sin ,cos
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θ θ θ θ

    + + = −        
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 מה שנקבל זה שאם הנקודה המקורית היתה –) מהרביע הראשון לרביעי (−θ לθנתבונן בהפיכת 

( )cos ,sinθ θ , אזי המוזזת תהיה( )cos , sinθ θ− . 

180θ לθנתבונן בהפיכת  θ π+ = +�

 אז אם הנקודה המקורית היתה –) מהרביע הראשון לשלישי (

( )cos ,sinθ θ , אזי המוזזת תהיה( ) ( )( ) ( )cos ,sin cos , sinθ π θ π θ θ+ + = − −. 
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cos: עוד קצת נוסחאות sin
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k אם –עקב המחזוריות של המעגל , כמובן N∈ , אז
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 ). אבל שם זה קורה כבר בחצי סיבוב (tanיתקיים גם ל



 
 

 :בואו נחשוב קצת על הגרפים של הפונקציות הטריגונומטריות



 
 

 :זהויות טריגונומטריות
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 :מסקנות

( ) ( )
( ) ( )

2 2: cos cos 2 cos sin

:sin sin 2 2sin cos

α β α α α α α

α β α α α α α

= + = = −

= + = =
 

 :אבל מתקיים גם

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

cos 2 cos sin cos 1 cos 2cos 1

cos 2 cos sin 1 sin sin 1 2sin

α α α α α α

α α α α α α

= − = − − = −

= − = − − = −
 

 :ועל כן
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 :נוסחאות שימושיות
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 : נוכיח את השיוויון הראשון

2 2

2 2

2 2 2

2

2
2 2

2

cos sin
2 2

cos cos 2 cos sin
2 2 2 1

1

cos sin cos
12 2 2

1 1
cos sin

2 2 cos
2

t

t

θ θ
θ θ θ

θ

θ θ θ

θ θ
θ

   −            = = − = =     
     

     −      −     ⋅ =
+   +        

 
 

 

 

ידוע כי נניח ש
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θ ). 2π..0רק בטווח (ברור כי יש שתי אופציות , ודם כלק? θלכמה שווה . =

2כי , ניזכר ונראה
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sin כך שθמחפשים זוית . נתונה זוית αתהי  sinθ α= ,2כי , אזי נובעa kθ π= + או , ⋅

( ) 2kθ π α π= − + ⋅ . 

 

cos כך שθומחפשים ,  נתונהαאם , באופן דומה cosθ α= ,2 עאזי נובkθ α π=  או +

2kθ α π= − + . 
 



sin -נניח ואומרים לך  Aθ 1A אם –קודם כל . θתביא . = 1A או < <  אין – עונים לו - −
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 1.11.2006, 2תרגול השלמה 
 

 :תזכורת

 
 

cos כאשר רוצים לדעת משהו אינטלגנטי לדוגמא על :המלצה
2

π
α + 
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עדיף להסתכל על מעגל , 

 . ולא על הגרף , היחידה 
 

] בהינתן ערך בטוח:שאלה  מתאימות ל ותθ איזה –איך אפשר לאתר את התשובה לשאלה , −1,1[
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θ פתרון בטבלא בצורה אף הבעיה היא שאין לנו .  פתרונות∞ברור לחלוטין כי יש . =

כמו שעשינו . cosאנו נרצה להפוך את הפונקציה . וגם אין לנו מחשבון, מדויקת
2 5x אזי , =

5x =  למשוואה –אבל גם כאן יש לנו את אותה בעיה . גם כאן נרצה להפוך את הפונקציה, ±
2 5x  לכן הגדרנו את . )ע" הם לא חחcosפונקצית החזקה ופונקצית  ( יש שני פתרונות=

כפונקציה 
+ +→ℝ ℝ . 

 

 :ע ועל"כדי שהן יהיו חח,  כךsin,cosנגדיר מעכשיו את 
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  .זוגית-אי sinנשים לב שבהגדרה זו 
 



 :arccos וarcsinעכשיו נתבונן בגרפים של 
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  – ננסה לענות על השאלות –עכשיו 
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ננסה לחשב את , כעת
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מה נגיד על 
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מה יש לנו להגיד על , טוב
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אזי התשובה ,  מוגדר
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), לעומת זאת  )( )tan arctan u u=. 

 

)מה נגיד על  )( )cos arcsin x ? 
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arcsinידוע כי  ,
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 משוואת ישרים

yכשאני כותב את המשוואה ' mx n=  ?'למה אני מתכוון, +

  .ר למתמטיקה ופילוסוף"ד, איב גודין
 'בא לי חד משמעית לחנוק את המורים שלכם מהתיכון'

(ר למתמטיקה ורוצח סדרתי "ד, איב גודין
n
a( 

{ }, |y mx n x mx n x= + ⇔ + ∈ℝ  

m –הנקודה .  השיפוע( )0,n 0עבור ( נמצאת על הקוx =( 

ויש , y ל0כי אז צריך מקדם  (yאי אפשר לקבל ישר מקביל לציר ,  לדוגמא–אי אפשר לקבל כל ישר 

 ).1לנו 
 

נשתמש , במישורכל קו ישר אם רוצים משוואה כללית של 

)ב ){ }, |ax by c x y ax by c+ = ⇔ + =) ( ) ( ), 0,0a b ≠ .( 

 
 ). m(כאשר יש להם אותו שיפוע ? מתי שני ישרים מקבילים

 
 . תשאלו את חברת החשמל.  לא כל סמיילי הוא פרבולה:הערה

 
 

אם נתבונן ב
2 , 0y ax a= )אזי , ≠ ){ }2, |x ax x∈ℝ0אם .  זו פרבולהa אזי הפרבולה , <

0aאם . מחייכת : לדוגמא. אזי הפרבולה בוכה, >
2y x= לעומת 

2y x= − 



 
 -לדוגמא . הפרבולה יותר צרה,  גדול יותרaככל ש

2y x= לעומת 
23y x= 

 

נראה מה ההבדל בין משוואה של חוט 
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ax axe e
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−+ 
=  
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1a עבור    מול =
2y x= ? 



 
 

נשים לב שהמשוואה הכללית של פרבולה היא 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1
2y a x k c ax ak x ak c= + + = + +  .  כדי להזיז אותה מטה ומעלה+

( ) 2

1
: 2 , :b ak c ak c= = +  

: ואז
2 , 0y ax bx c a= + + לאו דווקא עם קודקוד ,  היא נוסחת הפרבולה הכללית במישור≠

 . בראשית הצירים
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     = + + = + + = + + − + =             

     −       + − + = + − + = + − =            
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  
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 : מקרים3נבחין בין 

0∆ ∆−0אז , >  . x ביש אותו הסימן בלי תלות a ולyל, <

0∆ אז , =

2

2

b
y a x
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 = + 
 

מלבד עבור ,  יש אותו סימןa ולyל, 
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a
= 0yואז , − = . 
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a a a a a a

       ∆ ∆     = + + = + − = + −                  

− = − +  

     ∆ ∆ − + ∆ − − ∆   = + − + + = − − = − −        
        

���

 

 בxואז הפרבולה חותכת את ציר ה
1 2
,x x . 

)כאשר , בנוסף )1 2
,x x x∈ , אזיyו a ולהפך,  בעלי סימן הפוך . 
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 :נושאים
 מכפלה וקטורית, מכפלה סקלרית, וקטורים .1
 מערכות קורדינאטות .2

a. קרטיזיות 
b. גליליות 
c. כדוריות 

 

) -מרחק בין שתי נקודות במרחב  ) ( )1 1 1 2 2 2
, , , , ,A x y z B x y zהוא : 

( )
�

�
�

1 21 2
1 2

22 2

,
z zx x y y

d A B x y z
−− −

    
= ∆ + ∆ + ∆          

 

 :משוואת מעגל במישור

)אוסף כל הנקודות שמרחקן מנקודה נתונה  -  מעגל )0 0
,x y הוא קבוע )r( ,כלומר: 

( ) ( )2 2 2

0 0
x x y y r− + − =  

) אוסף כל הנקודות – כדור במרחב ), ,x y z שמרחקן מנקודה נתונה ( )0 0 0
, ,x y z הוא קבוע )r( 

( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0
x x y y z z r− + − + − =  

): דוגמא ) ( ) ( ){ }2 2, , | 2 2 3 2 1x y z x y z+ + + )כדור שמרכזו ? ה זהמ. = )0,  ורדיוסו −3,0

הוא 
1

2
)כי זה שווה ל,  ) ( )( ) ( )

2
22 2 1

0 3 0
2

x y z
 − + − − + − =  
 

. 

 
 וקטורים במישור ובמרחב

 
נשים לב שאפשר . קטעים מכוונים בעלי אותו גודל וכיוון מייצגים את אותו הוקטור. זה קטע מכווןוקטור 

 :כךנסמן וקטור . וזה יהיה עדיין אותו וקטור, ותו הוקטור המון פעמיםלצייר את א

vמסמנים וקטור כך  
�

 . 

vנורמה של וקטור היא 
�

 .  והיא המרחק בין העקב לראש- 

2wלדוגמא  v=
� �

 . v כפול משל w הדבר אומר שהאורך של 

0vברור כי  ≥
�

 .  תמיד

0vאם , בנוסף =
�

0v אז  =
�

�

) 0
�

 ) הוא הוקטור שעקבו וראשו מתלכדים

 
 :פעולות בסיסיות של וקטורים



 חיבור וקטורים .1
 )סקלר זה מספר(הכפלה בסקלר  .2

 :באמצעות כלל המקבילית?  וקטוריםאיך מחברים

 
 

 . אז מחברים אותם קוארדינטה קוארדינטה, ומי שמעדיף אלגברה
 ?איך מבצעים חיסור

( )v w v w− = + −
� � � �

 

−wכאשר 
�

 :כמו שאנו רואים משמאל,  הוא אותו וקטור בכיוון ההפוך
 : דרך אחרת לחסר

 וראשו הוא w ואז הוקטור שעקבו הוא הראש של ,נשים אותם עקב לעקב

v הוא vהראש של  w−
� �

 . 
 

 :כפל של וקטור בסקלר

kvמה זה 
�

?  

1. 0k v אז מדובר בוקטור מקביל לוקטור <
�

 פעמים הגודל k וגודלו 

vשל 
�

 

2. 0k v אז מדובר בוקטור שכיוונו הפוך לכיוון >
�

 פעמים k וגודלו 

vגודלו של 
�

. 
 

 :תכונות

• kv k v=
� �

 

 
 וקטור שעקבו בראשית

, ,x y z זהו סימון לוקטור שעקבו בראשית וראשו בנקודה ( ), ,x y z . לעיתים נסמן

x

y

z

 
 
 
 
 

 . 

 

 :משפט
1 1 1
, ,v x y z=

�

 ו
2 2 2
, ,u x y z=

�

 : וקטורים שעקבם בראשית אז

1 2 1 2 1 2
, ,v u x x y y z z+ = + + +

� �

 

1 1 1
, ,kv kx ky kz=

�

 



 
 וקטור שעקבו איננו בראשית

)נניח שיש לנו וקטור שעקבו בנקודה  )1 1 1
, ,A x y z= וראשו בנקודה ( )2 2 2

, ,B x y z= , אז כותבים

ABאת זה ככה 
�

 ).עם חץ מחובר ביניהם (
? ל בצורה של וקטור שעקבו בראשית" הנABאיך נרשום את 

2 2 2 1 1 1
, , , ,AB OB OA x y z x y z= − =  הוא הוקטור שעקבו בראשית OBכאשר  (−

זה יוצא כמובן , ובסיום, )Bוראשו בעקב 
2 1 2 1 2 1

, ,AB x x y y z z= − − −. 

 

)נניח ויש לנו את , לדוגמא ) ( )1,2 , 3, 5A B  ? )ברישום כוקטור שעקבו בראשית(AB מהו הוקטור.−

3 1, 5 2 2, 7AB = − − − = −  

 
 שקודקודיה ABCD מצאו את הקודקוד הרביעי של המקבילית :תרגילון

( ) ( ) ( )1,1 , 2,3 , 0,5A B C. נסמן ( , )D x y. 

ABידוע כי  DC=
��

 .1,2AB =
�

 

1,2 0 ,5 1,3DC x y= = − − = ,1 ומכאן − 3x y= − =. 

 
 :נורמה של וקטור שעקבו בראשית

2 2 2, ,x y z x y z= + + 

 
 יחידהוקטור 

0vבהנתן וקטור . 1וקטור יחידה הוא וקטור שהנורמה שלו הוא  ≠
�

vנמצא וקטור יחידה בכיוון של  , 
�

 
 :י"ע

1 v
v

v v
=
�

�

� �  

 
 .  טריוואלית–הוכחה 

 

,1 מצאו וקטור יחידה בכיוון הוקטור: תרגיל 1,0− . 

: פתרון
1 1 1

1, 1,0 , ,0
1 1 0 2 2

−
− =

+ +
 

 : נגדיר את וקטורי היחידה הבאים

ˆ 1,0,0

ˆ 0,1,0

ˆ 0,0,1

x i

y j

z k

= =

= =

= =

�

�

�

 

 :נשים לב שלכל וקטור מתקיים

, ,v x y z xi yj zk= = + +
�� �

�

 

 
 )0שאינם (זוית בין וקטורים 



v,יהיו : הגדרה w
� �

0  וקטורים שונים מ
�

vהזוית בין , 
�

w ל
�

 שנקבעת על ידם ומקיימת θ היא הזוית 

0 θ π≤ ≤. 
 

, יהו : מכפלה סקלרית-הגדרה  0u v ≠
� �

cosu אז נגדיר  v u v θ⋅ =
� � � �

 היא הזוית θ  כאשר 

 . ביניהם
אפשר להסתכל עליה גם . כי היא מחזירה סקלר? למה קוראים למכפלה סקלרית כמכפלה סקלרית

 .)ש. א–. אבל עדיף שלא(. כמכונה

1,1נתבונן : לדוגמא , 0,2v u= =
� �

אזי , 

2
cos 2 2 cos 2 2 2

4 4 2
u v u v

π π ⋅ = = = = 
 

� � � �

. 

 
 :משפט

אם 
1 1 1 2 2 2
, , , , ,v x y z w x y z= =

� �

 אז 
1 2 1 2 1 2

v w x x y y z z⋅ = + +
� �

 . 

0,2: הקודמתדוגמא משל בל 1,1 2⋅ = . 
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 .  בחנים2). כי אין בודקים(אין חובת הגשה . אין חובת נוכחות: מנהלה
 

 :פונקציות
 .  פונקציה מתלמיד לציון–פ "מבחן בקורס מת: דוגמא

} :2דוגמא  }A a= .{ }1 2
,B b b= . נגדיר( ) 2

f a b= . 

A,תהיינה  :הגדרה Bפונקציה .  קבוצות:f A B→ היא העתקה המתאימה לכל איבר a A∈ 

bאיבר יחיד  B∈ . נסמן( )f a b= .A של תחום ההגדרה  נקראf ,B של  תחום התמונה נקרא

f . 

f:הינה פונקציה ממשית  R R→ . 

f: תהי :דוגמא R R→י " המוגדרת ע( ) 1f x = . 

}: דוגמא } { }sgn : \ 0 1,1R → − . 

( )
0,1

sgn
0, 1

x
x

x

>
= 

< −
 

f:פונקציה  :הגדרה A B→ כך שלכל b B∈ קיים a A∈כך ש ( )f a b= נקראת פונקציה

 . על

f:פונקציה  :הגדרה A B→ שלכל  כך
1 2
a a≠ מתקיים ( ) ( )1 2

f a f a≠ תקרא פונקציה 

 . )חד חד ערכית (ע"חח
 

 ציות אלמנטריותפונק

) -פולינום  .1 )
0

n
i

n i
i

p x a x
=

=∑ . 

 כלומר – היא מנה של שני פולינומים Rפונקציה רציונלית  –פונקציות ראציונלית  .2

( ) ( )
( )
p x

R x
q x

) כמובן שנדרוש ש. p,q עבור פולינומים = ) 0q x  :דוגמאות. x לכל ≠

a. ( ) 1
R x

x
= . 

b. ( ) mR x x= . 0עבורm ≠ . 

c. ( )
41

1

x
R x

x

−
=

+
1xהפונקציה מוגדרת .  ≠ 1xאבל עבור . − ≠  מתקיים −

( ) 2 31R x x x x= − + − . 

 
 :שורשים

ny x= עבור n טבעי – y המקיים !) היחיד( הוא המספר האי שלילי
ny x= . 

 ?איך מחלקים פולינומים



 
 

 .נומטריות ופונקציות טריגונומטריות הפוכותפונקציות טריגו .3

0a יהי – )חזקה(הפונקציה המעריכית .4 )הפונקציה . < ) xf x a=היא פונקציה מעריכית  .

 .  כל הישרfתחום ההגדרה של 

1יהי  –הפונקציה הלוגריתמית  .5 0a≠ ) נגדיר < )log
a

y x= אם 
ya x= . עבור

a e= נסמן ( ) ( )log ln
a
x x= . 

: דוגמא
32 8= .

2
log 8 3= .

210 100= .
10

log 100 0a לכל . =2 > 
0 1a = ,

log 1 0
a
=. 

1

24 4 2= =,
4

1
log 2

2
= . 

 
 :חוקי חזקות

1. 1 2 1 2x x x xa a a +⋅ = 

2. ( )xx xa b ab⋅ = 



3. ( ) 2
1 1 2
x

x x xa a ⋅= 

 logחוקי 

1. ( )1 2 1 2
log log log

a a a
x x x x⋅ = + 

2. ( )log log
a a
x xα α= ⋅ 

3. ( ) ( )log log log
a a b
x b x= ⋅ 

 :קצת גרפים

 
 

f:,  קבוצותB וA תהיינה :הגדרה A B→ ,:g B A→פונקציות  .fו g הן הפוכות אם לכל 

a A∈ו b B∈ מתקיים ( ) ( )g b a f a b= ⇔ ונסמן . =
1

g f
−= . 

 

] :דוגמא ] [ ], : 0,1 0,1f g ):  המוגדרות→ ) ( )2 ,f x x g x x= f,אזי , = gפוכות ה . 

 :2דוגמא 
xeו ln xהפוכות  . 

 

, תהיינה :הגדרה ,A B Cו,  קבוצות:f A B→ ,:g B C→פונקציית ההרכבה אזי ,  פונקציות

g foנקציה מ היא פוAל Cי " המוגדרת ע( ) ( )( )g f a g f a=o . 

]:דוגמא ] [ ]: 0,1 1,2f ) המוגדרת → ) 1f x x= + .[ ] [ ]1,2 1,4g י " מוגדרת ע→

( ) 2
g x x=. 

( ) [ ] [ ] ( )2 2: 0,1 1,4 1 1 2g f x x x x→ = + = + +o  

 

: מסקנה
xeו ( )ln xועל כן ,  הפוכות( )ln xe x= וגם 

( )ln x
e x= . 

 

 . ע" חחfמ " קיימת פונקציה הפוכה אמA על f לפונקציה :טענה
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 הזזות של פונקציות

 . הזזה של פונקציה זו בעצם הרכבה של פונקציה עם פונקציה מאוד פשוטה

Rαיהי  ) נגדיר ∋ )g x xα α= + ,( )h x xα α=. 

f:תהי  A B→תונתסתכל על הפונקציו,  פונקציה ממשית: 

( )
( )

g f f x

h f f x

α

α

α

α

= +

=

�

�

 

 . Rעדיין , לא השתנה :תחום ההגדרה

f: התמונה של  :התמונה A B→ היא ( ){ }|f a Aα ∈ 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

Im |

Im |

g f g f f a a A

h f f a a A

α α

α

α

α

= = + ∈

= ∈

� �

�

 

 :דוגמא

]תהי  ]: 1,2f R− )י " מוגדרת ע→ ) 2
f x x= . 

]היא  , fה של התמונ gהתמונה של . 0,4[ fα ]פ ההגדרה לעיל "ע, היא, � ],4α α+ . התמונה

hשל  fα היא , פ הגדרה"ע, �
[ ]
[ ]
0,4 , 0

4 ,0 , 0

α α

α α

≥


<
]הנהוג פשוט שבכתיב ( ],a b אזי a b≤ .( 

 

f:הגרף של פונקציה:הגדרה A B→ הוא קבוצת כל הנקודות ( )( ){ }, |x f x x A∈ . 

פשוט , hαבהזזה מסוג . x את ציר הαפשוט מסיטים ב, gαבהזזה מהסוג ? איך מציירים את הגרף

 . את הגרף' מרחיבים'או ' מכווצים'
 

: לדוגמא
2y x= , לעומתg fα 3αעבור , � =  

  
hועכשיו עבור  fα 0.5αעבור , � =: 



 
 

 :סוג נוסף של הזזות

f:תהי  A B→ונסתכל על הפונקציות ,  פונקציה ממשית( ) ( )f g x f xα α=  ועל �+

( ) ( )f h x f xα α=� . 

fתחום ההגדרה של  gα�: xיך לתחום ההגדרה של  שי( )f g f xα α= xמ " אמ�+ α+ 

x -כלומר , fשייך לתחום ההגדרה של  Aα+ } שזה שקול ל∋ }|x A a a Aα α∈ − − ∈ . 

עבור : דוגמא
2

f x= בקטע [ fאזי תחום ההגדרה של , −1,2[ gα� הוא [ ]1 ,2α α− − − . 

 

fשל  תחום ההגדרה hα� :נחלק לשני מקרים: 

1. 0α = -  

a.  0אם A∈ אזי לכל x R∈ 0 מתקייםx Aα =  ולכן תחום ההגדרה הוא כל ∋
 . הישר

b.  0אם A∉ אזי 
0

f hלא מוגדר באף נקודה� . 

2. 0α ≠ - xמ " בתחום ההגדרה אמx Aα |מ " אמ∋
A a

x a A
α α

 ∈ = ∈ 
 

 

 

נחזור לדוגמא של 
2

f x= , תחום ההגדרה של( )0
0f h f=� הוא כל R . 

0αעבור   הוא ≠

1 2
[ , ), 0

2 1
, , 0

α
α α

α
α α

− >
 −  <  

] היה  רקf התחום של -כזכור.  ]1,2− . 

 :נתבונן על הגרפים



 

כמובן ש
( )
( )

2

3

2

3

3

3

f g x

f h x

= +

=

�

�

 

 

): עוד דוגמא ) ( )1
ln 1 1

2
f x x= +  .)יש כאן אוסף של הזזות (−

)נגדיר  ) ( )0
lnf x x= הזזות3 ונבצע : 

( )lny x= . תחום ההגדרה הוא( )0,∞ 

  

( )1 0 1
ln 1f f g x= = ) תחום ההגדרה - �+ )1,− ∞ 



 

), כעת )3 1 2
2

1
ln 1

2
f h f x= = ) - תחום ההגדרה לא משתנה -+ )1,− ∞ 

 

) -וכעת )1 3

1
ln 1 1

2
f g f x−= = + −� 



 
 

 :חתכים קוניים
 :פתרונות במישר של המשוואה

2 2 0Ax By Cxy Dx Ey F+ + + + + =  

 :לדוגמא

1 0x − =  
 

 :אנחנו נתעניין ב
 פרבולה

 
2 4y px= 

או 
2 4x py=)  שנראית כזכור לנו-  .( 

 מעגל
2 2 2x y r+ = 



אליפסה

2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

 

 היפרבולה

2 2

2 2
1

x y

a b
−  או =

2 2

2 2
1

y x

a b
− = 

 

) עם מרכז מעגל היחידה   מוגדר כ0,0(
2 2 1x y+ = 

)אזי  )2 21 1x y+ + ) עם מרכז 1יתן לנו מעגל ברדיוס , = )1,0− . 

), ועל כן  )2 21 1x y− + ) יתן לנו מעגל עם מרכז = )1,0. 

( )22 1 1x y+ + ) יתן לנו מעגל עם מרכז = )0, 1−. 

 

)מעגל עם מרכז , על כן ),h k נקבל על ידי ( ) ( )2 2

1x h y k− + − = . 

 
עם מרכז , היפרבולה, לדוגמא. וכל משוואה אחרת, אליפסה, אפשר להזיז היפרבולה, כמו שהזזנו מעגל

( ),h kי " נקבל ע
( ) ( )2 2

2 2
1

x h y k

a b

− −
− = 

או
( ) ( )2 2

2 2
1

y k x h

b a

− −
− −  ). בהתאם לסוג ההיפרבולה שנרצה לקבל (=

 
 

מה הצורה של הפתרונות של המשוואה 
2 2 0Ax By Cxy Dx Ey F+ + + + +  לא תמיד ?=

 . היפרבולה/ אליפסה / מעגל / מתקבלים פרבולה 



 - משוואות שאין להן פתרון יש, לדוגמא
2 2 1 0x y+ + = . 

, )  2( לדוגמא
2 4 0 2y y− = ⇔ =  .  קיבלנו שני קווים מקבילים–כלומר , ±

 ?איך נדע מה קיבלנו באופן אלגברי

היפרבולה מופיעים רק / אליפסה / שבמעגל , נשים לב
2x2 וy) ולא , ,x y xy  .( 

ולכן משוואה מהצורה 
2 2 0Ax By F+ +  . היפרבולה/ אליפסה / מעגל יכולה לייצג  =

 :דוגמא

( )

2 2

2 2

2 2

22

2 4 8 0

2 4 8

1
2 2

x y

x y

x y

+ − = ⇔

+ = ⇔

+ =

 

 
 , לדוגמא? מה קורה אם לא מדובר על זה. מה שאמרנו עובד באמת כשמדובר בראשית הצירים

( )2 2 22x h x hx h− = − +  

ועל כן ביטוי מהצורה 
2 22x hx h− ) ניתן לשנות ל+ )2x h− ולהפטר מהגורם של x) 2hx− .( 

 

: דוגמא
2 210 4 24 15 0x x y y− − + − = 

)נשים לב כי  )22 210 10 25 25 5 25x x x x x− = − + − = − − 

 :עם התובנה הזו, ואז

( )

2 2

2 2

10 4 24 15

5 25 4 24 15

x x y y

x y y

− − + − =

− − − + −
 

)נשים לב כי , כעת ) ( )22 24 24 4 6 4 3 9y y y y y − + = − − = − − − )  שכן

( )22 26 6 9 9 3 9y y y y y− = − + − = −  :ועל כן, )−

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 22 2

2 2

2 2

2 2

10 4 24 15 5 25 4 3 36 15

5 4 3 4 0

5 4 3 4

5 3
1

4 1

x x y y x y

x y

x y

x y

− + − − = − − − − + − =

− − − − = ⇔

− − − = ⇔

− −
− =

 

 
 :עוד חתך

 

1 0

1

1

xy

xy

y
x

− = ⇔

= ⇔

=

 



 
 

 פונקציה ממשית בשני משתנים

f:היא  A B→ , כאשר
2 ,A R B R⊆ ): לדוגמא. ⊇ ),f x y xy= . 

 ). למרות הסימונים הדומים, נ" לא מדובר בהכרח בטרל–לתלמידי לינארית לשעבר (

fנראית כך : 

 
0xyהיא מוגדרת כאשר  0 -כלומר , ≤ 0x y≥ ∧ ,0או , ≤ 0y x≤ ≤ 
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 פונקציות בשני משתנים

f:פונקציה ממשית בשני משתנים היא פונקציה : הגדרה A B→כך ש 
2A⊂ ℝו B ⊂ ℝ . 

 :לדוגמא

1. ( ),f x y x= 

2. ( ),f x y x y= + 

3. ( )
2 2

1
,f x y

x y
=

+
 

 "תיאור פונקציה"

.  -לדוגמא . ציור גרף .1
 . אבל קשה לצייר בלי מחשב

 : לדוגמא  –הבנת תחום ההגדרה  .2

a.  ( )f xy xy= , ואז( ),f x yמ " מוגדר אמ

0 , 0 , 0xy x y x y≥ ⇔ ≥ ∨ ≤ 

b. [ ]0,1g →ℝ)  נגדיר ). 1פונקציה במשתנה( ) ( ),h x y y g x= − .h 

)מוגדרת על  ),x yמ" אמ 

i. x בתחום ההגדרה של g [ ]0,1x∈ ⇐ 

ii. ( ) ( )0y g x y g x− ≥ ⇒ ≥ 

c.  תהיינה, :g h →ℝ ℝ ונגדיר ( ) ( )( ) ( )( ), lnf x y y g x h x y = − −  .

( ),x y בתחום ההגדרה של fמ " אמ 

i. ( )( ) ( )( )sgn sgny g x h x y− = lnנשים לב כי לא מוגדר  (− 0( ,

) נמצא בין yכלומר  )g xל ( )h x . 

 הבנת התמונה .3

a.  תהי –קווי גובה :f A B→ויהי ,  פונקציה ממשיתRα אז קו הגובה המתאים , ∋

כלומר ,  מתקבל αם  עבורf הוא כל הנקודות בתחום ההגדרה של αל

( ){ }|a A f a α∈ =. 

i.  עבור( )f x x=  , לכלα , קו הגובה המתאים הואx α= . 

ii.  עבור( ),f x y x= , לכלα , קו הגובה המתאים הואx α= . 



iii.  עבור( ) 2f x x= . 

0αעבור  .1  .  קו הגובה ריק>

0αעבור  .2  .±α קו הגובה הוא ≤

iv.  עבור( ) ( )2

,f x y x y= + 

0αעבור  .1  . קו הגובה ריק>

0αעבור  .2 הוא  קו הגובה ≤

y x y xα α+ = ± ⇔ = − ± 

v.  עבור( ),f x y xy= 

0αעבור  .1  . קו הגובה ריק>

a.  0נחשב עבורα = ( ), 0f x y xy= מ " אמ=

0x 0y או = = . 

b.  0עבורα > 

2

2xy xy y
x

α
α α= ⇔ = ⇔ = .

נשרטט את קוי הגובה עבור 

1,2,3α =

 
vi. ( ) 2, 2f x y y x x= − + 

)ננסה לשרטט את קו הגובה .1 ),f x y α= . זה שקול

ל

( ) ( )
( ) ( )

2

22 2

2

2

2 2 1 1 1 1

1 1

y x x

y x x x x x

y x

α

α α α

α

− − = ⇔

= − + = − + − + = − + − ⇔

− − = −
 

1αעבור  2α ו =  :זה יראה=



 
1αעבור . 0פרבולה שמרכזה , כמו שלמדנו שבוע שעבר ועל , =

 . 1 למעלה זה מעלה אותה בαכל 
 

vii.  עבור( )
2 2

,
9 16

x y
f x y = −. 

0αעבור  .1 = 
2 2

2 216 4
0

9 16 9 3

x y
y x y x− = ⇔ = ⇔ =  :כלומר, ±

 



0αעבור  > 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 1
9 16 3 4

x y x y
α

α α
− = ⇔ − = ,

 .  היפרבולה–כלומר 

 
0αעבור  < 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 1
9 16 16 9 4 3

x y y x y x
α α

α α
− = ⇔ − = − ⇔ − =

− −

אז היא , יה כולהאם רוצים לראות את הפונקצ. וזה נראה כמו אוכף
 :נראית

 
 
 



 פונקציות היפרבוליות

)ידוע כי : למי שמכיר מרוכבים ) ( )cos sinie iθ θ θ= )ואז כמובן , + )cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

= 

)ו )sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

=. 

 

) נגדיר פונקציות ממשיות :הגדרה )cosh xו ( )sinh xי " ע 

( )

( )

cosh
2

sinh
2

x x

x x

e e
x

e e
x

−

−

+
=

−
=

 

)נגדיר  ) ( )
( )

sinh
tanh

cosh

x
x

x
= ,

( )
( )

cosh
coth

sinh

x

x
= . 

f: :הגדרה →ℝ ℝ   אם זוגית נקראת( ) ( )f x f x−  )yהפונקציה סימטרית סביב ציר  (=

) אם אי זוגיתנקראת      ) ( )f x f x− =  ). שיקוף (−

 :דוגמאות
2xלעומת ,  זוגית

3x שהיא אי זוגית . 

( )cos xלעומת ,  זוגית( )sin x שהיא אי זוגית . 

 

), באותו אופן ) ( )cosh cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

− −− −+ +
− = = ואם ,  זוגיתcoshועל כן , =

)נחשב באותו אופן עבור  )sinh xנקבל כי היא פונקציה אי זוגית  . 

 

) לגבי :הערות )cosh x: 

• ( )cosh 0 1= 

0xלכל  • ) מתקיים ≠ )cosh 1x > 

 זוגית •



), ים גדוליםx עבור • )cosh ~
2 2

x x xe e e
x

−+
ובאותו אופן כמובן עבור , =

( )cosh ~
2

xe
x−. 

 :היא נראית ככה, כדי לחסוך מתח •

•   
 

)כמה הערות על  )sinh x: 

• ( )sinh 0 0= 

 אי זוגית •

), ים גדוליםxעבור  • )sinh ~
2 2

x x xe e e
x

−−
= = 

 :נראית ככה •

•  
 

 כמה מילים על הפונקציות הטריגונומטריות

)ידוע כי  ) ( )2 2cos sin 1x x+  בנקודה  tולכן אם חלקיק במישור נמצא בזמן , =

( ) ( )( )cos ,sint t0 כאשר 2t π≤  1אזי החלקיק נע על מעגל עם רדיוס  , ≥
2 2 1x y+ = . 

 

) :טענה ) ( )2 2cosh sinh 1x x− = 



: הוכחה

( ) ( )
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

cosh sinh
2 2

2 2 2 2 2
1

4 4 4

x x x x

x x x x x x x x x x x x

e e e e
x x

e e e e e e e e e e e

− −

− − − − − −

+ −   
− = − =   

   
+ + − + + + − + −

− = =

 

 
 בנקודה tאם נתבונן בחלקיק הנמצא בזמן : )ישירות מהטענה לעיל (מסקנה

( ) ( )( )cosh ,sinh ,t t t∈ℝ , אזי הוא נע על ההיפרבולה
2 2 1x y−  תמיד xכאשר  (=

 ). coshמהגדרת , חיובי

0tבזמן , לדוגמא ) אזי החלקיק נמצא ב= ) ( )( )cosh 0 ,sinh  אחרים tאפשר להציב . 0

 . כמובן

0tאיך מגיעים לזמן  1tלדוגמא , >  . tלפני שהוא היה ב' שניה' הכוונה היא איפה הוא היה ? −
 

 :זהויות הפונקציות ההיפרבוליות

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cosh cosh sinh sinh coshx y x y x y+ = +  

 ? למה

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )

cosh cosh sinh sinh

4 4

2 2

4 4 4

cosh

x x y y x x y y

x yx y x y y x x yx y x y y x x y x y

x y x y

e e e e e e e e

e e e ee e e e e e

x y

− − − −

− ++ − − − ++ − − − + +

+ =

+ + − −
+ =

− − ++ + + +
+ = =

+

 

 
 פונקציות היפרבולויות הפוכות

sinhאפשר להגדיר , וגם כאן, ע לכל תחום הגדרתה" חחarcsinhלמה היא .  בלי לצמצם תחום
 ?שווה

( ) ( )

( )

2

2

sinh 2 2 1
2

2 1 0

x x

x x x x x x x

x x

e e
y x y e e ye e e e e

e e y

−
− −−

= = ⇔ = − ⇔ = − = − ⇔

− − =
 

. זוהי משוואה ריבועית

2

2

2 2

2 4 4
1

2

0 1 ln 1

x

x x

y y
e y y

e e y y x y y

± +
= = ± +

 > ⇔ = + + ⇔ = + + 

 



)ולכן  ) 2arcsin ln 1h x x x = + +  ,ותיראה: 

 

( )cosh x0ע עבור " חחx )קיימת פונקציה הפוכה , ≤ ) [ ] [ ]arccos : 1, 0,h x ∞ → ∞. 

)יתגלה בחישוב כי  ) 2arccos ln 1h x x x = + −  
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 .  יהיה באתר– 4תרגיל 
 

 גבולות

) בנקודה tיהי חלקיק לנמצא בזמן  ) 2s t t= . 1בזמן בזמןt ) החלקיק נמצא בזמן = )1 2s אם . =

t 2יה קרוב לנקודה החלקיק יהאז , 1קרוב ל . 
 
 ]. יש בשיעור של חגית. אריתמטיקה של גבולות, חזרה על הגדרת הגבול[
 :וגמאותד

( )

( )

( )

( )

0

0

0

0 2

2 2

2 2

0
2

1 1
lim

!
:

! !

1 1
1 1 0 1

1 1

m

x

m
m k m k

k

m m
k k

m

k k

m
k

m
k k

x
k

x

x

m
a b a b

k

m m

k k m k

m m m m
x x x x

x k k

x x x

m
mx x x

mk
m x x m

kx

→

−

=

= =

−

= −
→

=

+ −

 
+ =  

 

 
=  − 

       
− + + −       + −        = = =

 
+ + −     = + → 

 

∑

∑ ∑

∑
∑   

 
 :החלפות משתנים

( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0

lim lim

lim lim

x x x x

x x x
x

f x f x

f x f x

α

α

α

α
→ →

→→

=

=
 

 

 :דוגמא
( )2
20

sin
lim
x

x

x→
מתקיים . 

0

sin
lim 1
x

x

x→
=. 

( ) ( )2 2

2 20 0
0

sin sin
lim lim
x x

x

x x

x x→ →
>

=  

בצע הצבה נ
2y x= 

( )
0
0

sin
lim 1
y
y

y

y→
>

=  

 
 :עוד דוגמא

0

sin
lim , 0
x

x

x

α
α

α→
≠  



yציב נ xα= ונקבל: 

0 0

sin sin
lim lim 1
x y

x y

x y

α
α→ →

= =  

 
  :סקנהמ

0

0 0

sin
lim , , 0

sin

sin sin

lim lim
sin

sin

x

x x

x

x

x x
x

x x
x x

x
x x

α
α β

β
α α

α α αα α
β β ββ β

β β

→

→ →

≠

= = =
 

 
 

)אם  :טענה )
0

lim
x x

f x l
→

) אז ,= )( )
0

2 2lim
x x

f x l
→

= . 

 
  :הערה

 

( )( )2 2

2 2

a b a b a b

a b
a b

a b

− = − +

−
− =

+

 

 :דוגמא

( ) ( )( )

( )( )

2 2 2

1 2

2

1 2

23 5 23 5
lim

1 1 23 5

2
lim

1 23 5

x

x

x x x x

x x x x

x x

x x x

→

→

+ + − + + −
= =

− − + + +

+ −

− + + +

 

 :עוד עובדה

( )( )3 3 2 2

3 3

2 2

a b a b a ab b

a b
a b

a ab b

− = − + +

−
− =

+ +

 

 :דוגמא



( )
( )

�

33

30

33

33

3 33 2

22 3
3 333

3 33

3 30

12

8
lim

: 8

: 2

8 2

8 2

8 2 8 4

8 1
lim

[...] 12

x

x

x

x

a x

b

x a b

xa b

a ab b x x

x x

x x

→

→

→

+

= +

=

+ − = −

+ −−
=

+ + + + + +

+
= =
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v|| :הגדרה u
� �

uאם ) מקבילים ( k=
�

�

v או  cu=
� �

. 

1,2,3 :דוגמא || 2, 4, 6− −   כי −
1

1,2,3 2, 4, 6
2

= − − − − 

u האם :שאלת הבנה kv=
� �

v כך שc קיים ⇐  cu=
� �

 !לא? 
 :לדוגמא

0 0 1,2=
�

1,2 כך שc אבל אין סקלר  0c=
�

 . 

 

u אם :תיקון kv=
� �

k ו  אז ≠
1v k u−=

� �

 . 
 

cosu : מכפלה סקלרית – תזכורת v u v θ⋅ =
� � � �

u היא הזוית בין θ  כאשר 
�

v ל 
�

תמיד  (

 ). בוחרים את הזוית הקטנה

 :תזכורת
3

2

1 2 3
1

, ,
i

i

u x x x u x
=

= ⇒ = ∑
� �

 

 : נוסחה נחמדהעוד
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3
, , , ,x x x y y y x y x y x y= + + . 

 מכפלה סקלרית היא פונקציה :תזכורת
2:f V F→ . 

 

 חשבו את הזוית בין הוקטורים :תרגיל
2 2, 1,1

2 1,1,2

u i j k

v i j k

= − + = −

= + + =

�
� �

�

�
� �

�

 

 :תזכורת 

1,0,0

0,1,0

0,0,1

i

j

k

=

=

=

�

�

�

 

2:פתרון 1 2 3u v⋅ = − + =
� �

 

4 1 1 6

1 1 4 6

u

v

= + + =

= + + =
 

cosuנשתמש בנוסחה  v u v θ⋅ =
� � � �

 ונקבל - 
3 1

cos
6 2 3

π
θ θ= = ⇒ = 

 

, אם :משפט 0u v ≠
� �

u אזי  v⊥
� �

 הזוית ביניהם היא –ניצבים  (
2

π
 (⇐ 0u v⋅ =

� �

 

cosu מ: הוכחה v u v θ⋅ =
� � � �

cos נובע כי 
uv

u v
θ =

��

�
,מותר לחלק כי ( 0u v ≠

� �

 ).ו

3 מצאו וקטור יחידה ל:תרגיל 1,3,1u i j k= + + =
�

� �
�

. 

,נסמן  ,v a b c=
�

0vמתקיים .  u uv⊥ ⇔ =
� � ��

3 - כלומר . 0a b c+ + =. 

, מצאו : משימה  ,a b c0 -לדוגמא .  המקיימים אותה, 1, 3a b c= = = − . 

0,1, 3v = −
�

. 



 -ננרמל אותו 
1

w v
v

=
� �

�
) w
�

vשל  הוא וקטור יחידה בכיוון 
�

w ולכן 
�

u הוא וקטור יחידה הניצב ל
�

.( 

1 1
0,1, 3

10
w v

v
= = −
� �

�
 

 
 :תכונות המכפלה הסקלרית

u -קומטטיביות  • v v u⋅ = ⋅
� � � �

 

) -דיסטרבוטיביות  • )u v w u v u w+ = ⋅ + ⋅
� � � � � � �

 

• ( ) ( ) ( )k u v k u v u kv⋅ = ⋅ = ⋅
� � � � � �

 

• 
2

v v v⋅ =
� � �

 

 
 דטרמיננטות

 ). עמודותn,  שורותm( מטריצה היא מערך מלבני :הגדרה
 .מספר העמודות= היא מטריצה בה מספר השורות ריבועית מטריצה 

 
 . מטריצה ריבועית בלבדמוגדרת עבור  –דטרמיננטה 

 :הגדרה רקורסיבית

det
a b a b

ad bc
c d c d

 
= = − 

 
 

 

: לדוגמא
1 2

det 1 4 2 3 2
3 4

 
= ⋅ − ⋅ = − 

 
 

  –איך מחשבים דטרמיננטה 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
A

b b b

c c c

+ − + 
 
 =
 
 
 

 

 ): למעלה בשביל נוחות±מסמנים את ה(

2 3 1 3 1 2

1 2 3

2 3 1 3 1 2

det
b b b b b b

A a a a
c c c c c c

= − +  

 )2למי שעשה אלגברה ליניארית , עמודה/ פ שורה "זה בעצם פיתוח דטרמיננטה ע(

( )

( )

1 1 2
1 1 0 1 0 1

0 1 1 1 1 2
2 1 2 1 2 2

2 2 1

1 2 2 2 2 3

− −
− −

− = − − − =
− − − −

− −

− − + − − = −

 

 
 מכפלה וקטורית

 ): לא מוגדרת עבור וקטורים דו מימדיים (במרחב בלבדמכפלה וקטורית מוגדרת עבור וקטורים 



יהו 
1 1 1

2 2 2

, ,

, ,

u x y z

v x y z

=

=

�

�

u, המכפלה הוקטורית.   v×
� �

 :המוגדר כ,  היא וקטור

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2

i j k
y z x z x y

u v x y z i j k
y z x z x y

x y z

× = = − +

�
� �

�
� �

� �

 

 . ולא מהווה מטריצה חוקית, הדטרמיננטה באמצע היא סימן זכרון: ערהה

uחשבו את  :תרגיל v×
� �

 כאשר 
2 2 1,2, 2

3 3,0,1

u i j k

v i k

= + − = −

= + =

�
� �

�

�
�

�

 

1 2 2 2 7 6 2, 7, 6

3 0 1

i j k

u v i j k× = − = − − = − −

�
� �

�
� �

� �

 

. 
 

 :תכונות המכפלה הוקטורית

• 
( )
( )

0

0

u u v

v u v

⋅ × =

⋅ × =

� � �

� � �

uא "ז ( v u× ⊥
� � �

uגם  ו v v× ⊥
� � �

( 

• sinu v u v θ× =
� � � �

u היא הזוית בין θכאשר  (
�

v ל
�

 ( 

o 0 :מסקנהu v× =
�

� �

sinמ " אמ 0θ = - 0θ θ או = π= , כלומר||u v
� �

 

0uאם  • =
�

�

0v או  =
�

�

0u אז  v× =
�

� �

 . 
 

uמה המשמעות של  v×
� �

u,י "רת עשטח המקבילית שנוצ? )נורמה של מכפלה וקטורית ( v
� �

 . 

 
 :סיכום מכפלה וקטורית

0 ||

0

u v u v

u v u v

× = ⇔

⋅ = ⇔ ⊥

�

� � � �

� � � �

 

u,אם  v
� �

uאז ,  אינם וקטורים מקבילים v×
� �

u, הוא הוקטור שניצב למישור שמכיל את  v
� �

 ואשר גודלו 

u,י "לית שנוצרת עהוא שטח המקבי v
� �

 . כיוונו נקבע לפי כלל היד הימנית. 

 
 כדוריות, גליליות,  קרטזיותמערכות קואורדינטות

 :הקרטזית



  
) - קורדינטות 3לכל נקודה במרחב יש  ), ,x y z 

 
 מערכת גלילית
 : קוארדינטות3גם כאן יש לנו 

z – כמו קודם  
r –מרחק מהראשית לנקודה המבוקשת  

θ -  הזוית שיוצרתr . 

 

8r מה משמעות המשטח –לדוגמא  )המקיימות ,  אוסף כל הנקודות- = ){ }, , | 8r z rθ  זהו גליל - =

 . x,y סביב הראשית במישור – 8 כל מה שמתחת ומעל המעגל ברדיוס –אינסופי 
 



מהו המשטח 
0

θ θ=? למעל / כל מה שנמצא מתחת,  לדוגמא–זהו חצי מישור  

  
י "לקו שנוצר ע

0
θ .  

המישור מהו 
0

z z= ?מישור מקביל למישור ,  כמו בקרטזית,x y .לדוגמא: 

 
 

 המרה ממערכת צירים קרטזית לגלילית 

)הי ת ), ,p r zθ= ,  נחפש את( ), ,x y z . 

cos

sin

x r

y r

z z

θ
θ

=

=

=

 

) נתון –בכיוון השני  ), ,x y z , נחפש( ), ,r zθ . 

2 2

1tan

r x y

y

x

z z

θ −

= +

 =  
 

=

 

 



   כדוריתקואורדינטותמערכת 

 
)תהי  ), ,p ρ θ ϕ=  

 . היא המרחק בין הנקודה לראשיתρאזי 

ϕ - זוית על ציר z .- 0 ϕ π≤ ≤ 

θ - 0 -. כמו בגלילית 2θ π≤ ≤. 
 

 :משטחים במערכת כדורית

0
θ θ=  -  כמו קודם–חצי מישור . 

0ϕ  . z החלק החיובי של ציר - =

ϕ π= - החלק השלילי של ציר z . 

0
ϕ ϕ= . 

ם א •
0

0
2

π
ϕ<  . חרוט פתוח כלפי מעלה- >

• 
2

π
ϕ x, מישור -= y 

• 
0

ϕ ϕ= 
0

2

π
ϕ π<  . חרוט פתוח כלפי מעלה- >

0
ρ ρ= - כדור ברדיוס 

0
ρ . 

 



 למערכת קרטזיתממערכת כדורית נוסחאות המרה 

cos sin cos

sin sin

cos

x r

y

z

θ ρ ϕ θ
ρ ϕ θ
ρ ϕ

= =

=

=

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
cos arccos

x y z

y y
tg arctg

x x

z z z

x y z x y z

ρ

θ θ

ϕ ϕ
ρ

= + +

= ⇒ =

= = ⇒ =
+ + + +
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אין שום ישר שמתנהג כמו   ':ציטוטי השיעור
2y x=?' 

 '?זה לא מספיק, לבדוק פעמיים מתוך אינסוף'  
 סדרי גודל

24 1
lim 2

1x

x

x→∞

+
=

−
 

22

22

1 0

2
lim 0

4

3 25 523 5 3
lim lim

1 10

x

x y

x

x

y yx x

x y

+→

→ →

−
=

−

+ + −+ + −
= =

−

 

: 22 22 0

2
0 lim lim

4 4
y x

x y

x y

x y y
+ += −

→ →

−
= =

− +
 

 

f, תהיינה :הגדרה gנאמר ש.  פונקציות 

• ( )f o g=) Oב)  קטן
0
x אם 

( )
( )0

lim 0
x x

f x

g x→
 .gמ' הרבה יותר קטנה 'f, כלומר. =

): למשל )2 4x o x x= +. 

1. ( )1 cos x o x− שכן , =

�

�

2

0 0 0

0

1

2sin sin
1 cos 2 2lim lim lim sin 1 0 0

2

2

x x x

x x
x x

xx x→ → →

→

→

−
= = ⋅ = ⋅ = 

• ( )f O g= אם 
( )
( )0

lim
x x

f x

g x→
−∞ < < ' קטנה 'f, כלומר). צרקיים במובן ה (∞

 ). גם שיוויון אפשרי (gמ) אסימפטוטית(

) -למשל  .1 )2 4x O x x= + 

2. ( )2 3 25 5x x O x+ + − = 

3. ( )2 3 25 5x O x x= + + −   

)נאמר  • )f g= Θ אם 
( )
( )0

lim
x x

f x

g x→
f,כלומר , .0סופי ושונה מ  gמאותו סדר גודל  . 

)אם : הערה .1 )f g= Θ אזי ( )g f= Θ 

f~נאמר  • g )אם ) אקווילנטית
( )
( )0

lim 1
x x

f x

g x→
= . 



1. 
0

sin
lim 1
x

x

x→
~ 0ל כן ב וע= sinx x . 

2. 
( )
( )

2

0 0 0

1 11 1 2
lim lim lim 1 1 1~

0.5 21 10.5 1 1x x x

xx x
x

x xx x→ → →

+ −+ −
= = = ⇒ + −

+ ++ +

 
 

): דוגמא ) 3 22 3f x x x x= + + 

 - 0ב

3 2

0

2 3
lim 3
x

x x x

x→

+ +
)ועל כן , = )f O x=הגורם הדומיננטי בפולינום הוא זה -, 0ב. (0 ב 

 ).יותרעם החזקה הקטנה ב

 - ∞ב
( ) ( ) ( )3

3
lim 1
x

f x
f x O x

x→∞
= ⇒  הגורם הדומיננטי בפולינום הוא זה עם החזקה - ∞ב (=

 ).הגדולה ביותר
 

) -  0ב ) ( )2O x o x= , 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2 3max , ,O f O x O x O x O x= =  

 - ∞ב
( ) ( )
( ) ( )

2

2 3

O x o x

O x o x

=

=
. 

), ועל כן ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2 3 3max , ,O f O x O x O x O x= =. 

 

) :באופן כללי ) { }( )max ,O f g O f g+ = 

 

) :דוגמא ) ( ) ( )( ) ( )3 3 310log 2 log 2 4f x x x x x O x∞= + + + = 

 

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )

3

3 2

10log log

10log 10
lim lim 0

loglogx x

x o x

x

xx→∞ →∞

=   

= =
 

( ) ( )3

log x o x=  

)כ "ולכן בסה ) ( )3f x O x= . 

 
 :∞מיון סדרי גודל ב



( )
( )

( )( )
( )
( )
( )
( )
( )

2

1

log

log , 1

log

2

1

c

c

x

O

O x

O x c

O x

O x x

O x

O x c

O c c

>

>

>

 

 
 )גם כאן באינסוף(כמה הערות 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

log log

log log

c x

c

a b

x o c

x x

x x

=

= Θ

= Θ

 

1אם  a b≤ ) אז > )x xa o b= . 

 

): הערה )1xe o x= + . 

 
 גבולות של פונקציות בשני משתנים

) נמצא בtשבזמן , לקיקנניח שיש לנו ח ) 2s t t=. 

) בנקודה tונמצא בזמן , m עם מסה tנגיד שיש לנו חלקיק , כיום ) 2
,

t
S t m

m
=. 

2mחלקיק עם מסה  1tנמצא בזמן , = )' בנק, = )1,2 1s =. 

נסמן  . 1ל' קרובה' ' ימצא בנק2ל' קרובה' חלקיק עם מסה 1ל' קרוב'בזמן 
( ) ( )

( )
, 1,2
lim , 1

t m
s t m

→
, או (=

( )
1
2

lim ,
t
m

s t m
→
→

. 

 

) :דוגמאות ) 2

4
1

lim 3 1
x
y

x y
→
→

− = 

) מתקיים גם –נשים לב  )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

23 , , 4,1
,

0, , 4,1

x y x y
f x y

x y

− ≠
= 

=
) אזי עדיין  )

4
1

lim , 1
x
y

f x y
→
→

= . 

 

נתבונן ב
( )( )

( )

2 2 2 24 4

2 2

2 2 2 20 0 0
0 0 0

lim lim lim 0
x x x
y y y

x y x yx y
x y

x y x y→ → →
→ → →

− +−
= = − =

+ +
 

 



2 20
0

1
lim
x
y x y→
→

= ∞
+

 

)ניזכר ב ) 1
f x

x
 . ∞−משמאל , ∞כי מימין מקבלים , 0 באין גבול. =

 . ושווים זה לזהמכל הכיוונים אםם קיימים הגבולות נקודה קיים גבול בf ל:הערה

 . כיוונים2 יש –בפונקציה במשתנה יחיד  
 .  כיוונים∞ יש –בפונקציה בשני משתנים  

) :דוגמא ) 1
,f x y

x y
=

+
yאינה מוגדרת על כל הישר ' הפו.  x= −. 

)נחשב את הגבול מהכיוון  ,0 -כלומר , 1,0( 0y x= > . 

0 0
0
0

1 1
lim lim
x x
x
y

x y x+→ →
>
=

= = ∞
+

 

)נחשב את הגבול מהכיוון , כעת  )0, 1− .
0 0

0

1 1
lim lim
y y
x

x y y− −→ →
=

= = −∞
+

)לא קיים הגבול ב.  )0,0 . 

 

) :עוד דוגמא )
2 2

,
xy

f x y
x y

=
+

)נבדוק את הגבול ב.   xנחשב את הגבול לאורך ציר . 0,0(

0yכלומר ( =( 

2 2 20 0
0

0
lim lim 0
x x
y

xy

x y x→ →
=

= =
+

 

 . זה יצא אותו דבר, יהמסימטר. yכעת נחשב את הגבול את הגבול לאורך ציר 

 
yנחשב את הגבול לאורך הישר  x=. 

2

2 2 2 20 0
0

1
lim lim

2x x
y
x y

xy x

x y x x→ →
→
=

= =
+ +

 

 .  לא קיים הגבול⇐יצאו גבולות שונים 
 

): עוד דוגמא )
2 2

4 4
,

x y
f x y

x y
=

+
yלאורך הישר נחשב את הגבול .  mx= . 

2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 40 0 0
0

lim lim lim
1x x x

y
y mx

x y x m x m

x y x m x m→ → →
→
=

= =
+ + +

 

 ). mכמובן שזה יתן תשובה שונה לכל (
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) תהי :הגדרה )y f x= פונקציה המוגדרת בסביבה של 
0
x . 0לכלx∆  נסמן ≠

( ) ( )0 0
y f x x f x∆ = + ∆ −. 

fגזירה ב 
0
x אם קיים הגבול 

0
lim
x

y

x∆ →

∆
∆

. 

 בfהנגזרת של 
0
x שווה לגבול הזה ומסומן ( )0'f x או ( )0

dy
x

dx
. 

) אם :פירוש פיסיקלי )s f t= המיקום של חלקיק בזמן  t , אזי בזמןt∆ החלקיק עושה דרך של 

( ) ( )0 0
s s t t s t∆ = + ∆ −. 

)ן יהמהירות הממוצעת ב )0s t לבין ( )0
s t t+  היא ∆

s

t

∆
∆

המהירות של החלקיק בזמן . 
0
t היא 

( )0
0

lim '
t

s
f t

t∆ →

∆
=

∆
 . 

) אם נתבונן בגרף :פירוש גאומטרי )y f x= , אפשר להתבונן בישר המשיק לגרף בנקודה
0
x: 

 

)מדובר בישר העובר דרך הנקודות  )( ) ( )( )0 0
, , ,x f x x f x . השיפוע של הישר הוא

( ) ( ) ( )0
0

f x f x
m x

x x

−
=

−
 . 

)המשיק לגרף בנקודה הישר  )( )0 0
,x f x הוא הישר העובר דרך הנקודה עם שיפוע 

( )
0

lim
x x

m m x
→

)י " והישר נתון ע= ) ( )0 0
y f x m x x− = − . 

השיפוע של הישר הוא 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0 0 0

0
0

0

lim lim '
h x x

x x h

f x f x f x h f x
m f x

x x h
= −→ →

− + −
= = =

−
  .  

 
 דוגמאות



1. ( ) n
f x x= . אנו רוצים לחשב את

( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0
lim lim

n n

h h

f x h f x x h x

h h→ →

+ − + −
= 

)נזכור כי  )0 0
0

n
n k n k

k

n
x h h x

k

−

=

 
+ =  

 
∑ 

 :ועל כן נמשיך לחשב את הגבול מלמעלה עם התובנה הזו

( ) 0 0
00 0

0 0

1 2 2

0 0 0 0 0
2 21

0
0 0

1 2 1

0 0 0
0

2

0

lim lim

lim lim

lim

n
k n k n

n n
k

h h

n n
n n k n k n k n k

k kn

h h

n
n k n k n

h
k

n
h x x

x h x k

h h

n n
x nhx h x x h h x

k k
nx

h h

n
nx h h x nx

k

−

=

→ →

− − − −

= =−

→ →

− − − −

→ =

→

 
− + −  = =

   
+ + −   

   = =

 
+ = 

 

∑

∑ ∑

∑
�������

 

) -ועל כן  ) 1

0 0
' nf x nx −=. 

 

2. ( ) 1
f x

x
נחשב את . =

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 00 0

0 2

0 0 0 0 0 0 0

1 1

1 1
h

f x h f x x x h hx h x

h h x x h hx x h x x h x
→

−
+ − − + − − −+

= = = = →
+ + +

, ועל כן
2

1 1
'

x x

−  = 
 

 . 

3. ( )f x x= .

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2

0 00 00 0

0 0

0 0

0

0 0 00 0

1 1

2
h

x h xx h xf x h f x

h h h x h x

x h x

x h x xh x h x
→

+ −+ −+ −
= = =

+ +

+ −
= →

+ ++ +

 

 
 

 כללי גזירה

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

' '

' ' '

cf x cf x

f x g x f x g x

=

± = ±
 



)ועבור ,  פולינום גזיר בכל נקודה:מסקנה ) 0 1
... n

n
p x a a x a x= + +  מתקיים  +

( ) 2 1

0 1 2 3
' 2 3 ... n

n
p x a a x a x na x

−= + + + + . 

 :משך כללי גזירהה

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

' ' '

' '
'

f x g x f x g x f x g x

f x f x g x g x f x

g x g x

= +

  −
= 

 

 

 

: דוגמא
2 2

1 1' 1 ' '
'

f f f

f f f

  − −
= = 

 
. 

): דוגמא ) ( )
( )

1

1

2 2

'1
' '

n n

n n

n nn

x nx
x nx

x xx

−
− − −

− − = = = = − 
 

. 

 

): דוגמא )
2 3

x
f x

x x
=

− +
 .

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

2

2 2

2 22 2

22

3
2 1' 3 3 ' 2'

3 3

3 1 3 1

2 2 2

3

x x
x xx x x x x x

xf x
x x x x

x x x
x

x x

− +
− −− + − − +

= = =
− + − +

− + +

− +

 

 
 

נתבונן בפונקציה , כעת
3 1

2 2y x x= )'  בנקהמשיק לגרף של הפונקציה. − )( )0 0
,x f x הוא הישר 

)י "הנתון ע ) ( )( )0 0 0
'y f x f x x x− = −. 

0xנחפש את כל המשיקים של הגרף המקבילים לישר  y+ = . 

0yהשיפוע של הישר  x+  -כלומר , −1 שיפוע  ועל כן נחפש את כל המשיקים עם−1 הוא =

' 1f = − . 

( )
1

2
3 1 3 1

' 1
2 2 2

3 1 2

3 2 1 0

x
f x x

x x

x x

x x

−
= − = = −

⇔ − = −

⇔ + − =

 



tעבור  x= קיבלנו כי 

23 2 1 0

2 16 2 4

6 6

2 4 1 1

6 3 9

t t

t

x x

+ − =

− ± − ±
= =

− +
= = ⇒ =

. 

 
 כלל השרשרת

)אם  )y f x=גזירה ב 
0
xו ( )z g y=גזירה ב ( )0 0

y f x= אזי ( )( )g f xגזירה ב 
0
x 

)ומתקיים  ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0
' ' 'g f x g f x f x=� או - 

dz dz dy

dx dy dx
= ⋅ 

): דוגמאות )5021z x= + . 

: נסמן
21y x= + - 2

dy
x

dx
= 

נסמן 
50z y= - 

4950
dz

y
dy

) ועל כן = )4949 250 2 100 1
dz dz dy

y x x x
dx dy dx

= = ⋅ = + . 

 

): דוגמא נוספת )cos 5z x=. 

5yנסמן  x= ,cosz y= .5
dy

dx
= ,

( ) ( )sin sin5 5sin 5
dz dz dz dy

x x x
dy dx dy dx

= − = − ⇒ = = − . 

 

עבור 
2

3

2
lnz x

x

 = − 
 

נסמן , 

2

3

2

ln

y x
x

z y

= −

=
 . 

4

2

3

6
2

2

dy
x

dx x

y x
x

= +

= −
 

( )lnz y= , אזי
2

3

1 1

2

dz

dy y
x

x

= =
−

ועל כן , 
4

2

3

6 1
2

2

dz dz dy
x

dx dy dx x x
x

 
  = = +   

  −
 

. 

 

)עבור  ) ,af x x a= ∈ℝ , נשים לב כי
( )ln ln
axa a xx e e= = . 



נסמן 
lna xz e= . עבורlny a x= ,

dy a

dx x
עבור . =

yz e= , אזי

( )ln ln aa xy x adz
e e e x

dy
= = = =. 

1a adz dz dy a
x ax

dx dy dx x

−= = ⋅ = 

 
 הדיפרנציאל

yפונקציה לינארית  ax= . פונקציה( )y f x= בנקדיפרנציאבילית  '
0
x אם אפשר לקרב את y 

בסביבת 
0
xם קיי, כלומר , י פונקציה לינארית " עa כך 

)ש ) ( ) ( )0 0
y f x x f x a x o x∆ = + ∆ − = ⋅∆ + ∆ . 

 

הפונקציה :דוגמא
22y x x=  דיפרנציאבילית ב+

0
0x = . 

( ) ( ) ( )
( )

2

0 0 2 0

2

y y x y x x

x o x

∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ − =

∆ + ∆
 

 

)מה זה : תזכורת )o x∆ ?( )2x o x∆ = ∆  ⇔ 
( )2

0
lim 0
x

x

x∆ →

∆
=

∆
 . 

 
 :נתבונן בפונקציות

 
)י הפונקציה הלינארית " עyאפשר לקרב את , 0בסביבת , כמו שאנו רואים ) 2l x x∆ = ∆ . 

דיפרנציאבילית ב f :טענה
0
x אמם ב fגזירה ב 

0
x , ובמקרה זה- ( )0'a f x=) השיפוע( . 

 :דוגמא
22y x x=  דיפרנציאבילית בכל נקודה +

0
x ,יים ומתק 



( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0 0 0

0

0 0 0 0

0 0 0

'

2 2

2 2

2 2

y f x x f x f x x o x

x x o x

f x f x x x x o x x

f x f x x x x

∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ =

+ ∆ + ∆ ⇒

= + + − + − ⇒

≈ + + −

 

 
 

דיפרנציאבילית ב f תהי :הגדרה
0
x .של הדיפרנציאל fב 

0
x  ב(היא הפונקציה הלינאריתx∆( 

)י " ומוגדרת עdyשתסומן  ) ( )0'dy x f x x∆ = dxנסמן . ∆ x= )ונקבל  ∆ )0'dy f x dx= ,

)או  )0'
dy

f x
dx

=.  

 

)מתקיים  ) ( ) ( )0 0
f x f x dy o x x= + + קרוב ל xועבור , −

0
x 

( ) ( ) ( )( )0 0 0
'f x f x f x x x≈ + −. 

 
  :אותדוגמ

)תהי . 9.2נעריך את  .1 )f x x= ו
0

9x = . 

( )

( )

0

0

9 3

1 1
'

62 9

f x

f x

= =

= =
 

( ) ( ) ( )( )0 0
9.2 9.2 ' 9.2 9

1
3 0.2 3.03333

6

f f x f x= ≈ + − =

+ =
 

 . לא רע. ...3.033150ונקבל , נחשב במחשבון
 

3נרצה לחשב את  :דוגמא נוספת 65 .( ) 3f x x= 

( )

( )
2
3

64 4

1 1
' 64 64

3 48

f

f
−

=

= ⋅ =
 

), כ "ע ) ( )( )3 1
65 64 ' 64 65 64 4

48
f f= + − ≈ + 
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 כלל לופיטל

f, תהיינה :משפט g גזירות בסביבה של 
0
xכך שמתקיים : 

). א ) ( )
0 0

lim lim 0
x x x x

f x g x
→ →

= = 

). ב )' 0g x  לכל ≠
0

x x≠ בסביבה של 
0
x. 

קיים . ג
( )
( )0

'
lim

'x x

f x
l

g x→
=  

 

אזי קיים 
( )
( )0

lim
x x

f x
l

g x→
= . 

 
 

f,נשים לב כי אם  gאז ,  לינאריות

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )0

00

0 0

0

0

'

'
x x

f x a x xf x a x x a

g x b x x b g x b x x

f xa a

b b g x
→

= −− 
= = ⇐ 

− = −

= → =

 

 

f,אם  gגזירות ב 
0
xולכן,  אז הן דיפרנציאביליות שם 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0

0 0

'

'

f x f x x x

g x g x x x

≈ −

≈ −
 ולכן 

( )
( )

( )
( )

0

0

'

'

f x f x

g x g x
≈. 

 
 :דוגמאות

1. 
0

sin cos
lim 1

1
Lupital

x

x x

x→
= = 

2. 

3 2

21 1 1

1 3 3
lim lim lim 1.5

1 2 2
Lupital

x x x

x x x

x x→ → →

−
= = =

−
 

3. 
20 0 0

cos 1 sin 1 sin 1
lim lim lim

2 2 2
Lupital

x x x

x x x

x x x→ → →

− −
= = = 

4. 

( )( )
( ) ( )

2

2
1 1 1 1 1

1 1

1
2lnln 1 ln 1 ln

lim lim lim lim lim
2 1 1 11

1
1

lim lim 1
1

Lupital Lupital
x x x x x

x x

xx x xx

x x x x xx

x

x

→ → → → →

→ →

⋅
= = ⋅ = ⋅ =

− − −−

⋅ =

 
 



 : לדוגמא–לא תמיד לופיטל עוזר לנו 

22

0 0 0

1 1 11 1 12 sin cossin 2 sin cos
lim lim lim

sin cos cos

tan

Lupital
x x x

x xx x
x x xx x x

x x x

Non exis t

→ → →

 + ⋅ − 
 = =

=

 

 .  שזה לא אומר שאין גבול לפונקציה המקורית,נשים לב

2

0 0

1
sin

1
lim lim sin 1 0 0

sin sinx x

x
xx x

x x x→ →

 = ⋅ = ⋅ = 
 

 

 לופיטל נכון גם עבור :הערה
0
x = ±∞ 

: לדוגמא
2

2

1 1 1 1
sin cos cos

1 1
lim lim

3 33 3 3 3sin coscos
Lupital

x x

x x x x

x xx x

→∞ →∞

−
= = =

 −  
 

. 

 לופיטל נכון גם עבור גבולות מהצורה :הערה
∞
∞

 . 

)אם  ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x g x
→ →

= =  אזי ∞
( ) ( )0 0

1 1
lim lim 0
x x x xf x g x→ →

=  ועל כן =

( )
( )

( )

( )

1

1

f x g x

g x

f x

 . לא חייבים אבל את המעבר המגעיל הזה. =

 

, כלומר
( )
( )

( )
( )0 0

'
lim lim

'x x x x

f x f x

g x g x→ →
) עבור = ) ( )

0 0

lim lim
x x x x

f x g x
→ →

= = ∞. 

: לדוגמא

3 2

3 2

1 3 6 1
lim lim lim

3 2 9 2 18 3
Lupital Lupital

x x x

x x x

x x x x→∞ →∞ →∞

+
= = =

− −
 

 
 

: דוגמא נוספת

2

2 2

1
1 1

3

30 0 0

2
2

lim lim lim
1

x
x x

Lupital
x x x

e
e ex

x x

−
− −

→ → →

⋅
= ננסה לשנות את . לא מצאנו פתרון. =

 :זה קצת



2

2

2

2 2 2

1

1

1

2

1 1 1
0 0 0

3

0

1 1

1

1 1

lim lim lim 0
2

2

x

x

x

Lupital
x x x

x x x

e x x

x
e

e

xx x

e e e
x

+ + +

−

−

→ → →

∞
∞ ∞

= =

−

= = =
− ⋅  
 ��� �����

 

צריך לבדוק ולמצוא גם כי 
2

1
0

1

lim 0
x

x

x

e
−→

 .באותה דרך  , =

 
 שימושים בלופיטל

חישוב גבול מהצורה  .1
0

0
 או 

±∞
±∞

 . 

0חישוב גבול מהצורה  .2 ⋅∞ .) 
1

0
1
0

∞
⋅∞ = ⋅∞ =

∞
 או 

1 0
0 0

1 0
⋅∞ = ⋅ =

∞

( 

: דוגמאות
2

2

1 11 cossin
1 1

lim sin lim lim limcos 1
1 1Lupital

x x x x

x xxx
x x

x
x

→∞ →∞ →∞ →∞

− ⋅     ⋅ = = = = −   
 
 

 

נשים לב שאפשר לחשב זאת באמצעות הצבה (
1

:y
x

= .( 

 

)דוגמא נוספת  ) ( ) ( )
0 0 0 0

2

1
ln

lim ln lim lim lim 0
1 1x x x xLupital

x xx x x

x
x

+ + + +−∞
→ → → →

∞

= = = − =
−

 

ln - 1 על ידי שימוש ב- ∞1גבולות מהצורה  .3 1ln ln 0
∞

= ∞ = ∞ ⋅ 

גבולות מהצורה  .4
00 - ( ) ( ) ( )0ln 0 0 ln 0 0= ⋅ = ⋅ −∞ . 

נחשב את הגבול : דוגמא
0

lim x

x
x

+→
 נחשב את . 

( )
0 0

limln lim ln 0x

x x
x x x

+ +→ →
= =  

 )נו לפני כמה שורותעשי(
ln 0

0 0 0
lim lim lim 1

xx x

x x x
x e e

+ + +→ → →
= = =  

: דוגמא נוספת
( )
1

sin 1

1
lim

x

x
x

−

→
 



 נחשב את 

( )

( ) ( )

( )

( )
( )
1

sin 1

1

sin 1

0
1 1 1

0

1

1 ln

sin 1

1 1

1 ln
limln lim ln lim

sin 1 sin 1

1
1

lim 1
cos 1 1

lim lim

x

x

x x x Lupital

x

x

x

x x

x
x x

x x

x

x x

x e e

−

−

→ → →

→

 
 
  −  

→ →

 
= = = =  − − 

= = ⇒
−

= =

  

 
 נגזרות חלקיות

)תהי  ),z f x y= פונקציה בשני משתנים המוגדרת בסביבת ( )0 0
,x y . אם נשאיר את

0
y y= 

)) xב (1קבוע נקבל פונקציה במשתנה  ) ( )0,x f x yϕ )אם . = )xϕגזירה ב 
0
xנאמר של  f 

) בxקיימת נגזרת חלקית ב )0 0
,x y . את הנגזרת החלקית נסמן( ) ( )'

0 0 0 0
, ,

x

f
f x y x y

x

∂
=
∂

. 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0 0
0

0 0 0 0

0

, lim

, ,
lim

x

h

x h xf
x y x

x x x

f x h y f x y

h

ϕ ϕϕ
∆ →

→

+ −∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∆
+ −

 

 . yניתן להגדיר נגזרת חלקית ב, וכמו שהגדרנו בשיעור, באופן זהה לחלוטין
 

) :דוגמאות ) 2, 3 1f x y x y= + )עבור . + ) ( )0 0
, 1,2x y  אם נקבע את =

0
2y y= אזי , =

( ) ( ),2 3 1 4 3 5x f x x xϕ = = + + = + .( ) ( )' 3 5 ' 3x xϕ = + =. 

כעת נקבע את 
0

1x x= = .( ) ( ) ( )2 2: 1, 3 1 4y f y y yψ = = + + = + .

( ) ( )' 1,2 ' 2 2 2 4
y
f ψ= = ⋅ = . 

 

)עבור  )0 0
,x y אם נקבע את ,  כלשהוא

0
y y= ,ז קיבלנו א

( ) ( ) ( )2 '

0 0 0 0
, 3 1 , 3

x
x f x y x y f x yϕ = = + + ⇒ =. 

 

אם נקבע את 
0

x x= , אזי
( ) ( ) ( )
( )

2

0 0 0

'

0 0 0

, 3 1

, 2
y

y f x y x y

f x y y

ψ = = + + ⇒

=
 . 

 

 -קיבלנו שתי פונקציות 
( ) ( )
( ) ( )

'

'

, , 3

, , 2

x

y

g x y f x y

h x y f x y y

= =

= =
 . 

 



): דוגמא נוספת ) 2 3,f x y x y= . אם מקבעים את y , אזי

( ) ( )

( ) ( )

2 3

' 3

2 3

' 2 2

, 2

, 3

x

y

d x y
f x y xy

dx

d x y
f x y x y

dy

= =

= = ⋅

. 

): דוגמא ) ( )2 2, sinf x y x y= + . 

( ) ( )
( ) ( )

' 2 2

' 2 2

, cos 2

, cos 2

x

y

f x y x y x

f x y x y y

= + ⋅

= + ⋅
 

 

קיבלנו שתי פונקציות 
( ) ( )
( ) ( )

'

'

, ,

, ,

x

y

g x y f x y

h x y f x y

=

=
. 

 

ונסמנם , רות חלקיות מסדר שני נגזfאזי נאמר שקיימות ל, ל נגזרות חלקיות" הנh ולgאם יימות ל

 ... האופציות בערך שחגית הראתה היום בבוקר!85באחת מ
 

)עבור  )2 2sin x y+  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

'' 2 2 2 2

2 2 2 2 2

'' 2 2

'' 2 2

, cos 2 sin 2 2

2cos 4 sin

, 4 sin

, 4 sin

xx

xy

yx

f x y x y x y x x

x y x x y

f x y xy x y

f x y xy x y

= + + − + =

+ − +

= − +

= − +
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 8תרגול 

( ),z f x y= 

 

( )' ,
x
f x y - נגזרת החלקית לפי x של f בנקודה ( ),x y . 

( )' ,
y
f x y - הנגזרת החלקית לפי y של f בנקודה ( ),x y 

( )'' ,
xx
f x y - הנגזרת החלקית לפי x של f' בנקודה ( ),x y 

( )'' ,
xy
f x y - הנגזרת החלקית לפי y של 'f בנקודה ( ),x y. 

 ....וכך הלאה
 

 :לדוגמא

( ) 2 3,f x y x y=. 

 נחשב את 

( )' 3, 2
x
f x y xy= . 

( )
( )
( )
( )
( )

' 2 2

'' 3

'' 2

'' 2

'' 2

, 3

, 2

, 6

, 6

, 6

y

xx

yx

xy

yy

f x y x y

f x y y

f x y xy

f x y xy

f x y x y

=

=

=

=

=

 

 :עוד דוגמא

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2

1' 2 2

1' 2 2

2'' 2 2

2'' 2 2

,

, 2

, 2

, 2 1 2

, 2 1 2

x

y

xy

yx

f x y x y

f x y x y x

f x y x y y

f x y x x y y

f x y y x y x

α

α

α

α

α

α

α

α α

α α

−

−

−

−

= +

= + ⋅

= + ⋅

= − + ⋅

= − + ⋅

 

) אם קיימות ל:משפט ),f x y הנגזרות החלקיות 
''

xy
fו 

''

yx
fוהן רציפות ב ( )0 0

,x yאזי הן שוות שם . 

 . רואים זאת בדוגמא לעיל :ערהה
 : דוגמא

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 3 3

2 2 2 2
, , 0,0

,

0, , 0,0

x y x y xy
xy x y
x y x yf x y

x y

− −
= ≠ + += 

 =

 

)לכל  ) ( ), 0,0x y  .רציפה והנגזרות החלקיות מסדר שני קיימות ורציפות'  הפו≠

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

2 3 2 2 3 3 4 2 2 2 3 5

'

2 23 2 2 2

3 2 3
,

x

x y y x y x y xy x x y x y x y y
f x y

x y x y

− + − − + + −
= =

+
 



)עבור כל נקודה  )0,0 0≠. 

( )( ) ( )
( ) ( )

3 2 2 2 3 3 5 3 2 4

'

2 22 2 2 2

3 2 4
y

x xy x y x y xy y x x y xy
f

x y x y

− + − − − −
= =

+ +
 

 

)המקורית רציפה ב' י הפונראה כ )0,0. ( ) ( ), 0,0x y =: 

נשים לב כי 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1

y x y x

x y x y x y

− −
− ≤ ≤ ≤ ≤

+ + +
 

, ולכן, xyנזכר כי יש לנו הכפלה ב, כעת

2 2

2 2
0 0

x y
xy xy xy

x y

−
←− ≤ ≤ →

+
 

), מסנדביץ )
, 0,0
lim , 0
x y

f x y
→

 . ציפה בכל נקודה רf ועל כן =

)נחשב את הנגזרות בנקודה , כעת מוטלאת שאין '  מאחר ומדובר בפו–פ הגדרה "חייבים לגזור ע. 0,0(

 :לנו כללים לגביה

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

'

0

'

0

,0 0 0,0
0,0 lim 0

0,
0,0 lim 0

x
h

y
h

df x f h f
f

dx h

f h
f

h

→

→

+ −
= = =

= =

 

 ונראה כי , נסכם

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4 2 2 3 3 5

22 2'

5 3 2 4

22 2'

3
, , 0,0

,

0, , 0,0

4
, , 0,0

,

0, , 0,0

x

y

x y x y x y y
x y

y yf x y

x y

x x y xy
x y

y yf x y

x y

+ + −
≠ += 

 =

− −
≠ += 

 =

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
5

' ' '
4

''

0 0

0, 0,0 0,
0,0 lim lim 1x x x

xy
h h

h
f h f f h hf

h h h→ →

−
−

= = = = −  

 

( ) ( ) ( ) ( )' ' '

''

0 0

,0 0,0 ,0
0,0 lim lim 1y y y

yx
h h

f h f f h
f

h h→ →

−
= = =  

 
 דיפרנציאביליות

)'  פו:תזכורת )y f x=היא דיפרנציאבילית בנק  '
0
xאם קיים לה קירוב לינארי ב 

0
x ,כלומר: 

( ) ( )0
'y f x x o x∆ = ∆ + ∆ 

 :הגדרה

)' פו ),z f x y=א דיפרנציאבילית ב הי( )0 0
,x yאם קיים לה קירוב לינארי ב 

0 0
,x y . 
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 דיפרנציאביליות

) :הגדרה ),z f x y=דיפרנציאבילית בנק  '( )0 0
,x y אמם מתקיים  

( ) ( ) ( )0 0 0 0
, ,z f x x y y f x y a x b y o x y∆ = + ∆ + ∆ − = ∆ + ∆ + ∆ + ∆  

 

) דיפרנציאבילית בf אם :טענה )0 0
,x yאזי : 

) נגזרות חלקיות בfקיימות ל .1 )0 0
,x y ומתקיים ( )'

0 0
,

x
a f x y=ו ( )'

0 0
,

y
b f x y= 

2. fרציפה ב ( )0 0
,x y. 

 

)בסביבה של  נגזרות חלקיות f אם קיימות ל:טענה )0 0
,x yוהן רציפות ב ( )0 0

,x y אזי f 

)דיפרנציאבילית ב )0 0
,x y . 

 

) :דוגמא ) ( )2 2, lnf x y x y= מתקיים . +

( ) ( )2 2

' '0 0

0 0 0 02 2

0 0

2 2
, , ,

x y

x y
f x y f x y

x y x y
= =

+ +
0 0

נקודה מרציפות הנגזרות החלקיות בכל . 

( )0,0 )דיפרנציאבילית בכל נקודה '  נובע כי הפו≠ )0,0 ≠. 

מתקיים 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 0 0

0 0 0 0 2 2 2 2

0 0 0 0

2 2
ln ln

x y
x x y y x y x y o x y

x y x y
+ ∆ + + ∆ − + = ∆ + ∆ + ∆ + ∆

+ +
 

 :משני משתנים' מכך נגיע לקירוב לינארי של פו

) אם :הגדרה ),z f x y=דיפרנציאבלית ב ( )0 0
,x yאזי הביטוי : 

( ) ( )' '

0 0 0 0
, ,

x y
df f x y x f x y y= ∆ + ∆  

 או
' '

x y
dz z dx z dy= +  

) בfשל השלם  נקרא הדיפרנציאל )0 0
,x y ,וdzמשמש קירוב לינארי ל z∆ . 

 

)אם נחזור לדוגמא של  ) ( )2 2, lnf x y x y= 0 אזי + 0

2 2 2 2

0 0 0 0

2 2x y
x y

x y x y
∆ + ∆

+ +
 מהווה קירוב 

 .∆zלינארי ל
)י קירוב לינארי את "נקרב ע: דוגמא )ln 1.22 . 

) נבצע קירוב לינארי לפונקציה :1דרך  ) lnf x x= 1 בנקודהx =. 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
ln 1.22 1.22 '

0 1 0.22 0.22

f f x f x x x= ≈ + − =

+ ⋅ =
 

) מתקיים :2דרך  ) ( )ln 1.22 ln 1.11 0.11= נמצא קירוב לינארי לפונקציה . +

( ) ( ), lnf x y x y= ) בנקודה + ) ( )0 0
, 1,0x y = . 



( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

'

0 0

'

0 0

' '

1,0 ln 1 0 ln 1 0

1
1,0 1 ln 1.22 1.11,0.11

1
1,0 1

1.11,0.11 1,0 1,0 1,0 0 1 0.11 1 0.11 0.22

x

y

x y

f

f f
x y

f
x y

f f f x f y


= + = = 


= = ⇒ =
+ 


= = 

+ 
≈ + ∆ + ∆ = + ⋅ + ⋅ =

 

) היא –וגם כאן ... קיבלנו את אותה טעות )o x y∆ + ∆. 

 
 :3דרך 

( ) ( ) ( )( )2 2

ln 1.22 ln 1.1 0.1= +  

)' נבצע קירוב לינארי לפו ) ( )2 2, lnf x y x y= )'  בנק+ ) ( )0 0
, 1,0x y = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '

2 2

ln 1.22 1.1,0.1 1,0 1,0 1,0

2 2 0
0 0.1 0.1 0.2

1 0 1 0

x y
f f f x f y= ≈ + ⋅∆ + ∆ =

⋅
+ ⋅ + ⋅ =

+ +

 

xבגלל ש, קיבלנו קירוב טוב יותר y∆ +  .  קטן יותר כעת∆

 

נחשב את : עוד דוגמא
0.21.01 e⋅  . 

)נגדיר  ), yf x y xe= .נחשב קירוב לינארי בנק '( ) ( )0 0
, 1,0x y = 

( )
( )

' '

' '

1,0 1

1,0 1

y

x x

y

y y

f e f

f xe f

= ⇒ =

= ⇒ =
 

ועל 

)כן ) ( ) ( ) ( )' '1.01,0.2 1,0 1,0 0.01 1,0 0.2 1 0.01 0.2 1.21
x y

f f f f≈ + ⋅ + ⋅ = + + = 

 
 גזירת פונקציות מורכבות

) אם  :)במשתנה בודד (תזכורת )y f x=ה ב גזיר
0
xו ( )z g y=גזירה ב ( )0 0

y f x= אזי 

( )( )g f xגזירה ב 
0
x ומתקיים ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

' ' 'g f x g y f x= ⋅� 

 :או

dz dz dy

dx dy dx
= ⋅ 

 

)הפונקציה :בשני משתנים ) ( )( ), ,w h x y g f x y= מתקיים . של שני משתנים היא פונקציה =

dw dw dz

dx dz dx
 ו=

dw dw dz

dy dz dy
=. 



)'  נגזרות חלקיות בנקf אם קיימות ל: משפט )0 0
,x yו  gגזירה ב ( )0 0 0

,z f x y= אזי קיימות 

) נגזרות חלקיות בhל )0 0
,x y ומתקיים 

dw dw dz

dx dz dx
=  ,

dw dw dz

dy dz dy
=. 

  
 :אפשר להרחיב 

 

)נתבונן על הפונקציה  ) ( ) ( )( ),z h t f l t k t= x,,  משתנה קצתtכש. = yו,  משתניםz משתנה 

 . בגלל שניהם
 

 גזירה בlאם  :משפט
0
tו kגזירה ב 

0
tול f קיימות הנגזרות החלקיות בסביבה של 

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
, ,x y l t k t=והן רציפות ב ( )0 0

,x y אזי hגזירה ב 
0
tומתקיים ומתקיים : 

dz dz dx dz dy

dt dx dt dy dt
= ⋅ + ⋅  

 
 :אפשר לסבך את החיים עוד יותר

 

)נתבונן על  ) ( ) ( )( ), , , ,z h u v f l t v k t v= ועל כן יש לנו נגזרות , של שני משתנים' זוהי פו. =

  ).vפ " או עtפ "ע(חלקיות 
 

l, אם קיימות ל:משפט kנגזרות חלקיות ב 
0 0
,t vיימות ל וקf נגזרות חלקיות 

)ב ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
, , , ,x y k t v l t v=והן רציפות ב ( )0 0

,x yאזי קיימות ל h נגזרות חלקיות 

)ב )0 0
,t v ומתקיים 

'

'

t

v

dz dx dz dy
z

dx dt dy dt

dz dx dz dy
z

dx dv dy dv

= +

= +
 . 



 

 :דוגמא
2 1

, ,xyz xe x t y
t

= = נחשב את . =
dz

dt
 . 

( )

( )

2

2

4

2

2

1
2

2 2

xy xy xy

t t t t t

dz dz dx dz dy
e xye t x e

dt dx dt dy dt t

t
e te t e te t e

t

− = + = + + = 
 

+ = ⋅ = +

 

 
 משוואות סתומות

 

ניקח לדוגמא את 
2 225 109x y+ )נבחר את הנקודה . = נרצה לחשב את .  היא על המשוואה- 2,3(

 . המשיק לה

)בסביבה של : 1דרך  )2,3 ,yשל '  היא פוx הנתונה 
2109 25y x= − . 

( )

2

50

2 109 25

50
' 2

3

dy x

dx x

y

−
=

−
−

=

 

 על כן משוואת המשיק היא 

( ) ( )50
3 2

3
y x− = − −  

)נחשוב על . גזירה סתומה: 2דרך  )y f x= כפונקציה של x. 

( )( )2225 109x f x+ =  

 .  כמובן0נקבל באגף ימין . xונגזור את שני האגפים לפי 
 :באגף שמאל

( )( )
( ) ( )

2225
50 2 '

d x f x
x f x f x

dx

+
= +  

 :נקבל

( ) ( )50 2 ' 0

50 2 ' 0

50
'

2

x f x f x

x yy

x
y

y

+ = ⇔

+ = ⇒

−
=

 

)בנקודה  ) ( ), 2,3x y  מתקיים =
50 2 50

'
2 3 3

y
− ⋅

= = −
⋅

. 

 
  :עוד דוגמא

)נתון כי המשוואה  )4 24 3 sin 2 1y y x y x+ − = ) מגדירה את + )y f x= בתור פונקציה 

 . סתומה

 :י גזירה של המשוואה" עy'נמצא את 



( )

( )( )

( )

'4 2 3 2 2

3 2 2

3 2

3 2

2 1 ' 2

4 3 sin 4 ' 4 ' 6 sin 3 cos '

4 ' 4 ' 6 sin 3 cos ' 2

' 4 4 3 cos 2 6 sin

2 6 sin
'

4 4 3 cos

x

x

y y x y y y y x y x y y

y y y x y x y y

y y x y x y

x y
y

y x y

+ =

+ − = + − − ⋅ ⇒

+ − − ⋅ =

+ − = +

+
=

+ −

 

 

 פונקציה במשתנה אחד כך שהמשוואה f  תהי:דוגמא
2 2 2z

yf x y z
y

 
= + + 

 
 z מגדירה את 

)כפונקציה סתומה של  ),x y . 

 
 :zנחשב את הנגזרות החלקיות של 

 :xנגזור את שני האגפים לפי 

' '1
' '

x x

z z
d yf d f

y y z z
y yf z f z

dx dx y y y

      
                = = ⋅ = ⋅   

   
 

( )2 2 2

'2 0 2
x

d x y z
x z z

dx

+ +
= + + ⋅  

 :ועל כן

' '

'

' 2 2

2

' 2

x x

x

z
f z x zz
y

x
z

z
f z
y

 
= + ⇒ 

 

=
 

− 
 
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 נגזרת כיוונית

 ). מועתקות דוגמאות מסוף השיעור הראשון.  בדיוק את אותן הגדרותיש בהרצאות, לא הכל מועתק(

) :דוגמא ), xyf x y xe y= )'  בנק+ ) ( )0 0
, 2,0x y  בכיוון =

2 2 1 3
cos ,sin ,

3 3 2 2
v

π π      = = −           

�

. 

) הוקטור Θלכל זוית : הערה )cos ,sinθ θ הוא וקטור יחידה בכיוון θ .

( ) ( )2 2

cos sin 1v θ θ= + =
�

 

 

( )
( )

'

' 2

,

, 1

xy xy

x

xy

y

f x y xye e

f x y x e

= +

= +
 .  דיפרנציאבילית בכל נקודהfולכן , הנגזרות החלקיות קיימות ורציפות. 

( ) ( ) ( )( ) ( )' '2,0 2,0 , 2,0 1,5
x y

f f f∇ = =  

( ) ( ) ( ) 1 3 1 3
2,0 2,0 1,5 , 1 5

2 2 2 2
v
D f v

 
⇒ =∇ ⋅ = − = − ⋅ + ⋅ 

 
�

�

 

 

): תזכורת ) ( ), , ,v a b u c d= =
� �

vאזי ,  u ac bd⋅ = +
� �

  , 

 

) אם :טענה ), ,f x y zדיפרנציאבילית ב ( )0 0 0
, ,x y z אזי הנגזרת הכיוונית בכיוון ( ), ,v a b c=

�

 

)שווה ל ) ידהוקטור יח( )0 0 0
, ,f x y z v∇ ⋅

�

 . 

 

) :דוגמא ) ( ) ( )2, , sin lnf x y z yz x= )'  בנק+ ) ( )0 0 0
, , 1,1,x y z π= בכיוון הוקטור 

( )1,1, 1v = −
�

 . 

vננרמל את , ראשית
�

:  

( )22 21 1 1 3v = + + − =
�

 

)ועל כן נתבונן ב )1
1,1, 1

3

v
u

v
= = −
�

�

�
 . 

( )

( ) ( )
( ) ( )

'

2

'

'

2 2
, ,

, , cos

, , cos

x

y

z

x
f x y z

x x

f x y z z yz

f x y z y yz

= =

=

=

 

ולכן ,  דיפרנציאבילית fועל כן , הנגזרות החלקיות רציפות

( ) ( ) ( ) 1 1 1 3
1,1, 1,1,1 2, , 1 , ,

3 3 3 3
u
D f f u

π
π π

− 
= ∇ = − − − = 

 
�

�

 



 תכונות הגרדיאנט

 הכיוון :משפט
*u
�

) הממקסם את הנכזרת הכיוונית בנקודה  )0 0
,x y הנגזרת הכיוונית בנק הוא '

( )0 0
,x y ,( )0 0

,
v
D f x y� הוא הכיוון של הגרדיאנט של f בנקודה  ( )0 0

,x y) צריך לנרמל אותו

 ) . כמובן
 .  משתנים2 הכל נכון גם ביותר מ:הערה

 . תמיד דיפרנציאביליתf מעכשיו :הערה

י המשוואה " גובה של הר נתון ע:דוגמא
2 21000 0.01 0.02z x y= − ' אדם נמצא בנק. −

(  ? העליה היא הכי תלולהכיוון באיזה . 50,100(

( ) ( )
'

'

0.02
50,100 1, 4

0.04

x

y

f x
f

f y

= − 
⇒∇ = − −

= − 
 

)הכיוון , ועל כן )1, 4−  .  הוא בעל העליה הגבוהה ביותר−

? למה שווה הנגזרת הכיוונית באותו כיוון
f

v
f

∇
=
∇

�

  

)ועל כן  ) ( ) ( ) ( )
( )

( )0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

,
, , , ,

,
v

f x y
D f x y f x y v f x y f x y

f x y

∇
=∇ ⋅ = ∇ = ∇

∇
�

�

. 

)' השיפוע של העליה המקסימלית בנק, באופן כללי, ועל כן  הוא 50,100(

( ) ( ) ( ) ( )2 2

50,100 1,4 1 4 17f∇ = − = − + − = . 

 

)'  בנק∇f ווקטור הגרדיאנט :טענה )0 0
,x y ניצב לקו הגובה ( ) ( )0 0

, ,f x y k f x y= '  בנק=

( )0 0
,x y . 

) תהי :דוגמא ),f x y xy=ו ( ) ( )0 0
, 1,1x y נסתכל על קו הגובה . =

( ) ( )0 0
, , 1f x y f x y= = . 

( ) ( )
( ) ( )
, ,

1,1 1,1

f x y y x

f

∇ =

∇ =
) ולכן הוקטור  1xyניצב לקו הגובה  1,1( ) בנקודה = ) ( )0 0

, 1,1x y = . 

 
 מישורים משיקים

)תהי  )y f x=דיפרנציאבילית ב 
0
x , אזי לגרף שלfקיים ישר משיק בנק  '( )0 0

,x f x , הנתון על

)ידי  ) ( )( )0 0 0
'y f x f x x x− = − . 

 

)תהי  )0 0
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)אם  –עוד דוגמא  ) ( )22 2 1Q x x x= אזי אפשר לפרק , +
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 :ועל כן
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  –נחזור לאינטגרל המקורי , ל התובנות הללועם כ
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15.1.2007 
 :הודעות

 .ולא בתרגול, בשעת ההרצאה, הבוחן יהיה ביום חמישי •

 .שיעור חזרה בשבוע האחרון', חופש'יהיה תרגול חזרה בשבוע הראשון של ה •
 
 

אמרנו שאפשר להשתמש . בתרגול שעבר ראינו אלגוריתם לאינטגרציה של פונקציות רציונליות

cosבאלגוריתם גם בפונקציות רציונליות של  ,sinx x , י הצבות"ע . 

 :לדוגמא

( )

3

2

cos 1

cos 2cos

x
dx

x x

−
+∫  

costאם נציב  x= , אזי
sin

dt
dx

x

−
 :ואז נקבל, =

3

2

1

2 sin

t dt

t t x

−
=

+∫  

 . וזה לא עוזר לנו

tanתמיד אפשר להציב 
2

x
t מתקיים . =

( )

2

2

2 2

2 2

2

1 tan
12

cos
1

1 tan
2
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22

sin
1

1 tan
2

2arctan

2

1

x

t
x

tx

x

t
x

tx

x t

dx
t

  −    −  = =
+ +  

 

 
 
 = =

+ +  
 

=

=
+

כל , ועל כן. 

sinפונקציה רציונלית ב ,cosx xניתן להעביר לפונקציות רציונלית ב tי ההצבה " עtan
2

x
t =. 

 
 

 עוד כללי הצבה חשובים

( )cos ,sinR x x  - הצבה tan
2

x
t = 

( )2 2,R x a x− - הצבה sinx a t= 

( )2 2,R x a x+ - הצבה מהצורה ( )tanx a t= 

( )2 2,R x x a− - הצבה מהצורה 
cos

a
x

t
= 

 



 הצבות אוילר

)במקרה של  ) ( )2,f x R x ax bx c= + + - 

1. ( )22ax bx c a x λ+ + = −  

a. fאם לוקחים -ועל כן אין צורך בהצבה  ,  היא רציונלית 
2ax bx c+ +. 

2. 
2ax bx c+   – אי פריק +

a. 
2ax bx c t ax+ + = − 

) -במקרה של שני שורשים  .3 )( )2

1 2
ax bx c a x xλ λ+ + = − − 

a.  נציב( )2

1
ax bx c t x λ+ + = אפשר להציב , כן (−

2
λ .( 

 
 :דוגמא

( )( )1 2

dx

x x x+ + −
∫  
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( )( ) ( ) ( ) ( )
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2
1 2 1 2 1

1
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+
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−
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( )( ) ( )
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2 2

2 3
1 2 1 1

1 1

t t
x x t x t

t t

+ 
+ − = + = + = − − 

 

 
 :ונקבל כי האינטגרל המקורי שווה ל, נציב. tקיבלנו הרבה ביטויים של 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2 2 22

2 2

2

1 6 6

2 3 1 3 21
1 1

6

1 1 2

t tdt
dt

t t t t tt

t t

tdt

t t t

= ⋅ = =
+ − + +−+
− −

−
− + +

∫ ∫

∫

 

 . מכאן אפשר להמשיך עצמאית



 האינטגרל המסוים

]עבור  ]: ,f a b R→ , האינטגרל( )b

a
f x dx∫) הוא השטח מתחת לגרף הפונקציה בקטע ) אם קיים

[ ],a b . 

 :ותדוגמא
1

0
1 1dx =∫,

1

0

1

2
xdx =∫ . 

): לא אינטגרבילית' דוגמא לפו )
1,

0,

x
D x

x

∈
= 

∉

ℚ

ℚ
. 

 : ) אינטגרבילית⇐חסומה ומונוטונית  (הבאה אינטגרבילית' כי הפו, נשים לב

( )
0, 0

1 1 1
,

1

x

f x
x

n n n

=


= 
≤ ≤ +

 

 
 ) בקטע–כל ההערות ( :הערות

a.  אםf אזי , אינטגרביליתfחסומה  

b.  אםfאזי ,  רציפהfאינטגרבילית  . 

i.  אםf חסומה ובעלת מספר סופי של נקודות בהן היא לא רציפה אזי fית אינטגרביל . 

c.  אםfאזי ,  וחסומה מונוטוניתfביליתג אינטר . 

 
 

 !כמובן, בעזרת אינטגרל לא מסוים? איך מחשבים אינטגרל מסוים

] אינטגרבילית בקטע f תהי :המשפט היסודי ],a b ותהי ( )F x פונקציה קדומה של f בקטע 

]והיא רציפה ב). פרט למספר סופי של נקודות( ],a b אזי 

( ) ( ) ( ) ( ) |b b

aa
f x dx F b F a F x= − =∫ . 

 
 :דוגמא

( )

00

31 12
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cos sin | 0

2 2 2
1 1 | 8

3 3 3

xdx x

x dx x

π π= =

+ = + = −

∫

∫
 

( )
1,0 1

0, 1

2,1 2

x

f x x

x

≤ <


= =
 < ≤

 

f1(אי רציפות ' עלת מספר סופי של נקוב,  חסומהx ]ולכן אינטגרבילית ב. )= ]0,2 . 

( ) ( ) ( )
�

21

2 1 2

0 0 1

ff

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫�����
 

( )1
F x x=קדומה רציפה ב'   היא פו( )0,1 

( )2
2F x x=קדומה רציפה ב'  היא פו( )1,2 



( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 0 2 10 1
| | 3f x dx f x dx F x F x+ = + =∫ ∫  

)נשים לב שאם נסתכל על  )
,0 1

2 ,1 2

x x
F x

x x

≤ ≤
= 

< ≤
 .F היא פונקציה קדומה של f בקטע ( )0,2 ,

1xמלבד הנקודה  = .( ) ( )22

0 0
| 4 0 4F x f x dx= − = ≠  אנו רואים כי היא לא עוזרת לנו - ∫

 ).1ב (לא רציפהכי היא , לחשב את האינטגרל

)נתבונן ב )
1,0 1

2 ,1 2

x x
G x

x x

+ ≤ ≤
= 

< ≤
 .G היא פונקציה קדומה של f בקטע (  מלבד ,0,2(

1xהנקודה  )ועל כן , אבל היא רציפה על פני כל הקטע. = ) 2

0
| 4 1 3G x = − = 

 
 
 

 :עוד קצת אינטגרלים

1

0 1

x
dx

x : ראשית נמצא פונקציה קדומה . ∫+

... 2 2arctan 2 2arctan
1 t x

x
dx t t c x x c

x =
= = − + = − +

+∫ 
 ועל כן 

( )1 1

00
2 2arctan | 2

1 2

x
dx x x

x

π
= − = −

+∫  

 
 .לא חייבים לעשות את זה. xהחזרנו את זה לפונקציה של , tשאחרי ההצבה של , בנשים ל

 

):י פירוק"אינטגרציה ע ) ( )( ) ( ) ( )b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

, אם :אינטגרציה בחלקים , ', 'f g f gרציפות ב [ ],a b אזי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' | '
b bb

aa a
f x g x dx f x g x f x g x dx= −∫ ∫. 

 

):דוגמא. הצבהזה עובד גם עבור  ) ( )
0
cos cosnx mx dx

π
m, עבור ∫⋅ n∈ℕ0 שונים מ. 

mאם  n= אז 

( ) ( )

( )

2

2

1 10 0 0cos cos2
2 2

0 0

1 1
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| sin 2 |

2 4 2

t t
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m, אחרת n≠ ,

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0cos , ' sin0 0
1

' cos , sin

0
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sin , ' cos 20 0
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cos cos cos sin | sin sin
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sin cos cos cos cos sin
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m
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∫ ∫
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 . ולכן הוא שווה לאפס,  שלו≠1קיבלנו כי האינטגרל המקורי שווה לכפולה 
 

 י הצבה"אינטגרציה ע

] רציפה בfאם  ],a bו ( )tϕ גזירה ברציפות ומקיימת ( ) [ ],t a bϕ ] לכל ∋ ],t α β∈ ,

)ו ) ( ),a bϕ α ϕ β= ) אזי = ) ( )( ) ( )'
b

a
f x dx f t t dt

β

α
ϕ ϕ=∫ )זוהי הצבה  (∫ )x tϕ= ,

)ואז  )'dx t dtϕ= .( 

 : ותדוגמא

( ) ( )
3

2

2

2
1 1 1

2 2 020 03
3

3

1 1 1 1
|

3 3 1 611
t x

dt x dx
dt

dx
x

x dt
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ttx
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=

=

− = = = ++  +
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2 2

0
0,

a

a a x> − =∫  

)נשתמש בהצבה  ) sinx t a tϕ= )ת היא גזירה ברציפות ומקיימ . = )0 0,
2

a
π

ϕ ϕ  = = 
 

 ,

 ל0ולכן נחשב בין 
2

π
 מתקיים  .

( )( )2 2 2 21 sin cos

cos

a x a t a t

dx a tdt

− = − =

=
 

 ועל כן 

2 2 2 2 22 2

0 0 00 cos 0
2

2

2 2
0

cos cos cos

1
sin 2 |

2 2 4

a

t t

a x a t tdt a tdt

t a
a t

π π

π

π π

≤ ≤ ⇒ ≥
− = = =

 + = 
 
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 :דוגמא נוספת

( ) ( )0

sin0 0
cos

cos

sin cos 0
t x
dt xdx

dt
dx

x

f x xdx f t dt
π

=
=

=

= =∫ ∫  

 .  רציפהfנכון תמיד עבור 

 

] רציפה בfאם  :המשפט היסודי השני ],a bאזי קיימת לה פונקציה קדומה ב ( ),a b והפונקציה 

[ ]: ,F a b R→י " המוגדרת ע( ) ( )x

a
F x f t dt= ) בf היא פונקציה קדומה של ∫ ),a b . 



) :דוגמא )
sin

, 0

1, 0

x
x

f x x

x

 ≠
= 

 =

]קדומה בכל קטע ' ולכן קיימת לה פו,  רציפה ],a b)  שלא מכיל

)' הפו. ) 0את  )
0

sinx t
F x dt

t
=  .  היא כזו∫

( ) ( )sin sinx

a

d d t x
F x dt f x

dx dx t x

 = = = 
 
∫  

 

בנתבונן 
3

1

sinx t
dt

t
)נסמן . ∫ ) 3h x x= , אז( ) ( )( )G x F h x= .נקבל 

( ) ( )( ) ( ) sin3 sin3
' ' ' 3

3

x x
G x F h x h x

x x
= = ⋅ =  

 
: עוד דוגמא

( )

( ) ( )

2 2 20 22 2 2 2 2

2 2 0 0 0

2 22

1 1 1 1 1

1 2 1 2 2

x x x x

x x
F x t dt t dt t dt t dt t dt

x x x

= + = + + + = + − + =

+ − + ⋅

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

), באופן כללי  ) ( )
( )

( )x

x
F x f d dx

ψ

ϕ
=  אזי ∫

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'F x f x x f x xψ ψ ϕ ϕ= ⋅ − ⋅. 
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 האינטגרל הלא מסוים
 הגדרות

I. אם :קטעים לא חסומיםfאינטגרבילית ב[ ],a b לכל b a> , ואז

( ) ( )lim
b

a ab
f x dx f x dx

∞

→∞
=∫ ∫ 

II. אם :פונקציות לא חסומות fית בקטע אינטגרביל[ ],a bε+ 0 לכלε אזי , <

( ) ( )
0

lim
b b

a a
f x dx f x dx

εε + +→
=∫ ∫ 

 
 :דוגמאות

12 21 1

1 1 1 1
lim lim | lim 1 1

b b

b b b
dx

x x x b

∞

→∞ →∞ →∞

−   = = = − + =   
   

∫ ∫  

( )11 1

1 1
lim lim | lim 1

2 2

b

b b b
dx dx x b
x x

∞ ∞

→∞ →∞ →∞
= = = − = ∞∫ ∫  

 )במקרה זה נאמר שהאינטגרל מתבדר(

0 0
sin lim sin limcos 1

b

b b
xdx x b

∞

→∞ →∞
= = −∫ ∫  

 )במקרה זה הגבול אינו קיים
 

, אפשר להגדיר באופן דומה :רההע
a ∞

−∞ −∞∫  . וכיד הדמיון הטובה עליך∫

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2 22 02 2

0

2 2 2 202 2

2 2 2

1 1 1

2 2 1 1
lim lim lim 1 lim 1 1 0

1 11 1
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aa b a b

x x xdx
dx dx

x x x
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a bx x

∞ ∞

−∞ −∞

→−∞ →∞ →−∞ →∞

= + =
+ + +

−   + = − − + = − + =   + +   + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 
 

( )0 2 2

0
2 lim 2 lim 2 lim lim

b

aa b a b
xdx xdx xdx a b

∞

−∞ →−∞ →∞ →−∞ →∞
= + = + = −∞ +∞∫ ∫ ∫  

2xdx במקרה זה נאמר כי לא קיים האינטגרל
∞

−∞∫ 
 

2:חשוב לשים לב lim 2 lim0 0
c

cc c
xdx xdx

∞

−∞ −→∞ →∞
≠ = =∫ ∫ 

 

( )1 1

0 0 0
lim lim 1 1
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dx dx

x xεε ε
ε

+ +→ →
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1 1 1

2 20 0 0 0
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( ) ( )
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( ) ( )( )

2 1 2

2 2 210 0 13 3 3

1 11
3 3
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1 12 23 3
21 1 13

6
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lim lim3 1 | lim 3 1 3 3
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function not declared at

b b

b b b

a
a a

dx dx dx

x x x

dx dx
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x x
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x

− − −

+ +

→ → →
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 אינטגרלים כפולים
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1 1
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0
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 קואורדינטות פולריות
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